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: 

, Indem ich den zweiten (und letzten) Band der Werke 
Steiner’s dem matkematiseben Pttblikum libergebe, babe icb 
zunachst zu bemerken, dass die in mehreren, an mich gericli- 
teten Zuscbriften ausgesprocbene und, wie ich bore, von Vielen 
getbeilte Erwartung, es werde dieser Band eine Reilie inter- 
essanter, nocb nicbt verbffentlichter Mittheilungen aus dem [I 

Siemer’scheu Nachlasse bringen, auf einer falscben Vorstellung 
von dem Inbalte dieses Nacblasses berubt. Nacb der Auskunft, 
die der Besitzer desselben, Herr Professor Geiser in Ziirieh, j jj 

mir zu geben die Giite liatte, bestebt. er bauptsacblicli aus 
den Vorarbeiten und den verschiedenen Redactionsentwiirfen zu 
einer Anzabl der bereits veroffentlicbten Abliandlungen, und 
es wiirde das in demselben enthaltene Material, wenn es nutz- 

■ 

bar gemaclit werden sollte, einer durchgreifenden Bearbeitung 
in derselben Weise bediirfen, wie sie denjenigen Stucken, welcbe 
den von den Herren Schroter und Geiser lierausgegebenen 
Vorlesungen Steiner’s zum Grunde liegen, zutlieil geworden li 

ist. Eine Verwerthung des Nacblasses fur die von mir im || 

Auftrage der Alcademie besorgte neue Ausgabe der Werke 
i Steiner s, welcbe nur die von diesem selbst veroffentlicbten oder |; 

im Wesentlichon druckfertig binterlassenen Arbeiten enthalten I 


vr 
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sollte, war also ausgesclilossen. (Vergl. die Yorrede zum ersten 
Bande yon Jacobi 1 s gesammelten Werkeu.) Nur einige Zus&tze, 
die von Steiner melireren Abhandlungen nacli deren Herausgabe 
bandscbriftlicb beigefiigt tind von Herrn Geiser mir mitgetbeilt 
worden sind, konnten in die diesem Bande angeliangten „An- 
merkungen imd Zusatze“ aufgenommen werden. Ausserdem 
liabe icb mir erlaubt, eine scbon frtiber nacli einer mtindlichen 
Mittbeilung Steiner' s von mir veroffentlichte Notiz liber die 
seitdem so bekamit gewordene ^Steiner' scbe Flacke il wieder 
abdrncken zu lassen, sowie bei dieser Gelegenheit eine niclit 
uninteressante , anf eine andere Fliiclie vierten Grades sick 
beziebende und von Steiner mir vorgelegte Aufgabe mitzu- 
tlieilen. 

Zwei der bedeutendsten Abbandlungen Steiner ’s, in denen 
er die Ergebnisse seiner langjtihrigen Untersuebnngen „iiber 
Maximum und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf 
der Kugelfliiche und im Eaum llberhaupt 11 ,' niedergelegt bat, 
waren bisber nur in franzosiscben Uebersetzungen bekannt. 
Steiner batte namlicb diese Arbeiten der Pariser Akademie 
vorgelegt, und zwar in deutseher Spracbe, auf Liomille ’s, des 
Bericbterstatters, Wunscb aber in dessen Journal die erste 
Abbandlung in franzdsiscber Spracbe ersebeinen lassen, was 
zur Folge batte, dass nicbt nur diese, sondern aucb die zweite 
Abbandlung sp titer im Crelle' scben Journal in derselben 
Spracbe veroffentlicbt wnrde. Gliicklicberweise ist aber Steiner's 
Originalmanuscript erbalten geblieben und mir von Herrn 
Geiser mit dankenswertbestem Entgegenkommen zur Verfii- 
gung gestellt worden. Die Yergleicbung desselben mit den 
genannten Uebersetzungen liess sofort erkennen, dass es vor 
diesen, in denen an nicbt wenigen Stellen der Sinn verfeblt, 
oder der Ausdnick nicbt klar und bestimmt genug ist, bie 
und da aucb Febler vorkommen, die das Original nicbt hat, 
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bedeutende Vorziige besitze. Icli babe es deshalb flir geboten 
erachtet, bei der neuen Ausgabe der in Rede stebenden Ab- 
handlungen den ursprilnglicben Steiner ' schen Text wieder ber- 
zustellen, um so mebr, als das gedacbte Manuscript so sorg- 
faltig ausgearbeitet ist, dass es mit Ausalime selir weniger 
Stellen ganz unverandert abgedruckt werden konnte. 

Sammtliebe Abbandlungen dieses Bandes sind — in abn- 
liclier Weise, wie es bei denen des ersten Bandes gescbelien 
ist _ vor dem Abdrucke tbeils von Herm Professor Kiepert 
(Bogen 1-20),' tbeils von Herm Dr. Schur (Bogen 21-42), 
und. dann bei der Correctur noch einmal von dem ersteren 
sorgfaltig revidirt worden. Indem icb beiden Herren fttr die 
Hiilfe die sie mir geleistet, meinen aufriobtigsten Dank aus- 
sprecbe, babe icb noeb liinzuzufiigen, dass von Herrn Kiepert 
— obne dessen eifrige Mitwirkung es mir iiberbaupt un- 
moglicb gewesen ware, mit der ilbernommenen Aufgabe in ver- 
baltnissmassig kurzer Zeit fertig zu werden - aucb sammt- 
licbe zu diesem Bande gebdrigen Figuren neu gezeicbnet 

worden sind. 

Berlin, 6. Marz 1882. 
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I )i‘inonst ration gooniotripe d’un tlieoreme re- 
la tit' a l’attraction (Time couclie ellipsoidipe 
sur un point exterieur. 


lit* mtmdro du 12. Oct. tlu Journal contiont l’extrait 

d’un sur 1’itU motion d’un ollipsoi’do homogono quo M. Poisson 

n Ut a t'Aeadomio des sciences <lo Paris. On y trouvo l’dnoncd d’un thdo- 
tvmo remarquablo par sa simplicito ot qui consisto on oo „qu’une 
no uo lit* iufini m out mince ot comprise ontro doux ollipsoidos 
conoeutriques, somblablos ot somblablomont places oxerco sur 
tut point exterieur uno attraction, dirigde suivant l’axo du 
edne oireonserit a la couclie et ayant pour soraraet lo point 
at t ire**, ("est ce thdorbmc que nous allona ddmontrer par dos considd- 
rntioiiH gdomtHriquea fort simples. 


■ Lemnuo. 

.,1, •ellipse Ariel) (Tab. I, iig. 1) dtant, touchdc par les cotds 
/VI, lil do Pangle A PH., si Ton diviso cot angle on doux par- 
ties e gales par la droite PQ qui coupe on Q la corde do con- 
tort AH, poiaire du point t\ jo dis que PQ formora dos angles 
e g a u x aver les droitos PH, PD qui joignont lo point P aux 
deux i*x trdmit.es d’uno cordo quolconquo passant par lo point Q. u 

lidmenstratio n. Si I’on indue PR perpendiculairoment a PQ, on 
soil que PR, PA, PQ, PH soront ([uatro droitos harmomquos. Par con- 
sequent les quatre points R, A, Q, H do memo quo les suivants P, G, 
n, F Mint hammniques, et HR est la poiaire du point Q; il suit do Id 
quo 1). Q, e, e sent quatre points harmomquos et par consdquent PD, 
Hq, HP. HK quatn* droitos harmomquos, ot oomme les droites conjugudes 
PR et Pu stmt, nerptmdiculaires outre olios, on on cynclut, qu’elles doivent 


Sur ^attraction d’une couche ellipso'idique. 


partager en deux parties ej 
PD, PC de sorte que 

c. q. f. d. *). 


Tangle forme par les droites conjugueos 


DPQ = CPQ 


Theorem e. 

^’attraction, exercee par uno couche homogene intinim out 
mince et comprise entre deux ellipsoldes concoutrii|Uo», worn- 
blables et semblablement places sur un point exterieur l\ est 
dirigee suivant l’axe du cone qui a son centre an point attiio 
et qui enveloppe la couche attiranto. w 

Demonstration. Concevons sur la surface oxtorieuro de la couche 
un element infiniment petit, et soit C un point de cot cUtkonh he plan 
determine par ce point et par l’axe du cone circonscrit a la surface ox- 
terieure coupera cette surface en uno ellipse ACBD qui sera touelwSo par 
les deux aretes PA, PB du cone comprises dans ce plan. II est Evident 
en meme temps qne la droite AB est rintersoction du plan en question 
et de celui qui contient la courbo de contact du cone et do la surface 
exterieure, et que Q est le point do rencontre de ce dernier plan et de 
l’axe du cone. Comme l’axe PQ divise en deux parties egales Tangle 
APB forme par les deux aretes, comprises dans un memo plan avec lui t 
on conclura en vertu du lemmc precedent quo les angles CPQ, DPQ sent 
egaux. Si Ton con<joit maintenant uno droite mobile autour du point Q 
et parcourant le contour de T element do surface predominant nomine, 
cette droite d6terminera dans la couche ellipsoldique deux dldments de 
volume situes de part et d’autre du point Q et donfc nous aliens consi- 
d<5rer Tattraction d’abord sur le point int6rieur Q ot ensuite sur le point 
exterieur P. Quant a Tattraction exercee par cos elements sur le point 
Q, on sait qu’elles sont egales et opposes, et c’ost sur la destruction 
mutuelle des attractions exercees par deux Elements ainsi opposes qu’est 
fonde Tequilibre d’un point quelconque dans Tinterieur do la couche 
ellipsoldique, comme Mac-Laurin Ta fait voir par la simple geometric, 
et comme Lagrange Ta continue depuis par T analyse. En supposant m 
resultat, on en conclut que les deux dl&nents de volume que nous de- 
signons pour un instant par (C) et (P) verifient la proportion 
(C):(D) = (QCy : (QD)\ 

*) On trouve les demonstrations des propri4tes sur losquelles nous nous appuyons 
ici dans les ouvrages suivants : La Perspective de Lambert ; ks Mimoires do M. Brmmhtm; 
le traits des proprieties projectives par M. Poncelet ; ou mes deux ouvrages intitules: 
„ Systematische Entwickelung der Abhangigkeit geometrischer Qestaltm von mnandtir il (Of. 
Bd. I. S. 229 dieser Ausgabe) et ,, Die aeometrischen Constructionen . ausaefUhrt mktikl tier 
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II suit d’un autre cote do l’cgalite des angles CPQ ot DPQ, prece- 

demmont otablie, qu’on a 

QC : QD — PC: PD 

ct par consequent, en comparant: 

(C ) : (D) — (PGy : (PD) 2 , 

^portion qui prouve quo les deux elements attirent ogalcment le point 
/> ot partant quo la resultantc do ccs deux actions cst dirigee suivan. 
r ’ p() Co resultat etant applicable a tous les elements do la couche 

correspondent deux a deux, le theoreme enonce so trouve ngou- 

l ° Uh °U ddmo’iteation proccdcnte foumit on outre le corollaire suiv ^ t: 

tin plan quolconquo passant par le point Q Portage la 
couche cllipsoidique en deux parties qui exercent des attrac- 

ri ° U ()n g p!.ut dgalommi^tiror" des considerations preeedontes plusieurs 

verites gcLdtriques, dont jo me contentera. a’ononoor uno scule 

Si nar I’ cllipHO, intersection do 1 clhpsoido ct d I 

auelcont ue passant par le point Q, l’on conceit un cone ayant 

‘ i lint P l’axc do ce cone coincident avee la 

son sommot au point i, i axe uv 

dr o i to PQ“ 

Berlin, au mow do Janvier 1834. 





Bin neucr Satz utter die Trimzalilen. 

Crollo’s Journal Band XIII. S. $56—360. 



Ein neiior Satz fiber die Primzalilen. 

1, Dor Bata, welcher hior bcwicscn worden soil, lautct, wio folgt: 

„Hat man irgond oino Primzahl p und p — 1 boliobigc andore 
Zahlon, wolcho (lurch p uiclit thoilbar sind, sondcrn nacli 
irgond oinor Or dining die vorschicdoncn Rosto 1, 2, 3, ••■p 1 

gobon, odor auch, was im Grundo .auf dassolbo hinauslcommt, 
naoh irgond oinor Ordnung gonommon, dieso Rosto solbst sind, 
combi nirt man von dioson Zahlon irgond oino An/.ahl n zur 
(p-nY" Cl as so mit Wiodorholung abor ohno Vorsotzung und 
multiplicirt dio Zahlon jodor Complexion in einandor, so 1st 
dio Bum mo allor diosor Produoto immor durch p thoilbar, dLC 
Zahl n mag soin, von 2 bis p—l inclusivo, wolcho man will." 

Bowels. Wird jodor Thoil dor idontisclion Gloichung 
x ~ (x — rtJ-Ht, 

mit .-B multiplicirt, niimlich dor Thoil links mit x, das ersto Gliod rochts 
mit (,c— u 3 )4"«.j und das zwoito mit (x — «,)+«, , so orhalt man naoh 

gchorigor Ordnung 

= (x — «,)(*»-- «»)■ +•(«, 4- «,) (x—a y )-W*r • 

Worden dio Gliodor dor lotzton Gloichung iihnliohor Woiso boziohlieh mit 
a (.£ — = (x — = (x 

multiplicirt, so kommt 

jp sss (x — a,) (x — 1 « 9 ) (<b — «s)-t-(o, -t-« a •+• v® rt i) 0® J 

■+■(0 * «.,-+-«») (x — 

Glciohcrwciso gclangt man m dor Gloichung 
x* = (a- «,)(*— «,)(«— «»)(*—' *4) 

•4- (u, 4~ a, <0(* a dO B a «) 

-f~ («*-+-«, a a -+-«i (x a i ) 0® 'V 

®J+ a J) (* a 1 ) 4 -«f ) 

und durch Wiodorholung dossolbon Vorfahrons zu dor allgomoincn Gloichung 

«= (x—a,)(x—<0 . . . Qc—Op-i) • 

(ji x * * * -4“%— 1) (^— (#— '# a ) * - * v® 

4- (a\ +u t a % ^ +** Op-a-Mi + **• 

* * . (#— * %) • * * 3) 

• ■ * * * * 

j_ /* 2 j. /,» — 3 a ! + * * * *4“'" 1 1 
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Em neuer Satz fiber dio Primzahlon. 


oder in einfachen Zeichen 

(1) xp ~ 1 = 3-^-A a Xp —. 4 — +- • - * — I -i’ly *— 2 A, t •••!,. »• 

Las Gesetz, wonach die Glieder dieser Gleichung gebildot werdeu, fiillt 
in die Augen. Namlich der Coefficient A l des zwciten Gliedes rechts 
ist die Summe der Zahlen a 15 a 3 , a 3 ,... a p -\; der Coefficient A t des 
dritten Gliedes ist die Summe der Producto, dio ontstehen, wenn man 
die p — 2 Zahlen a x , a 2 , a a ,...«p _2 mit Wiederholung abor olme Vor- 
setzung zu zweien combinirt und in einandor multiplicirt; u. s. w. 

Wird nun angenommen, p sei irgend eino Primzahl, und dio Zahlen 
a,, a 2 , a 3 ,...a,p-i seien nicht durch p theilbar und las, sen , tiureh /* 
dividirt, verschiedene Reste, also, nach irgond einor Ordnung genommon, 
die Reste 1, 2, 3, . . . p — 1; und wird ferner auch dio willkiirliche Zahl .it 
als nicht durch p theilbar vorausgesetzt, so ist, worm man das lotzto 
Glied rechts auf die linke Seite bringt, dio Difforenz 

i2g-l a P~l 

vermoge des Fermat ' schen Satzes durch p theilbar. Giebt man nun dem 
x fur einen Augenblick einen solchon Worth, dass x — « 3 durch p theilbar 
wird, so sind alle Gliedor rechts, wolcho x , — « 3 zum Factor haben, 
durch p theilbar; daher muss auch das numnohrigo lotzto Glied 

Af-zX \ = h«§" 3 )(^— «,) 

durch p theilbar sein; und zwar muss os nothwendig dor orsto Factor 
dieses Gliedes sein, da vermoge dor Voraussotzung dor andore, x — «, , <m 
nicht sein kann. 

Bringt man nun ferner auch dieses lotzto Glied A 1 ,„$X l auf die linke 
Seite der Gleichung, so ist der ersto Thcil derselben durch /< theilbar; 
imd giebt man sodann clem x einen solchen bosondern Worth, dass der 
Factor x— a 3 durch p theilbar wird, so folgt ahnlichorwoise wio vorhin. 
dass nun auch das gegenwiirtige lotzto. (Hied rochtH, A v A’,, durch /* 
theilbar sein muss, und zwar, da von don zwoi Factoron a —a, , a- t> 
jetzt keiner durch p theilbar sein kann, dass sein Coefficient, namlieh 

4p- s- = ®i ~ 3 + aP ,~ 4 a -i + « 3 ~t~ a?~ 6 a, + • • • 
durch p theilbar ist. 

Gleicherweise folgert man, dass jeder der iibrigon Coefficionton 
A p -i, Ap - 5 , .... A 2 , A x durch p theilbar ist, wodurcli die Richtigkeil des 
oben stehenden Satzes dargothan wird. 

Urn den Satz durch ein Boispiel anschaulich zu machon, sei 

also P = W==3 Und ® 1=5 ’ a ‘ J==4 ’ = 

p-n = 7-3 = 4, 

so sind die Zahlen 5, 4, 3 zur 4‘“ Classe mit Wiodorhulung aher olme 
Versetzung zu combiniren, sodann in oinander zu multiplir.irrn mid die ' 


Em xieuor Satz iiber die Primzahlen. 


11 


Product© zu addiron. Dies giebt 

r ) ^r ) « B 4^53j}^5*J # 4*^5 a .4 it 3-i-5 a .3 a +5.4 3 4-5.4 3 .B-f-5.4. 3M-5.3M-4 4 
+ 4 * 1 3 + 4 *. 3 2 + 4 . 3 *+ 3 4 

( 525 + 5004 - 375 + 400 + 3004 - 225 + 320 + 240 + 180+ 135 +256 
+ 192 + 144 + 108+ 81 = 4081 == _ 583 . 7 , 
oin Resultat, wolcluss, wio man sioht, dem obigen Satzo goniigt. 

2. A us clom croton Gliodo rechts in dor Gleichung (1), niimlich aus 
dom Gliodo 

X p -i = («—«,) («— «,) ( x ~~ ®s) ■ ■ ■ (•»— ty-Oi 
lassen aich, mit Riicksicht auf don vorstohondon Bowcis, lpiclit zwoi 
andoro bokannto Satzo abloitou. Wird niimlich dieses Gliod ontwickolt, 
ho hat man 

X„_i = («,+«,+«, 4 

+(«,, a t + a, «, -1 WV-s V-i)^ -3 h a i d -i ■ • ■ a P~ l > 


odor 

X t ss a;! 1 - 1 — 21, ,4'“ 2 + 21, « ,,_a — Sl 3 tf 1 ’ -4 4 3tp-2«+«y-i 5 

wo, wio man sioht, dio Coofliciont.cn -SC, , SC 3 , 2t.„ . . - Stp — i d>° oinlachon 
Coinbinationcn ohno Wiodorholung und ohno Vorootzung dor Zahlon 
«„ ... «+ t ssur orston, zweiton, dritton, . . . (p — 1)*®“ Glass© vorstollon. 

liiordurch liisst sich dio Gleichung (1), wio lolgt, umiindoin. 

(21, ic/'" 3 - 21, j ,4-'' 4- 21,, *»-* 4 2^-24) 


2L_i +d f _i. 


. , N ( (21, »*-» — % *»-* h 

(-) \ ~(,t , X^2+ A. J X, IT 3-+-A n X /l ~.i 4 4/lp_ a X,) = , - • 

Wird nun angonommon, at aoi durch p thoilbar, odor, was dassolbo 
liowirkt, os soi gloicli 0, so 1st dor orsto Thoil dor gogonwiirtigon Gleichung 
durch p thoillmr, (woil jodos GUod in dor orstou Klammer don Factor a 
onthHlt, und dio Coofficionton dor Gliodor in dor zweiton Klammer zufolgo 
dos obigon Howoisos oinzeln durch p tlioilbar sind); dahor muss auch dor 
zwoi to Thoil dorse 1 ben, d. i. 

odor a i a, A a v ..a l ^x+a^r\ 

durch p thoilbar soin; und da nach dom Fermafnclim Satzo das omo 
CUiod a v x l , durch p dividirt, don Rost +1 giebt, so muss das andoio 

(t l a^u n ...a p ^Vi 

durch p dividirt, don Rost p— 1 odor —1 gobon, odor, in dor oinfachston 
Form, oh muss 

1.2.3.4...(p — 1)+1 

durch v thoilbar soin, d. h. „wird dom Product aus alien Zahlon 
l 2 3, ... (p — 1), wolcho kloinor als oino gogobono Primzahl p 
sind, 1 zugozahlt, so 1st dio Summo allomal durch p thoilbar"; 

welches dor bokannto Wilson scho Satz 1st. 

Wordon fornor alio Gliodor, wolcho in dor Gleichung (2) aul dor 
llukon Suite in dor zweiton Klammer stohon, niimlich die Gliodor 
A. X„_u+ A , Xp_)t + A, X y -< 4 4 A p -iX l 
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Ein newer Sate fiber die Primzahlen. 


nach Potenzen von as ontwickclt, so erhiilt man ein Aggregat von dor Form 
A^ast-*+(A I £ 1 +A s )x*- s -h(A l B a -hA a C,-i-A 3 )*f-* 
+(4jjB,+4jC \- > r-A i D 1 -+-A i )xt- i - J r 

+ 

- s r(A 1 B v —z- J rA, 1 C p —. H HA,~v)*r 

wo die Grossen B v B. 2 , ... B p ~ 2 ; C u C 2 , . . .; D v M„ ... u. s. w. kein 
as enthalten, sondern, vom Zeichcn abgosehon, nur bestimmto t’omhmationen 
der Zahlcn «„ a 3 , ... a p - 2 ; o i; a a , ... ; .... 

Werden diese Wertho in die Gleichung (2) 

f (2T, xP- 2 — 2t 3 XP-* + 21, ^-4 

l — Xp-i -4- A -+- A Xp—i H t-A'-a-A) = 21,, i-d-.lj. i. 

substituirt, und wird bemerkt, dass dioso Gleichung I'iir jwlen Worth, wel- 
chen man dem as boilegen mag, stattlindon muss, so folgt, dass die Coefli- 
cienten gleich hoher Potenzen von a; einandor gleieh soin miissen, dass 
also, absolut genommen, 

A = Ai -21 2 = AA+A; S^AA+A^+A; ... 

sein muss. Da nun vormogo des obigon Bowoises von den Grossen 
A> A. A> ••• A-2 j°do, einzeln genommen, (lurch p fheillmr 1st, so 
folgt aus den letzten Glcichungcn, dass auch jodo der Grossen 

A, A, A, A) • • • A-> 

durch p theilbar sein muss. Das hoisst: 

„Hat man eine Primzalil p und p — 1 boliobige antlere Zah- 
len a i; a 2 , a> , ... a,_i, wolcho nicht durch p theilbar sind und 
auch nicht gleicho Reste goben, odor wolcho, in einfachstor 
Form, die Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . p—1 solbst sind, so isi. sowohl 
die Summe diosor Zahlen 2l n als dio Summe Hirer Prmluete, 
wenn sie zu 2, oder 3, odor 4, . . . odor p — 2 ohno Wiodorholung 
und ohne Versetzung combinirt wordon, d. i. 2t 3 , 31 a , 21 , ... 2L ^ 
durch p theilbar." 

Diesen Satz hat bekanntlich Lagrange zuorst bowiosen. 

Ich 'will noch bemerkon, dass dio Grosso 21, , d. i. die Summe der 
Products zu dreien, nicht nur durch p, sondern auch aliened durch /»'■' 
theilbar ist, was leicht zu bowoison ist. Femer liisst sich Imweisen, dass 
die Summe der Producte aus den Zahlon a„ a„ a t , . . . a p „ K zu 2, oder 3, 
oder 4,..., mit Wiederholung aber ohne Versetzung combinirt, slets dureli 
p theilbar ist; und dass dasselbo stattfindot, wotm man dio zweilen, oder 
dritten, oder vierten, . . . Potenzen dorselben Zahlon auf gleicho Weiso, 
oder nach einer der oben angegebenen Arten combinirt. 

Berlin, im December 1834. 


A u i % a ben u n d L e b r s a t z e. 

voile’s Journal Band XIII. S. 301-3(14. 
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Aiifgaben mid Lelirsatze. 


1. Dio Summe allor Briiohe von dor Form 


1 

( 24 - a ; j 2 +>'— 1 ’ 

wo Howoltl fur .r als fur y jodo gauze positive Zalil von O an gesetzt wer- 
den muss, 1st gloicli 1, jodooli mit dor Bodingung, class jedor Bruch, wol- 
ohor rnclinnals (lurch dioso Form crhalten wircl, wio z. B. fl V> wolohor 
droimal sich untor diosor Form darstollon liisst, niimlieh als 


1 1. 1 

fC-P ’4*— -P ~ 8 f — P 


iiur oinmal gorochnot wird, was auch durch die Einschrankung erreicht 
wordon kanti, (lass 2-Hc koine hdhoro Potenz (d. i. zwoito, dritto, vierto u. s. w.) 
von irgeml einor Zalil sein darf, woraus horvorgoht, dass x nicht (>, 7, 
14, 23, 2f>, 30, 34 , 47, 32, 79 u. s. w. soin darf. In Zoiohon hoisst 
dies also: 


. V... 


— , J | ^ H — iSr — 1~ 2 V "F" iV ~ 1 — sSr ~ 1 "4" A -I - c.V 

+*+■ 5V-+-xi(r+-T k+Ti r +' • • in 


2. Dio Summe allor nogativon Potonzen , von der zwoiton an, allor 
ganzen positiven Zahlon, von 2 an, 1 st gleieli 1, odoi in Zoiohon. 

1 = 2(24-«)- 2 4>E(24-a)- 3 4-2(24-«)-^H-^(24“^)” B “H--- in infin., 
wo untor jodos Suinmonzoichon fur ® alio ganzen positiven Zahlon 
0, 1, 2, 3, 4, . . . zu setzon sind. 

Hioraus folgt inshesondoro dor bekannto Satz: 

B Dass die nogativon zwoiton Potonzon allor ganzon posi- 

1. * . . _ 17 _ L 1 . w aIma a a « tr A f* f* 1 t* n Tt /I A T i, A 1 ll A h 1 1 ( 1 A 11 . ^ 
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Femer folgt daraus, dass, da man bekanntlich die Werthe der oin- 
zelnen Summen 

2(2+«)- 2 , 2(2+x)~\ 2(2+«)- 6 , . . . 2 (2 +.•»)-->« 

angeben kann, man aucb, wenn gleich niclit die Werthe der oinzelnen 
Summen 

2(2+*)~ 3 , 2(2+«) -5 , . . . 2(2+.'b)- 2m + 1 , 

so doch den Werth der Summe dieser Summen darstellen kann, indem 
zufolge des vorstehenden Satzes 

2(2+ i ®)- 3 +2(2+«)- 5 +2(2+«)- 7 +... 

= 1 -[2(2+«)- 2 -|-2 (2+«)-*+2(2 +«)-"+ • • •]. 

3. Durch Yerbindung der beiden vorstehenden Satze 1 und 2 ge- 
langt man zu dem folgenden Satze: 

„Die Summe alter Bruche von der Form 

1 

(2+«) 2 + y [(2+*) 3 - H'— IJ 

ist gleich der Summe aller Bruche (oder negativen Potcnzen) von der 
Form 

(2+z)~Q+’j), 

wo fur y jede ganze positive Zahl, von 0 an, gesetzt worden muss, fur as 
aber nur diejemgen ganzen positiven Zahlen, fur welche die Summe 2+.* 
keme (hohere) Patera von irgend einer Zahl wird (wie oben Lehrsatz .1), 
;ur z dagegen alle diejenigen ganzen positiven Zahlen, welche fur as aus- 
geschlossen sind, so dass also die Summe 2+s allemal irgend eino hohere 
Botenz sein muss. Unter diesen Bedingungen ist also 

V (2 

~ (2-t-«) 2 +y_i = 2 ( 2 + z )~ <!!+ * ) , 

oder 

— in infin. 
in infin. “ 

Die vorstehenden drei Satze lassen sich durch eine ganz elemontare 
Uetraclitung beweisen. 


4. Bezeichnet man die Geraden, welche drei feste Puncte A B C 
mi \ vierten Puncte P in ihrer Ebene verbinden, durch a, 1 c, 

und die Wmkel, die sie mit einander bilden, durch (ah), (be), ( ca ) so 

“’pT 1 d6r /“ Ct f die Eigenscliaft haben soU > dass die Summe 
der 4* Potenzen der Geraden a, b, c ein Minimum, also 

a x -\-b x -+-cP — minim. 



Aufgaben imd Lehrsatze. 

sei, im Allgemeinen die folgeuden zwei Bodingungon stattfiudoH : 
( a ) o»-ism(ca) = fr B-1 sm(&c) 

und 
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(fO 


rtX — 1 


sin(ai) 






Dieser Satz umfasst msbesondcre zwci bokannto Siitzc*), dio man orhalt, 

wenn man n 3 

1) a gleicli 2 setzt, odor wonn dio Summo dor Quadrate <t -H 1 I '" 
oin Minimum soin soil. FUr diesen Fall ist, P dor Soliwor- 
punct dcs Dreieclcs ABC, und man hat als Bedingungen 

a sin (c a) = A sin (Ac) 

und 

am\(ah) — 6* si n(6r); 

2) wenn man x gloiclx 1 setzt, odor wonn die Summo dor droi Ab* 

stande oin Minimum, also P dor Punet dor kloinslen 

Entfernung von den droi 1 os ton Puncton -I, />k ( sola soil. 
Fur diesen Fall roduoiren sieh dio obigon Bodingungon auf 

sin(afl) = sin(m) «= siu(/;o), 

oder auch 

(ah) — (m) = (Ixi), 


5. Wenn man bei dem vorigon Satzo (4) dom Expommtim .r alto 
moglichen Wertho giobt, oder wonn man a sicli stetig vornndom lassi; 
welches ist alsdann dor Ort dos 1 hi notes P, und woioho (dgenUmmlkhe 
Beziehung hat dieser Ort zu den droi fasten Puncton A, Ji 9 C'i 

6. Fur beliebigo Puncto oines Kogclschnittes lasst sieh dor Kriimmungn- 
halbmesscr auf folgendo so hr oinfacho W oiso eonstruirem 

Es soi z. B. oino Ellipse ABC (Tab I, Fig. 2) gogoben, man soil den 
Kr iimmungshalbm essor fur irgond oinon Punet (J (imkvn, 

Man zieho eino Axe A B dor Ellipse (gloichviol woioho), logo in dom 
Puncte C die Tangonte CD, die von dor Axe in D bogronzt wird, «ml 
errichte auf derselberi in C dio Normal e CM* Mit dor Tangonto i B be* 
schreibe man um C oinon Krois, wolchor die Axe AB zum zwoiton Male 
in E schneidot, zioho dio dorado CE ? woioho dor Ellipse zum zweit.on 
Male in F begegnet, errichte auf dor Selme CF in ihror Mitto Q din 
Senkrechte GM, so wird diese die Normale CM im KrummungHmilloF 
puncte M sclmeidon, so class MC tier verlangte KrumimmgshalbmeHsor ist 


*) Andererseits ist or oin besonderor Fall einos mehrfach allgemiunmon Hatton, 
welchen icb bei oiner anderen Gologonheit bowoison wordo. 

Steiner’s Werke. II. 2 


Aufffiibon unit Lwir»iii#r 


Bemerkung zu doin Aufaatze No. I t in Hnn>! MU <1.m 
Journals. Das liier gofundene WW: ‘it,- «•>.*, W-rU,,,!^ 

mit Wiederholungen aua georditeitui Vor!>imiun«oii ohm* \l i.'dwholu,,^ 
abgeleitet wordon kiinnon,* flmlnt xich nut'll in dor vim Sdwmn 

vom Jaliro 1820, und besondors klar umt umla-mond hut -li namlieb 

ausgezeichnoto Combinatorikor dciwidU-n (lou.'infami in winer muiwn 


* r <taniiicln 


ausgezeicnnete uumu*a**w**ft«* *«*»«** !«•*» »’**'**'»" 
Schrift „ Gvwsmlehre, *ystmati*ch kmimid m % \m\m% 

beliandelt. 
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Einfache Construction der Tangonto an die 
allgemeine Lemniscatc. 

Crollo’s Journal Band XIV. S. 80— fW. 
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Einfache Construction dor Tangonte an die 
allgemeine Lemniscato. 


1. Da in neucrcr Zoit die Lomniscato boi gowisson |»hyslkall«rlu*n 
Untcrsuclmngcn mohrfach in Botracht gekommen ist, so hallo ieh.es nirlit 
1'iir unniitz, naclistehende oinfaoho Construction ihror Tangento m «‘imuu 
bdiebigcn Puncto Mer mitzuthoilon. 

Eino charaktoristische Bostimmung dor allgomoinen Lonmiscato ist. 

bokanntlich folgmdc: . . 

„Wcnn die Grundlinio AB (Taf. II, Fig. 1) nines Dreieoks der 
Grosso und Lago nach und das Rochtock unter den beiden an - 
deren Seiton AG, BO dor Grosso nach gogeben ist, so ist der 
Ort der Spitzo C cine Lemniscato." Oder umgokelirt: 

In dor II au p tax o oinor Lemniscato giobt es allemal zwei 
Grundpuncto A, B, welcho die Eigenschaft halum, dass, wenn 
man aus dcnsclbon nach irgend oinom Punete (' des I mlanges 
Strahlon zioht, das Rochtock untor jo zwei solchon Luitstrahlen 
AC, BC cinon constanton Inhalt hat." 

’ Aus diosor Bostimmung folgt unmittolbar, dass diu in Rede stehende 
Curve cinen Mittolpunot hat, dor in dor Mitto zwisclum den zwei Crumb 
punctcn A, B liegt, und dass die Curve auf omen endiieheu Haum hi* 
schrankt ist. Angonommen, os scion D, M dio Endpuncto odor Seheitol 
dor Hauptaxc. Man sotzo .1) dio Hauptaxo 

DE— 2d, also d = MD = ME, 

2) den Abstand dor Grundpuncto von oinandor 

AB — 2 c, also c — MA ~ MB, 

und 8) den constanton Inhalt dos Rechtocks untor jo zwei zusanumm- 
gohorigon Lcitstrahlon AC, BC, odor a, h, gleich k 1 , so ist 
M = «& = (d+<:)(d~c) = d?- e\ 
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Construction der Tangente an die Lemniscate. 


und die drei verschiedenen G-estalten, welche die Curve inx Allgemeinen 
haben ks.nn, lassen sicb durcb folgende Bedingungen bostimmcn: 

a) wenn dann istfdie Curve in alien ihren Theilen zu- 

sammenhangend . und bat im Allgemeinen in den Scheiteln 
ihrer zweiten Axe eine Einsenkung; 
p) wenn A 2 = c'\ dann schneidet sicb die Curve in ihrem Mittel- 
puncte M, so dass also dieser Punct ein Doppelpunct dor Curve 
ist, und zwar ist er fur jeden Zweig ein sogonannter Wendungs- 
punct; die beiden Tangenten in diesem Puncto sind auf ein- 
ander senkrecbt, rmd die Curve wird durcb ihn in zwoi ge- 
scblossene, congruente Theile getheilt, welcbe in Schoitolwinkeln 
jener Tangenten liegen; 

j) wenn A 2 < c 2 , so bestebt die Curve aus zwei isolirton, con- 
gruenten Tbeilen, wovon jeder sich dom Augo als eine ge- 
scblossene Curve darstellt, und wovon der eine den Grund- 
punct A, der andere den Grundpunct B umschliesst. 

Haufig wird die Curve nur unter der Form (p) „Lemniscate“ genannt*). 

2. Mit Eucksicbt auf die vorgenannte charakteristiscbo Eigenschaft 
der allgemeinen Lemniscate gelangt man nun durcb folgende Botrachtung 
zur Construction ihrer Tangente in einem beliebigen Puncte. 

Ziebt man nach den Endpuncten C, C, eines boliebigcn Bogons dor 
Curve die Leitstrahlen a und b, und b u so ist nach dom Vorher- 
gebenden (1) 

ah = a 1 b 1 = h 1 , 

und daraus folgt 

a : a 1 — b 1 :b. 

Ziebt man ferner die Secante CC, und halftet in dom Droiock CAC X 
den Winkel an der Spitze A mittelst der Geradon AA { , so wie dessen 
Nebenwinkel mittelst der Geraden AA 2 , halftet man ebonso in dem Droi- 
ecke CBC \ den Winkel an der Spitze B und dessen Nebenwinkel mittelst 
der Geraden BB lt BB 2 , so wird die gemeinschaftliche Grundlinio CC\ dor 
beiden Dreiecke von diesen Geraden bekanntlich .so getheilt, dass sich die 
Abschnitte wie die zwei iibrigen Seiten verhalten, d. h. dass sich verhalt 

CA t : C 1 A 1 = CA X : C 1 A i = a: a 
und 

C 1 B 1 : CB l = C x B t : CB a = b x :b, 

woraus vermoge der obigen Proportion 

a : a x === b x : b 

i “ ’ nt “ 


Construction der Tangonto an dio Lomniscate. 
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leicht folgt, dass 
und 


CA = C,B X 


CA, = C v B. y 

Da die Geradon M und AA„ woil sio Nobcnwinkol “ 

einander rechtwinklig sind, und ana don, gloichon Stundo dio 0« 
und BB auf einander senbrecht stolien; und da foinor, 

Secant eCC, so bewegt, dass ihro Durchsclmitte C, C, mit ^ < .or aim' . om- 
ander immer naher ruclcon, z. B. wonn man s.o am 6 mh tlrohcn hmt, 
bis endlich C ' mit G zusammcnfallt, in welchom Fallo dm bocan^ m vim 
Tangente dbergeht , and die Geradon AA V BB l mob bozmhheh nut den 
festen Strahlen AC, BC veroinigon, so wird die Tangonto m mgend omom 
Puncte C der Curve durcb folgcndes oinfacho Vorfahron gefundon. 

Man zioho dio boidou Loitstrahlon AC, /it naob dom go- 
gobenon Puncto C, orrichto auf don.olbon in don Grundpunot.n 
A, B dio Porpondikol AA„ BB, und zioho zw.ocbon d, , I. o- 
jenigo Goiado A,CB„ wololio dutch jonon 1 unct G gohnlfu.t. 


wird, so dass 

CA, = 67?,, 

so ist dieso Gorado dio vorlangto 1 angouto. 
Berlin, im December 1834. 
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Aafgaben mid Lehrsatze. 


1. Lehrsatz. Bestimmt man in dor Hauptaxo J)E (lat. II Hg. -) 
einer gewohnlichen Lemniscate*) donjonigon Funct F odor <?, vr«lchor zu 
den Scheiteln dioser Axo D, E und dom oinon odor andoron (mmdpum.te 
A odor B dor vicrto, dom lctztcrcn zugoordnoto, harmomscho I unct ist, 
imd fallt man aus diesom Functo auf irgond oinon rocllon Dureinnossor 
dor Curve, d. i. auf irgond oino Gorado 1IK, woloho (lurch don Mitteb 
punct M der Curve gohtf und diosolbo aussordom in zwoi Punoton F, N 
schneidet, oin Porpendikol FT! odor GK, bo ist das Roohtock untor don 
Abstanden des Fusspunctos diosos Forpondikola von don Endpundon jt'now 
Durchmessers, also das Roohtock IJL.I1N odor KN.KL, fiir alio I uroh- 
mosscr von constantom Inhalt, und zwar 1st dioser Inhalt gloich t om 
Quadrat der halben Hauptaxo, d. i. gloich MD\ und somit gloich dom 
Flacheninhalto der Curve (wonn die von ihr oingeschlossonon Riiumo boido 


positiv genommen werden). - , 

2. Fallt man aus oinom wiUkurliehon Functo p in dor Etxmo irgond 
einer gegebenen Curve A Lotho auf die Tangonton der lotztoron, so Logon 
ihre Fusspuncto in irgond oiner andoron bestimmton Curve B, und os ist 


die Frage: 

a) wie lasst sich dor Flachoninhait dor Curve B, und 

b) wio ihre Liingo ausdriickon, wonn dio Curve A und die Luge 
des Punctcs p gegobon ist? und fornor: 

c) welcho Lage muss dor Funct p in Bezug auf die Curve A 
haben, damit der Flachoninhait, odor 

d) damit dio Lange dor Curvo B oin Minimum wird? und 
ondlich: 

e ) welches ist dor Ort (los Functos p, wonn der Inhalt odor die 
Lange von B gegobon ist? 


*) Man vergleiclie die vorhergehendo Abhandlung fiber die allgemeine Lemniaeate 
(1, S. 22, 
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lufgaben und Lehrsiitzo. 


8. Angenommen es sci die gegebene Curve A (2) gesehlosscn und 
iiberall convex, und man lasse sio auf oilier festen Geraden G rollon bis 
sie sich ganz umgedreht hat, so wird jodor mit ihr lost verhundon g«- 
dachte Punct p (er liege in, innorlialb odor ausserhalb ,1), irgotnl chie 
Curve beschreiben, welche, wenn die Lago des besehreibenden I’unetos 
am Ende seiner Bewegung p t heisst, durch pp x bezeiolmet warden ma«\ 
Heissen ferner die Puncte, in welchen die feste Gerade G von tier rollon- 
den Curve id anfanglich und am Ende dor Bewegung beriihrt wird, ,, UU( ] 

xmd zieht man die Ge raden pg, Pl g t , so ontstoht ein gemisolitiiniges 
Viereck pgg 1 p } p, von dessen drei goradlinigen Seiten zwoi, namlieh w 
uncl PGJn gleich und parallel sind, und die dritto </</ l dem Umfamm dor 
Cmve A gleich ist. (Die viorto Soito ist niimlich die genannto Curve m \ 
Nim kann gefragt werdon: ' fir) 


a) 


0 

d) 

e) 


•wie lasst sich der Inhalt des Vioreeks pgg^igp, und 
wie die Liingo dor Curve pp x ausdriiekon, wenn die rollendo 
Curve A nebst dcr Lage des besehreibenden Punetes p in Bo- 
zug auf dieselbo gegebon ist? und ferner: 
welche Lage muss dor Punct p (in Bozug auf A) haben, damit 
der Inhalt dos Vierecks, oder 

damit die Liingo dor Curve pp, ein Minimum wird? und 
endlieh: 

welches ist der Ort des Punetes^, wenn dor Inhalt des Vior- 
ecks pgg 1 p l p, oder die Liingo dor Curve pp t gegebon ist** 
Dieselben Eragen sind zu stollen, wenn die Curve A (statt auf dor 
Geraden G) auf einem gegebonon feston Kroise odor auf irgond einer 
anderen gegebenen festen Curve roll! 

Wenn bei dieser und bei der vorigen Aulgabo (2) cine und diesel he 
Curve ^ und der uiWidr, Punet y rugloiel, b.tr M tot werZ, S 

ci r ,rR a ‘ua T "r” ? li ° t <l ™ 1 zw:scll “ rtiiolieniiilmlluii ,lor 

Curve B und des Vierecks pgg lPl p statt, und wolehes zwischen don 

LTd gea A und m? Dujch dioses Verhiiltniss sind mimllh 

beide Aufgaben von emander abhangig, so dass sie im Grundo in eine 
emzige zusammenfaUen. 111 01110 

4. Wenn die Grundlinien zweier Droiocko, oinzeln genommen ihror 
Grosse nach gegeben sind, und wenn die Summo der vier iibrimm Se ten 
gegeben ist, so sollen die letzteren oinzeln so bestimmt wordeif class die 

“I' - Maximum 

•. 5 r iV . enn . dle Summe dor Flacheninhalte zweier Droiocko und 
lhre Grundlimen einzeln gegeben sind so soil man it ' 

Seiten linden fiir den Fall wo dio q , ,f 1,lro ubr, B° n VUir 
Die n M „ h , n Xtn Z * 

wenden. Si, fiitaen euletet auf uachslohende 
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5. Worn. von ml M* f *. 


k vveniL vuu m w » n , , t „ 

die Brandlinion (odor Solmen) oimoln gogctai Kind, uml ovonn 
ZrSLm iter Bogon, odor » die Snmmo tor Mnchoiimlinlto 
, • x „ n so ri t ^ as y e rhiiltniss der Radion dev beulen Kvci.se, od(M das 

Yerhaltniss"- dev Bogen, Oder das VerMltniss dor 

gefunden wordon, wolclios *&*»•**, »■ 

der Inlialte dor Segment© cm Maximum, odci nn lai ([3) 

der Bogen oin Minimum wircl . , . T . . . . ,, % 

6 Wenn die Gnmdflachen zweior droiaoitigon I yramuUm dor I mm 

und Grosso nacli gegeben sind, und wenn fcrnor ontwodor a) die Summo 
ihror iibrigen sechs Fliichon, odev p) die Summo ihrcv KorpermhaUe ge- 
geben ist, SO ist die Fvago: wie miisson »oh dive Oborl aohen inlor w.e 
ilire Korperinhalte za einander vorlialton, daunt nn ersten 1'alle (o) die 
Summe ilivev Korpevinhalte oin Maximum, odor nn amlortm ‘alio (P) 
die Summe ihror Oberllaclien (also auch ihror <> SeitonlUichen) em 

Minimum sei? „ . , , ... 

Diesel bou Fragen bei 4, 5, 6, . . . n-seitigon Pyramidon; desgleiohen 

bei Kcgoln, wenn z. B. die gogobonon Grundiliiohon Kroise suul. 

7. Wenn die Gnmdflachen (odor Grundkreiso) zweior Rugel-Sog- 
mente einzeln gegeben sind, und wenn ontwodor a) die Summe ihrei 
Oberflachcn, odor p) die Summo ihror Korporinhalto gegeben ist, so ist 
die Fragc: wio miisson sicli die Radian dor zugehbrigon Kugeln, odor wie 
miissen sicli die Oboriliichon, odor dio Korporinhalto dor Kegmeiilo zu 
einander vorhalten, dam it im Fade (a) dio Summo dor Korporinhalto^ oin 
Maximum, odor im Fallo (p) die Summe dor Oborfliiehon oin Mini- 
mum sei? 

8. Sind zwei gogoniiborstohondo Kanten oiner dreisoitigon Pyramido 
der Grosse naclv gegeben und liegon sio in zwoi gogobonon fasten Go 
raden A, A,, so ist bokanntlich dor Kdrporinhalt dor Pyramido constant, 
man mag jonc Kanten auf dioson foston Goradon annohmon, wo man 
will. „Dagogen ist dio Oborlliicho dor Pyramido oin Minimum, wenn 
man die Kanten so annimmt, (lass die Gorado, wolche ihro Mitten ver- 
bindet, auf boidon senkrecht steht.“ 

9. Wenn im Raumo irgond drei unbogronzto fosto Goradon, wnvnn 
keine zwei in oinor Ebono liegon, gogobon sind, so soil orstons miter 
alien Droiecken, doren Eckon boziohlioh in don droi Goradon liegon, das- 
jenige gefunden worden, a) dosson Umfang, odor h) dosson Fiachumuhalt, 
odor c) dosson umsclirioboner Krois oin Minimum ist*); odor os soil 


*) Das verlangte Droiock mit (tern kloinsten Umfange hat nothworniigorweisn die 
Eigenschaft, dass dio Goradon, wolche seine Wiukol hiilftou, besdehlkh auf Utm tlrol 

gogebenen festen Geraden senkrecht stehen. 
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zweitens unter alien Kugeln, welche (lie droi Geraden boriihron, die 
kleinste gefunden werden. 

10. Sind die Grundlinien dreier Dreiecko im Raumo dor Grosso und 
Lage nach gegeben, und sollen ihre Spitzon in irgend einem Punete vor- 
einigt sein, so soil diejenige Lage dieses Punctos gefunden werden, fur 
welche die Summe der Flacheninhalto der droi Dreiecko ein Minimum 
ist. — Wenn ferner die drei Grundlinien dor Grbsse nach gegeben sind 
und wenn sie respective in irgend drei der Lage nach gogobonon unbc- 
grenzten Geraden im Raume liegen sollen, so soil ihro Lage in diesen 
so wie die Lage ihrer gemeinschaftlichen Spitze gofundon werden, fur 
welche die Summe ihrer Flacheninhalto ein Minimum wird. 

11. Wenn irgend eine Curve C von doppolter Kriimmung gegeben 
ist, und man zieht aus einem beliebigen Punete P im Raumo nach alien 
Puncten derselben gerade Linien, so erfullen dioso irgend omo kogolfdrmigo 
krumme Flache F. Es soil derjenige Punct P gofundon werden, fiir wel- 
chen die Flache F ein Minimum wird. 

Diese Aufgabe wird einfacher, wenn statt der Curvo C irgend ein 
geradliniges schiefes Vieleck (Yiereck, Fiinfeck u. s. w.) im Raumo go- 
geben ist. 


12.. . Wenn die Seiten (oder ihro Verlangerungon) oinos beliebigen 
gleichseitigen ra-Ecks in der Ebene beziolilich durch irgend n gegebeno 
Punete gehen, so soil der Ort seiner Eckon, oinzoln genommon, gefunden 
werden*). — Giebt es unter den verschicdenen ra-Ecken im Allgemoinen 
ein solches, welches die Eigenschaft hat, dass, wenn man in don gogobonon 
n Puncten auf seinen Seiten Lothe errichtet, diese oinandor in irgond einem 
und demselben Punete treffen? 

Die namlichen Fragen finden statt, wenn die Seiton dos w-Ecks, an- 
statt gleich zu sein, irgend ein gegebenes Verhaltniss zu oinandor haben 
sollen, z. B. sich verhalten sollen, wie irgend n gegebeno Grbsson. 

13. Wenn die Ecken eines a) gleichseitigen, oder p) gleichwinkligen 
ebenen ra-Ecks nach der Reihe in irgond n fosten unbogronzten Geraden 
iiegen: welche Curven umhiillen dann seine Seiten, oinzoln genommon, in 
dem emen (a) und in dem anderen (|3) Falle? 

. Lasst man bei ein em gegebenen Kreise ABBE (Taf. II, Fig. 3) 
emen Bogen AB, yon dessen Endpuncten dor eine A fast ist, von Null 

llif^r r; r sein Schwer P unct C irgend eine krumme 

. , A Jl M Seiche Eigenschaft hat diese barycentrische Linio? — Es 
i»t leicht zu sehen, dass dieselbe so oft durch den Mittelpunct M des 


kfiriil “be^taul S p f " 5" * Red ° St6henden W ' EckS ist "^lichorwoiso will- 
zu netoen zu sein > es ist im allgemeinsten Sinno 
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Kreises *eht, als der bewegliche Endpunct B des Bogens aciao Penphmo 
durcldauft oder zu dem fcsten Eudpuncte A zuriickkehrt, c ass hie ( dsu. • 
t M) den festen Durchmesser AME ebenso oft boruhrt, und to* 
LserL bci jedcm Cmtofo dc B tacta B £ 

sclireibt die sich immer inelir zusammonzieht, . "V" J V. ‘ ‘ ^ 

darauf folgende einschliesst. Ferner bomorkt man loieht die age - 

dass iede S Tangente BC dor barycontrischon Curve durcli den boweglu. . 
Endpunct B des jedesmaligon Bogens AB goht, wolchcr don Beruhrungs- 

nnnct C der Tangente zum Schworpunct hat. . . . 

Dieselbe Frage ist allgomoin zu stollon, wo statt des Kroisos irgond 

eine Curve gegeben ist. 

Auch kann die Frage umgokelirt werden, d. h os kann zu emor ge- 
gebenen barycentrischon Curve die ihr zugohongo Curve gosucht wordon. 
Wenn z. B. die barycontrischo Curvo oin Krois ist: welches is , < aim i u. 
zugehorige Curve? Odor wenn ferner dio Tangonto BC zum Bogen At 
ein constantes Verhaltniss habon soil, otwa wie 2:3: welches ist alsdann 

die gogebene Curve ADBE? . 

15. Es fmden ahnlicho Fragon statt, wie bei dor vongon Aufgabo (14), 
wenn man don Schworpunct des Segmontos (anstatt des Bogens) AD It bo- 
rucksichtigt; wobei namlich obonfalls dor Punot A fost bloibt und der 
andcro B sich in dor gogobonon Curvo fortbowogt. — Fornor hndeu ghndm 
Fragen in Riicksicht auf don Schworpunct oinos vorandorlielum Sectors 
A MB statt, wenn niimlich M irgond oin fester Pol (nicht nothwondig dor 
Mittelpunct dor gogobonon Curvo, welcho beliobig ist), und wonn dor eme 
Schenkel MA des Sectors fost ist, dagogon dor andoro MB sich uni dim 
Pol M dreht*). Uobrigons lasst sich dio gogonwartigo Aufgabo auf die 
vorige (14) zuriickfiihron, odor sie fiillt im Grundo ganz mil ihr zusammon. 

Es darf wohl kaum orwalmt wordon, dass ahnlicho Fragon fiber krumme 
Flachen, so wie fiber Linion von doppolter Kriimmung aufzustolhm Mind. 

16. In dor Elomontargoomotrio wird golohrt, untor wolchon Bedin- 
gungen ein ra-Eck in dor Ebone bostimmt soi, wolcho und wie vide von 
seinen Elemonton, Soiton und Winkeln, gogobon soin miisson, damit dm 
iibrigen dadurch bestimmt Bind. 

Es kame nun darauf an, zu untorsuchon, untor wolchon IhuUngungen 
ein schiefes n-Eck im Raume bestimmt sei, d. lu, wolcho und win vido 
von seinen Elemonton odor Stucken (niimlich n Soiton, n Winkoln und 
n Flachenwinkeln) gogobon soin miisson, damit alio fohlondon dadurch bo- 

*) Es ist loieht zu sohon, dass dor bewegliche Schonkel MB des Boetom m 
ersten Ealle dio Sohno AB des Segments) von derjonigen Tangonto, wolcho din barf* 
centrischc Curvo in dem Schworpunct dos jedesmaligon Sectors boruhrt, in fdntitt con 
stanten Verhaltniss goschnitton wird, dass namlich dor dem festou Functe M (odor A) 
anliegende Abschnitt sich zum andcren vorhhlt, wie 2:1, 
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stimmt sind. — Wenn z. B. im Allgcmeincn nur f. Sfiieko fehbn tlilrfen, 
so wiirde folgen, dass cin schiefos n- Eck nur lus zum Seehsecko (lurch 
bloss zwei Arten von Elementon, a. B. Mona (lurch Seiten und Winkel, 
bestimmt ist, und dass dagegcn aur Bostiinmung dor lulgenden schiofbn 
Vielecke, vom Sicbenecko an, nothwendig dreicrlei Element* erlbrdorlicli 
sind. Durcli nur zweierloi Element®, etwa tlurch Seiten und Winked, ist, 
unter anderen z. B. das schiefe Viereek bostinunt, vvcnu die vier Soiton 
und zwei an einer Soito liegondo Winked gegeben Mind; tins Huhiofu Ffmf- 
eck, wenn alio 5 Seiten und 4 Winkel, und tins Htdiiefe Heehseek, wenn 
alle' Seiten und alle Winkel gegeben Hind. 

Das Wort „bestimmt“ ist hior in dor allgemeineren Uotloutung zu 
nehmen, dass es niimlicli nicht unondlich viido, wmdern nur irgcntl nine bo- 
stimmte Zahl von vorschiodonon Violoeken mit dun gegehenen Iilemontou 
giebt. In den Fallon, wo mohr ala oin Vieleek mdgiirh ist, mtisson 
der Aufgabe, damit auf die Congruonz zwoier, nu* . den uamludimi go- 
gebenen Stricken gebildeten Violecke zu sehlieHsen sei, nmdi Nebenlmdin- 
gungen liinzugefiigt wordon, ebonso wiu lad einigeu Fallen der Cmigruouz 
ebener Yielecke, 
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Aiifgaben mid Lelimitzc, 

1. Sind n boliebige Ebonen A, P, <>, A ffW'ben O- 1L ,li ‘' 
Ebonen, in wckdien die Seitenlliichon irgenel ernes 1‘olyeders liegeu), und 
legt man durch irgend eincn lesion Punot K nine willkiirliedu* Ebene /, 
nennt die Winked, welche diese mil, ibnen bilehd., beeziehlmli a . , [1 >). ... 

und multiplicirt die Oosinus elicseir Winked lmzieddiedi mil hedieldgeii g*> 
gebenen Grossen a, />, c, d, . . . , so win! die Kumme die*s.*r Prodimte 
irgend einen bestimmten Worth 8 haben, so dass 

a cos a 1) cos (3 H ■<• cos i~\~d cos 3 -4 — ,S| 

ist. Soil nun die Ebene P um den lesten i’unct K sieb so bowegtm. <lnss 
(wenn aucb die Winked ex, p, ^ ... sieb andern) die Suunne .S eonsiant 
bleibt, so beriibrt sic stel.s irgend einen geraelen Kesged A’ (zweifem Grades), 
dessen Axe Q lest ist, d. b. die unziihligen Kegel A', web be aid' eliese 
Weise entstehen, wenn man die besedireibende Ebene 1 in humor anderer 
urspriinglicbor Lage annimmt, wolioi sieb zughdeb tier Worth 8 autbu't, halted 
eine gemoinsediaftlic.be Axe Q. Die Grenzen dor Ke'gedsediaar sind einer 
seits die Axe Q, wo der Erzeugungswinked eles Kegels gleiedi U ist, und 
andererseits diejenige Ebene R, welcho im Puneto K auf dor Axe Q souk 
recht stedit, und wo elor Erzeugungswinked gloich |w ist. in eliesmi Grenzen 
erreicht der Worth 8 sein Minimum und Maximum. (Die Ebene A' is) 
demnach einzig in Hirer Art, inelem i hr allein win bentiiniuler \S erth A, 
entspricht; andererscits entspricht alien Ebonen, wedelie dumb die Axe Q 
gehen, gemeinschaftlich eiu cigenthiimlicber Worth 8„ t und diese zvvei 
Werthe sind also unter alien der kleinste und dor grbsste, eteler die* Grenzen 
von S.) 

Nimmt man statt K irgenel einen aneleren fasten I’unct A”, an, so sine! 
natiirlicherweise die neuen Grenzen Q und It elein vorigon paralle*!, <1. i. 

<2, II Q und R t || R. 

2. Wenn in der Ebene irgenel oin Notz von goradlinigen otmvexe-n 
Vielecken gegeben ist, dessen Greuze solbst oin con vexes Vieleek ist, so 

3 * 
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soil o-ezeigt werden, ob allemal ein analog®* Not/, niiiglich sei, welches in 
cler Zahl, Gattung nnd Zusammenfiigung dor Vieleeke mil jom-m fiboroin- 
stimmt, aber die Eigenschaft hat, dass sich umjodos Vieloek insbesondere 
ein Kreis beschreiben lasst. 

3 Es seien AB (Taf. Ill Fig. 1) die grosse Axe, <•, 1> dm Bronn- 
puncte und M der Mittelpunct einer Ellipse. Winl die Axe (lurch irgend 
einen Punct X, der zwischen den Brennpunct.cn liegt, in zwei Abschnitte 

AX, BX getheilt, und beschreibt man mil donsell.cn beziehlieh um die 

Brennpuncte C, D Kreise, so schneiden sich diese hekatmllich in zwei 
Puncten a, b der Ellipse; und beschreibt man umgekehrt nut .IX, MX 
beziehlich aus B, C Kreise, so schneiden sie.li nuch dies.- in zwei Puncten 
a, p, die in der Ellipse liogen, und es sind sownld a und a, nls t> und p 
Endpuncte eines Durchmessers derselben; und /Avar siml die Durohmesser 
cm, ip einander gleich und bildon mil. der Axe All gleiche Winked. 
Gleicherweise entsprechen jedem auderen I’uncte >' der Axe, der /.wisehon 
C und D liegt, in der Ellipse vier bestimmte I’uncto a,, p„ odor 

zwei einander gleiche und gegen die Axe All gleich geneigte 1 lurch- 
messer i,p,. Verlangt man nun zu wissen, vvelelu* Luge zwei Piuicte 
X, Y in der Axe haben miissen, damit die ilmen eutspreehemlcn Hureh- 
messer einander gegenseitig zugeordnet sind, d. It. damit smvoht <m und 
a x a , , als ip und i t p, conjugate 1 lurch messer der Ellipse siml. so wirtl 
man finden, dass sie nach oinein hestimmten Gesei/.e von einauder ah- 
bangig sind, .welches durch lblgemle ('(instruction iiliersiehtlich umi klur 
sich darstellt. Ueber dem halbon Ahstande der Breimpimele vmi ein- 
ander, z. B. fiber MB, beschreibe man eiueu Hall.kr.-is MED, m-lum- in 
demselben einen beliebigon Punct E, zieln* die St-hm-n MIX DE und tragi- 
diese vom Mittelpuncte M aus in entgegeugesi-t/der Uirhtuny ant der Axe 
ab, z. B. 

ME— MX und DE ~ MY, 

so werden die Puncte X, Y allemal der veriungteu lledingung gi-uiigen, 
( 1 st der Punct E die Mitte des llalbkreises, so fallen die zwei Paaro 
conjugirter Uurchmessor in eines zusammeii, und diese siml al-daim die 
gleichen conjugirten Durelnnesser. Aehnliel.es limh-l stall, weun der 
Punct E in einem Endpuncte. M odor D ties Hull Aloises angem.mimm 
wird, in welchem Falle ihm die Axen der Ellipse entsprechen.) 

Wie lautet der analoge Satz ftir die Ilyperhel? 

4. Man denke sich cine boliubige Ilyperhel; < uml D (Tat. Ill Fig. ‘ 2 ) 
seien ihre Brennpuncte, A ein Bcheitel ihrer Hanpluxe uml . 1 / ihr Miltrl- 
punct. Nimmt man in dor Ilyperhel irgemi eiueu I’um l E an, B. in 
dem Zweige, welcher denBrennpuni-.tr umschliessl, /i.-lii die Leitsiralileu 

CE, BE, tragt auf jedem von E aus die Imlln- Axe M. 1 ah, p-doeli beim 
ersten GE auf dessen Verlangerung fiber E humus . so liegeu die End- 
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tiuncte F, G dor abgetragenen Strookon (Et — kG~- 
demjonigcn Durclnnesser der Hyporbel, wolehor dom Dmv.hmessor . ' * ; 

Set ist Oder: Bowogt sick cin gloioh^nkl,^ H , 

dessen Rchenkol FE, GE der Grosso nach constant smd, so, d*i.. • 
drei Soiton FE, FG , GE, odor doron VcrUingorungon, slots Hv-uldi li 
durch drei fosto Puncte 6 ( , M, D einer Goradon gohon, von denen du 
Z lf, um wolchen die Grundlinie EG sioh drehl, in der M.Uo sw.s, .on 
don zwoi andoron 6 ( ; D liegt, so bosol.reibt seine hpilao h cure »jH 
welche Jf zum Mittelpunet und O', E zu Brennpuneteu In.. , ■ « 

Hauptaxo (JOL) den eonstanten Schenkeln des Dre.eeks glu.k ist, uud 
von weleher ondlich dor Stral.l ME slots der zu dor <«r»mUimo MO I 
coniugirte Dnrehmesser isi 

Wie lautct der analogo Satz tur die Ellipse. _ 

Audi boi don sphiirischen Kogidselmitten limlet om “ * 

statt, der nur in Hmsicht dor conjugirten Durdunesser (ML,M<M ) 
den Satzcn in der Ebeno abwoioht. 


O, yjvvv.il wuiww** ”" - 7 - * ~ ■' 

ziehlioh durch zwoi Puncto a, y so zu thoilon, <lass 

ax : ay — ac ; ho 

(wo dann immer auch 

ax : by = m : be, 

and also der union. Absclmitt der eineu Beite sid. oberen der an- 
doron verbal t, wie jeno Beite zu diosor), und dass /.ugle.eb die (.erode 
welclio die Theilungspunoto verbindet, ein Minimum ist. (Ibese Aulgaho 
ist goometrisdi zu Ibsen.) 

6 Sind von zwoi beliebigen gorad I m igen ebenen Viol 
eoken, einem JV-Eck und einem N r Eek, die. (Irundl iuieu «, «, 
n e b s t der Sum.no ihror Umiango U \~U t gegebmi, so .si. die 
Bumme ihror Elae.heninhalte F+F, dann am _ gmsslen, wenu 
1) jedes Vic leek einem K reise (ungimdiricbcu ini; wenn t) dm 
unbostimmten Soiton in jedem, fur sie.li l.etraeli let , eiiiandi-r 
gloich sind, so dass also diese Soiton in jedem V .clerk v»n 
einem Kroiso boruhrt wordon konnon; und won., ondlich d) diese 
beiden, zum Thoil eingoschriobotion Kroiso oiuandor gleiel. 
sind.“ Und umgekehrt: .Kind die (Srundlinion <>, « t nel.sl der 
Bumme dor Inhalte F+F x gogebon, so isi die Sum.no dor Urn- 
fange U-\- U l cin Minimum, wenn die V iclcckc dm nainunhnn 

drei gonannton Bodingungon goniigon.* 

Dieser allgomoino Satz lindot natiirliehorwoiso auch fiir don ball stall, 
wo die beiden Vielocko von gloichor Uattung sind, d. h., wo die Soitenzahl 
N gleich N t ist. 


zen m uer njuouu . 1 . ... . . 

Zwoi Soiton ac, be einos boliobigon gegel.enen Dreieeks >»'!> bo 
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Wird insbesondere 

N=N t =$ 

angenommen, so entspricht dor Satz deijenigen Autgube ( I), wolcho ich 
im XIV. Bd. S. 89 von Cr elk's Journal vorlogte’). von dor alter bis jotzt, 
wie es scheint, noch koine bofriedigendo Doming eiugogaugon ist. 

Der vorsteliende Satz hat unter audortm auoh die zwei naehsteliondon 
Satze zur Folge. 

7. „Sind die geradon Grundlinion a, «, nobsf dor Summe 
der Umfange U+U, zweior boliobigon Figuron A, .1, (deron B 0 . 
grenzung namlich, ausser jenen Grundlinion, gun/, holitddg, gerad-, kruinm- 
oder gemischtlinig sein darf) gogobon, so i«t die Summo Hirer 
Flacheninhalte. F-\-F x dann am grosston, wonn boido Figuron 
Segmente gleicher Kreise sind.“ Und umgokeiirf: „Sind die (J r u ncl- 
linien a, a, nebst dor Suinmo dor Flaehoninhalf e gogobon, so 
ist unter der namlichon Bodingung die Summo dor Umfango 
beider Figuren ein Minimum." 

8. I. „Sind die Grundlinion « a , ... und din Summo 

der Umfange U x -\- U t + U 3 ~\ — boliobig violor obonon gonullinigen 
Vieleck e N x , N v N v . . . gogobon, ho ist die Summo Hirer Kliiehon. 
inhalte F’j+J^+F’h — oin Maximum, wonn l) jodo.s Violeck 
einem Kreise cingeschriebon ist; wonn 2) die unhostimmton 
Seiten eines jeden unter aieh gloich wind, und sum it (vortnogo 1) 
von einem Kreise beruhrt worden; und wonn 3) alto dioHo zum 
Theil eingeschriebenon Kreise oinandor gloich sind.“ Und um- 
gekehrt: „Wenn die Grundlinion dor Violooko noh.it dor Summo 
ihrer Inhalte gegeben Hind, ho ist unter don niiniliohon drei lie- 
dingungen die Summo ihror Umfange oin Minimum," 

II. „Sind die geradlinigon Grundlinion ... UIlf | 

die Summe der Umfiingo -+-■•• I.oliobig.-r Figuron A , 

A) ••• gegeben, ho ist die Summe ihror lnhattr oin Maxi- 
mum, wenn sie sammtlioh Segmente gleicher K re iso wind. 
Sind die Grundlinion und die Summe der I* 1 .i e he n i u h .a 1 1 c ge- 
geben, so ist unter derselben Bodingung die Summo dor Dm- 
fange ein Minimum." 

Anmerkung. Dio Schwiorigkeiteu, wolcho die Siitsto iiber Maximum 
und Minimum bei geomotrisohon Gogonstiindoii haufig darldotou, uml die 
nicht seiten der Art sind, dass sie den gowiihnlichen nilgmueinen Bogeln 
Trotz bieten, reizten mich zu dem Versuche, seiche Satze rein gemuetrkth 
zu behandeln, urn auf diesem Wege ihron cigont lichen Gruu.i zu orfunelum, 
Meme Bem ulmngen wurden bei vielen Sateen mit dem boston Krf.dge 

*) Of. II. S. 28 dieser Ausgaba. 
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noch frucMos, so bin ioh (loch dor Momung, ‘lass «s »» < k ' 1 
Fallen gelingen worde, ein giinstiges Roaultat zu erhallon; (burn ■ w < 
d^n ile4 dor Vorthcil verbundcn sob, dass das wahro 
Siitzc mehr aufgeklart, d. h. ihr Unsprung odor die noth wend .go 
(rung ihrer Existom nachgowiescn wird, welches Alios ben (hn* ande.e 
Methode voder gefordort, noch in derselbcn Ihnlachlunt, erlangl, \\ .n b n 

kann Freilich wird die letetoro Mothodo joden aulgostellten ► a z so 01 
auch" loiclrt boweisen, sobald man niimlich aioht, woraul es wKonUioh 
ankommt, welche Grosser in Rechnung «u bnngon sun u s w - A « 
dieses ist unstroitig weniger wichtig als Jones, nam he h * !l/ , " 

seinen primitiven Griindon auf die oinfachsto Art hem.le.Um u.r.l .hub. h 
seinen naturlichon Zusammcuhang mit andoron Sateen, _ m «r die AbliiiUMk 
koit der Sateo von oinandor nachzuwoisen. Zndem gudd, os vie o - 
die ausschliosslich nur (lurch -goomotrischo Botraehtui.gon und als i'nlge 
eincr stufonwoison Entwickclung sich mit gehbriger Megan* l^weiseii 
lasson. So .. B. ergab es sich, dass die vorstehenden Sateo ,, ‘ 
im Grundo nur auf dom oinfachcn Eltummtarsateo boruhen: J>ass unt, i 
den Sohncn einos Kroises dor Durchmessor die gn.ssto so. 
wiowohl sic boim ersten Anblick viol sohwiengor *u Mein sohomon, und 
besonders, als Aufgabcn gestollt, noch oher »u vonv.ckeitoi. Kerlintingeii 
Anlass geben konnton, aus donon die emlaclm Bod.ngting, welche . .. 
Sateo onthaltcn, sclrwer r,u orkonnon soin diirfto. Jetet n»ip «e hnol.lor 

m beweison soin. ... , » ». 

I)a moinc Untorsuchungon iihor die ohon gonannton (, ogetiHtm.de st< 

zu solrr ausdohnton und mich thoilwoiso auf Hindornisso fiihrleii. denm 
Ueberwindung mir noch nicht gelungon ist, so halm .cl. m.oh enlsohh.sson. 
vorerst nur oinon Abschnitt, wolchor insbesondoro das Jsoporimotrisehe • 
(in der Ebono, auf dor Kugelllache und in. Rau.no) outhalton wird, hum 
zuarboiten und domnachst in oinor kloinon Schrift bokannt m uundun.. 
Die gonannton Sateo sind dom Inhalto dieser Sclml't enUion.inen, wn mo 
auf die angedeutete Art bewioson wordon. Gloicl.orweiso warden m der- 
selben durch obenso olomontaro, als dor Nalur des Gogonslaudos mtge 
messene, gcornotrischo Botrachtungon mohroro andere u.torossanto Si, ten 
bewicsen wordon, welche jodor andoron Bet raehf uugswoiso , wio is wtttig 
stons nach den biahorigon Loiatungon don Ansclioin hat, weniger h-iol.t 

zuganglieh soin mochten. Dahin recline ioh, aussor denying,-,, S,,te.ei, 

und donon, welche don Aufgaben im XIV. lkndo von < >■<■//,■ s Journal 
(S. 88, Aufg. 2 a, c, e; B a, e, a; 6, 7)*) ontsprochon namoniln h do- 
Sateo fiber rcgclmassigo spharische Figuren, iudem \m jetet, ho viol nur 
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bekannt, noch auf keino Weise dio Frage erlodigt iat, olt bci diunen Fi- 
guren, wenn sie gleichen Umfang habon, diojonige, weloho mehr Scitou 
hat, auch grosseren Inhalt habe, wio seiches boi den rogelmiis.sigen Kiguron 
in derEbene der Fall ist; ja nicht einmal fur dan .spluirisolio Droiook mid 
Yiereck ist diese Frage entschieden. In dor gomumten Schrift, wird die 
Frage allgemein, unci ich darf wohl aagen, auf dio oinfaclwto Art bcant- 
wortet, was ohne Zweifel auch jedor Unpartoiiseha ssugostolusu wird. 
Uebrigens sind die in Rede stehendon sphariachen Biilze, nobsi, dm nouon 
Beweisen der analogen Satzo in dor Eboue, dor Oogimatand einer am 
7. Dec. v. J. in der Konigl. Akadcrnio (lor Wiaaonsohafton m Berlin go- 
haltenen Vorlesung. 
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nachstelienden Siiteo stohen * Thoil, wio man launorkon winl. 

, . i , . n i: 0 :«■ ( { er vorhorgchondon Abhandlung von mu g< 

Winkel oinandor gloich uml woun os p) omom hronm urns dun • 

2. 1st von zwoi bolicbigon Vielookon, oinom n-hk und « »r ' ^ 
von jodom »ta Wtatol «, «„ uml M dio Uunmodn., 
crarmben so ist die Summe ihror FlachomnhaRo M-/', d.um in ii 
mum Maxi mormn, wonn jo,ta« Vtataok, for 

gunmen (a,.p) doa vorigon Sateos (1) goniigt, und woim du limn b 

Sb.- W» oimvndor glotal, ** ('>»''« * ™ ' 

Summo U+U t auf alio mBglielion A, •ten untar dm Umlango V, l , vcilb , 
bo ist fur jedon Fall iusbosondoro die Summo dor 7 • 

am grosston,. wenn jodos Vlclock don Redmgungon dos Sateos (l) g » b - 
und nun ist untar alien dioson grosston Summon dm|on.go dm kloins 
(Minimum Maxtmorum), woloho stattfiudet, wonu dm don Vmlu.k.u 
geschriobcncn Krcisc oinandor gloich sind.) 

Diosor Sate gilt gloichorwoiso fiir dm, vmr, fdnl, . . • V.olooko, 

B. Sind von oinom obemon odor sphariselmn w-Ko.k dio Summo mui 
n — l Soiten und dio dazwisohen liogondon n—2 U inkol (oiasmlu) HW 
so ist sein Inhalt dann am grosston, worm dio iibrigon *woi \\ nikel mu 
andor gloich, und wonn jono n-1 Soiton von oinom hmso Imruhrt woi 

den. dessen Mittclpunct in dor n m Soito l'mgt. _ . 

4. I. Wenn von oinom obonon odor sphariselmn \ iwki 1 
Winkel, oino Soito und dio Summo dor droi iibrigon Soiton gogolmn sind, so 
sind dabei vior Fallo zu untorsoheiden, naml'mh 1) dio gogobonen U mkol 
liegen an dor gogobonen Soito, odor 2) koiner liogt an dorsal ben, odor 
3) sie stehen oinandor gegeniiber, odor ondlieh 4) sio I logon botdo an oumr 
Soito, die dor gegobenon anliogt. Es ist dio Frago, untar welclmr l*odm 
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gang der Inhalt cles Vierecks in jedcm dor vior Faille, fiir sieh betrachtet 
ein Maximum oder Minimum sei. Fiir don orsten Fall (I) lindot <lics z. B, 
statt, wenn die nicht gegeboncn zwei Winked oinandor gleieh siml; und 
zwar findet dabei ein Maximum odor Minimum statt, jo naehdom die 
Summe der gegebencn zwei Winkol grosser odor kleiner als x (2 Reohto)* 
ist sie gerade gleich ir, so 1st die Aufgabe unbestimmt, d. h. alio Viereoke 
haben gleichen Inhalt. 

II. Die analoge Aufgabe, wenn ein Winkol, zwei .Seiten uml die 
Summe der zwei iibrigen Seiten gegebon sind. 

5. Heissen die Seiten eines obonon odor spharisohen Dreioeks a h <> 
die ilmen gegeniiberstehendcn Winkol bozioldioh ct, p, 7, und bozuiclmet 
man den Inhalt des Dreiccks durch A, don Uinfang duroh die Summe 
der Seiten a, b durch s und die Summe dor Winked a, p duroh a, so lim 
den fiir diese versehiedenen Grossen, in Minsioht auf Maximum und Mini- 
mum, unter anderen folgendc Siitzo stall (von denen uber oblige nur fig 
das spharische Dreieck gelten): 


Gegebon. Maximum. 


a ass h 

odor 
a ~ It 



a ' | fi 
■■■' a \ Ik 
T 1 « I fi 


i A, or 

c > A, 7 

A, u 
A 


/\ odor 


Yiele von diesen Satzen wind alJ^umdii bekamtl, uam«nt!i«*!t tit Be- 
ziehung auf das ebene Dreieck. Man wird mu huciil in Wurlen aurnsnivchmi 
konnen, z. B. der Satz No. 17 lautet, wie foist : 
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Wenn ein Winkel (a) eines ebenen odor sphiinsehen 
ecks”und die Summe « zweier Soiten («, 6), ( be c">« *■ «»j 

Winkel gegeniiberliegt, gegeben said, so ist H 11,11 a ‘* . ‘ 

(Z\) dann am grossten, wen. der Winkel ( T ), soldier dor diilde. 
Seite gegenubersteht, doppelt so gross ist, ale dor miileie nn.ht 

gegebene Winkel ((3).“ .... 

6. I. „Die unbegrenzten Sclionk cl nines gegebenen W in- 

kels mit einer beliebigen kruramon Linio so zu verbinden, duns 
die dadurcli entstehendc Figur boi gogebonoin Ihnfange den 
orossten Inhalt, odor boi gogobonom In hal to den klemsteu l m 
fang babe. Welch© Form muss die genamito Lime luiben, und 
welche Lage gegen die Schonkol dos Winkols? 6 

II. Die analog© spliarische Aufgabe. . 

III. Die analogo Aufgabe im Raume, weim z. 11. (stall jeiies Wmkels) 
ein gerader Kegel gegeben ist, von wolchoin «iu Stuck (dem Kcheitel 
anliegend) abgeschnitten vvorden soil, das boi gegebener Oberilaehe den 


grossten Korperinlialt hat. 

7. Unter alien sphiirisedien Dreieeken, welche irgend oinein gegebenen 
spharisehen Dreieeko eingeschrieben sind, hat dasjenige den kleinslen Fin- 

fang, dessen Eckon in den Fusspuneten der (spharisohen) I’erpendikel 

gen, welche aus den Spitzon (les gegebenen Dreiecks mil die gegentiber- 
stehenden Soiten herabgelassen warden. (Beim ebenen Drenrk lindet be 
kanntiicl. ein gleichlautender Katz stall.) 

8. Unter alien spharisehen Dreieeken, welche irgend einein 

spharisehen Dreiccke umschrieben sind, hat dasjenige den grdsslen Inhall, 
dessen Seiten auf die Quadranten fallen, widche zwisehen den Seileii des 
gegebenen Dreiecks und den ihnen gegeniiberliegenden Keken sieh zielion 


lassen. 

9. Unter alien spharisehen Vierecken, welche e.inem gegebeiien sphii 
rischen Vierecke uin- odor eingeschrieben sind, die besoiidere higeiischult 
desjenigen anzugeben, desse.n luhalt ein Maximum, ndei dessen L tolling 
ein Minimum ist. 

10. Unter alien dreiseitigon Pyrainiilen, welche einer gegebenen dret 
seitigen Pyramide eingeschrieben sind, diejonige zu bestinuneu, dmvn 
Oberfliiche ein Minimum ist. (Desgleichea bei amleren Polytnlcrii.) 

11. I. Unter alien Kreissectoren (versclnedener Kreise aber) vmi 
gleichem Ihnfange, denjenigen zu linden, der so beschall'en ist, dims der 
ihm eingeschriebenc Kreis (der die beiden Radieu und den Hugeti beriibrt) 
ein Maximum, oiler der ihm umschriehene Kreis ein Minimum ist. 

11. Desgleichen die analogo sphiirische Aufgabe. 

12. Unter alien Kugelsectoren (d. i. ein gerader Kegel, dessen drum! 
flache ein Theil der aus seinem Scheitel besehrtebeneu Kugellliielie is!) 
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von gleicher Oberflache denjenigen anzugeben, in welchen sicli die gross to, 
oder um welchen sicli die kleinste Kugel beschroibon lasst. 

13. I. Unter alien spharischen Kreissectoren auf dor namliclien Kugel- 
flache und von gegebenem Umfange bat derjenige den grosslon Fliichen- 
inhalt, dessen Centriwinkel (den die zwei spharisclien Rad ion am Pol des 

4 

Kreises bilden) gleich — Rechte, und zwar ist dieser grdssto Inhalt, dom 

Quadrat der Selme gleich, welche einem der beiden sphiirischon R, adieu, 
die den Sector bilden, zugehort (d. i. diejenige Gerade, welche die Endpunete 
eines der genannten Radien innerhalb der Kugel mit einander verliindet). 

II. Wenn der Umfang des Sectors gegeben ist, die Kugel aber nicht, 
so soli diese so bestimmt werden, dass der Inlialt des Sectors ein Maxi- 
mum Maximorum wird. 

14. I. Unter den verschiedenen Geraden, welche die Kliiolie eines 
gegebenen Dreiecks in zwei gleiche Theile theilen, die kleinste odor 
grosste anzugeben. Desgleichen, wenn sicli die Theile verlmlten wie n : m. 

II. Desgleichen, wenn statt des IJroiecks irgend ein Violock, odor 
irgend eine ebene geschlossene Curve gegeben ist. 

III. Desgleichen bei den Figuren auf dor Kugelllacho. 

15. I. Unter alien Ebenen, welche den Korpcrrauin einer gegebe.nen 
dreiseitigen Pyramide in zwei gleiche Theile theilen (odor im Vorhaltniss 
w:m) diejenige anzugeben, bei welcher die Durchschnittsligur den k lei li- 
sten oder grossten Inhalt oder Umfang hat. 

II. Desgleichen, wenn statt der genannten Pyramide irgend ein an- 
derer Kcirper, von ebenen oder krummen Flachon bogrenzt, gegeben ist. 

16. I. Wird eine unbegrenzte prismatischo (oder cylindriselie) Siiule 
von beliebigen Ebenen, die nicht mit den Kanten dorsolbon parallel siud. 
geschnitten, so liegen die Schwerpuncte dor Flachon der Durchschnitts- 
liguren alle in einer bestimmten Geraden A, welche den Kanten der Siiule 
parallel ist. Diese Gerade A soil die „ baryoontrisehe Axo“ der Siiule 
heissen. 

II. „Nimmt man in dor barycentrischen Axo A einer pris- 
matischen Saule irgend zwei Puncte b, c an, legt durch jeden 
eine Ebene B, C, welche die Siiule und ihro Kanten schneidet, 
so dass ein schief oder parallel abgeschnittenos Prisma (oder 
Cylinder) entsteht, so hat dieses Prisma immer den niimlichon 
Inhalt, welche Lage man auch den schnoidendon Ebenen oder 
Grundflachen B, C geben mag, wenn diesolbon nur slots durch 
die festen Puncte b, c gehen.“ 

Oder: 

HI. „Der Korperinhalt jedes beliebigen, schief odor pa- 
rallel abgeschnittenen Prismas (ocler Cylinders) ist gleich dam 
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p„duot dor 

<1Cm ia i^” r St%S S t aa'cl,; <ta» dor M 

flfcL e oa«r P i > od«r 'cta.o.. IXrrotaohnitfe-Figor uo, M kloilw 

der Neiffuntrswinkel, (len oio mit (lor Imiycoilti loo u n .< J j; 

Grenze erreicht.) (Mimler) «1 i <* 

IV. „Sind von einem boliobigon 1 risnia ('»> > ■ , h _ 

eine Grundflache (B), die Lag* dor ttoii,onihi«h«ii, m c ^ 
tang der LRngen-Kanten und dor Korpom l>al . p n. J ' , 

fl :„ Grosso und Lage der andcren G rundllat.lu ) 
stimmt, abor in alien -ibron unzahligon v or so hi ode no a oagon 
oeht sie stets durcli oinon und donsolhon hestimmten um (')« 
«lck« r^loicl, ll(rScl.w„r P „„«l, is.- «,,(. i. Iciryoon l.rlsrlu'Ti 

AXt Jn donlwmmn l.iolirbiu.horii dor StaToranlrio iM <*•*»«* I"*" 

untor einem anderen Gesichtspuncto auigelasst, na.nl.oh os v ud ^i ,u I. 

Jass der Inhalt des scl.ief abgesehn.Uouon dreisoitigi u. 
mas gleicli sei dotn Product aus der onion (.rundi aoho in ** u 
Dritthcil dor Summe dor drei 1‘orpondikol, wooio a»i» < •• 1 

Ecken der anderen Grundflache auf jeno. horabgelassen w< d, u 

Dutch den obigcn Sate wird der oigontlioho Gmud dieses Ausdruoks aul 
geklart, namlioh or ist dutch die hesm.de, -e Eigensohall, des Dremeks ho 
dingt, das h der Schwerpuncl seiner h’laohe nut dem Mihwer 
punct seiner drei Eckpuncto zusam men fall 1., donn d.oso Kigensoha I 
hat zur Polgo, dass die Summe der vorgenannton drei kerpemtikel gera.le 
dreimal so gross ist, als das aus dem Kolnvorpuneto der zweiten Grand 

flache auf die orsto gofallto l’erpendikel. _ 

17 1 Worm der Korperwinkol an dor Spiteo emer helmhigen l >ru 

mide (oder'einos Kegels) nehst dem Kiirporinluilto derselhen gegelion ist. 
so kann zwar ilire Grundflache der Gresse und Lage nae.l, smli miendheh 
facli veriindern, abor sie ist dal mi dem Gesetz unterwerfen: „duss sie in 
alien ihren vorschicdonon Lagon eine hestinimte k rum me V laoho 
beriihrt, und dass dor Beni linings pit net zugleieh ihi !s< hwei 
punct ist.“ Der Korperwinkol (odor Kogol) ist ein „Asympt.otou 
Korperw.inkel“ der k rum men Fliicho. 

II. Es sollen die Gleichung und die Eigonschaften dor geuannhut 
krummen Flache gefunden werden *). 


*) 1st der gegebotie Korperwinkol insbosoiuloro droikautig, und warden mlm KatiUm 

zu Ooordinaten- A xen angenoimnen, so hat die Gleichung dor in hmge Htohomlon Hiioho 
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Aus der angegebenen Eigenschaft (I) folgt vveitor: 

III ,,Dass u liter alien Pyramiden (oder Kegeln) V(Ml tr i,. 
ehem Inhalt und gemeinschaftlichem Kiirpenvinke! an der Sidt^' 
diejenige die kleinste Grundflache hat, l»«i we Idler das p?’ ' 
pendikel aus der Spitze auf die Grundfliiche den Xd. wen„,,°A 
der letzteren trifft.“ 1 Ullct 

IV. „Und dass unter alien Pyramiden (oder Kogelnl 
gleich grossen Grundfliichen und gcmeinsoha.fl lid.em Kii.-. 
wmkel an der Spitze diejenige den grdssten Kiirperinlia.il !!!’ 
welche die namliche Eigenschaft (III) bcsitzt." 

18. I. Wenn ein beliebiger Korper der Form und Grosso nacli ,r,. 
geben ist: von welcher krummen Flaeho werden damn die ..vsannnmn 
Ebenen, die von demselben gleich grosse Sogmente abschneiden beriihrf? 
und in welchem Puncte wird jede Ebene, als Urundllhehe des Segments 
betiachtet, von derselben beriihrt? (1st z. H. die Oborllaehe des m-m-bonon 
Korpers vom zweto Grade, «« i»l di« ns, 

ztss* **-**•*»* 

;: icl,t *• *» * 

19. Es giebt drei Polyeder, woven iodas onhv^lm* r n- i 

»d«- m Mm tat, uamlich 1 di„ via L . . ,1 ;■ 

- f« Flachen), 2) di„ SlTIwI Z ■ ' " “ 2 

<-*7 

"i ,i5ri " r 



a:b = b:c, oder b'^ar, wobei r>4 
und umgekehrt: haben die Korper eleirhen Ini,., It i • / • , 
schaffen, dass seine Oberllache ein Minimum isl Vo Z! H "'' Im '' 

Oberhachen durch «, ft T bezeichmd w*, ^ ’ ' ,m "’ Ww,B *«• 

“ : P ~ I 5 : T> wobei « > fj > 

(wie aus I leicht folgt) die einfache Form 

dTiTn J£ r , «««<••» «*» . « ■ 

des Korperwinkels) parallel 1st, in einem Reeds -hm ^ (Sml.-nllu, 
schnitten wird. ’ ™ Kef?eIschmtt > «".l zwar in „ im ., „ y|1 ,. rM 

1st ferner start des Korperwinkels v , 
zugehiirige krutnme Flache ebenfalls nur von if. stw ®* te *J (ini,l, ‘ s W-I.en, so isl die 
theilige Hyperboloid. * oesem Grade, n&mlieh si,. j s i das /wei- 
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20. Welche Relationen findcn nach Analogic des vorigon Satzos (19) 
bei den verscliiedenen Korpern statt,. welche seclis Eckon oder jsochs 
Fliichen haben? — Oder wenn die 7 verscMcdenen scchsllachigon Ivdrper 
gleich grosse Oberflachen haben, und wenn jedcr so beschaflon ist, days 
er den grossten Inhalt hat: in welclier Ordnung folgcn dann dieso Maxima 
ihrer Grosse nach auf einander? welches ist z. B. das kloinsto? Und 
welches Vorhliltniss haben untcr dioson Umstlindon die Inhalto dor ein- 
zelnen Seitenfliichen jcdes Korpers, fur sich betrachtet, zu einander? 

21. „Wenn die Netzfornv einos Polyodors (d. li. die Anzahl, 
Gattung und Aufeinanderfolge seiner Soitonfliichon) so wie seine Ober- 
flache (Summo aller Seitenfliichen) gogoben ist: untcr welchen Bo- 
dingungen ist dann scin Korpcrinhalt oin Maximum?" 

22. . „Wenn die Grundflacho einor viorscitigon Pyramido 
der Form und Grosse nach, und wonn die Summo dor Soiten- 
fl lichen gegobon ist, so soli, die Bedingung gofundon werden, 
unter wclcher der Inhalt dor Pyramido oin Maximum wird.“ 

Dieselbe Aufgabe in Riicksicht auf Pyramidon von boliobig violon 
Seitenllaclien,. 

Die Losung dieser Aufgabe ist moines Wissens nur fiir den besondoron 
Fall bekannt, wo die Gruudllliche der Pyramido oinem Kreise umschriobon 
ist. Fiir den gogenwartigon allgomeinen Fall ist die Losung wonigor leicht 
und einfach. 

28. Wenn die Grundflacho oincr boliobigon Pyramido der Form und 
Grosse nach nebst dem Korporinhalte dorselben gegobon ist, so soli die 
Bedingung gefunden werden, untcr wolchor ontweder 1) der Inhalt des ■ 
Korperwinkels an der Spitze (d. i. die Summo seiner Fliichonwinkol), Oder 

2) die Summo der Kantenwinkol an dor Spitze, oder 8) die Summo der 
Korperwinkel an der Grundflacho oin Maximum wird. 

24. Wonn von einor boliobigon Pyramido der Korperwinkel an der 
Spitze (der Form und Grosso nach) nebst dem Korporinhalte gegobon ist, 
so soli die Bedingung angogoben werden, unter wolchor ontweder 1) dor 
Umfang der Grundflacho, odor 2) die Summo dor Soitonfliichon, oder 

3) die gauze Obcrfliiohe, oder 4) die Summo dor Kan ten, etc. oin Mini- 
mum wird. 

25. Wenn die Grundflacho einor boliobigon - Pyramido (odor einos 
Kegels) der Form und Art nach (d. h. sio ist einor gogobonon Figur iihn- 
lich) und wenn die Oberlliicho derselbon gegobon ist; unter welchen B«- 
dingungen ist dann ihr Korperinhalt ein Maximum? 

Wenn insbesondero die Grundflacho oin Krebs, oder ein dem Kreise 
umgeschriebenes Vieloclc ist, so ist bokanntlieh dor Inhalt der Pyramido 
ein Maximum, wonn die Summo dor Seitenfliichen dreimal so gross als die 
Grundflacho ist. 
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26. Wenn die Grundflache einer Pyramide der Form uml Orbs' 
nach, mi wenn die Summe der an der Spitze liegendon Kanten ^ebe! 
ist, so ist lhr Inhalt dann ein Maximum, wenn jede (lurch die Spitze der 
Grundflache parallel gezogene Gerade mit jenen Kanten solche Winl-el 
“> P> T) • • • hildet, fur welche stets die Gleicliung 
cosaH-cosp+cosy-f — — () 

stattfindet. 

27 „ Wenn die Grundflache einer abgcstumpfton dreisei 

hgen Pyramide der Form und Grosse nach, und wenn die Sunnne 

• e , r 7 ier u , bn f en FIachen gegeben ist: unter wolcher Bodin«un» 
ist dann ihr Inhalt ein Maximum?" h g 

Dieselbe Aufgabe fur andere Pyramiden, odor fur don abgostumnl'ten 
Kegel, dessen gegebene Grundflache ein Kreis ist. 

28. „Besteht die Oberflache eines Korners -ms , w ,>; mi m 

(als Grundfl" T*“ ** 4 1> fc **" ” Mh «*■» .W... 

(als (jrundflache angesehen) und aus n ».. a n .. M 

Fail 0 f- 6n ^ n FliicllQ £ ’ so so11 man die dor lotztoron 8 ffir'don 
Fall finden, wo der Inhalt des Korpers ein Maximum win " 

Dieselbe Aufgabe fur irgend einen besondercn Fall r B wo ' ,• 

gegebene Grundflache A ein Dreieck, Vioreck, etc. ocLr ciin rl - 

leleck oder em Kreissegment, oder eine Ellipse ist fist \‘ 

so ist B ein Segment der Kugelflache.) P (U A ° m Kms ’ , 

gegebene Flache, uJdtlfaT*’ die s f 0 ^ n° liebig ° ^ nicht ® bono ) 

em (gegebenes) schiefes Vieleck oder irneml ^ ,■ ' gemoin bat > ir g°»<i 
Kriimmung ist. ■ 5 ge ld erne Curve von doppoltor 

. 29 ‘ Wenn d ie Grundlinie eines Dreiocks sn u r 

erne m derselben Ebene liegende Gerade A ,..hV i c irR Lilg0 gegon 
desselben gegeben ist so Lien die i if’ i dor bummo dor Schenkel 

f *“”>■*• .-der grille n£ SZ£ZL 

punctes von "Ze r Lien Axe TLl’b eI “f J ' r Abst “ <1 >1"* Mittal- 

» die falete ^tw ! “/‘"i ’ * W ' *“ ■»> * 

erne bestimmte Flache beschreiben’ J r . 1)urcl ™ cs ‘ scr derselben irgend 
seiche mit der Axe in einei Fbene r d b °\ WGrden all ° l>urchmoMor, 
a «en die ^ nnd ™ unto,’ 

Ebene senkrecht steht, wird unter alien die kle^T’ Auf J " onor 

Es ist nun die Frage, welchem Gesetzo von don" m, 
diejeuigen unterworfeu sin cl welrlm «in* i u bngcn Durehmesaorn 
(41, H « * einer *“*■ <•** 
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Maximum und Minimum des Bogens ciner 
beliebigen Curve im Verhaltniss zur zuge- 
borigen Abscisse oder Ordinate, 


Crollo’s Journal Band XVII. S. 83 — 91. 

(Auszug aus drier am 23. Jannar 1837 in dor Akndomio dor Wissonndiaflon zu 
Berlin golialtoncn Vorlesung.) 


ITierzu Taf. Ill und IV Fig. .‘1 fi. 



Maximum mid Minimum dos Bogens oinor 
beliebigen Curve im Yerhaltniss zur zuge- 
horigen Abscisse oder Ordinate. 

1. Dio nachstoliondon Rosultate grtindcn si oh auf don folgendon 
Fundamontalsatz. 

„Wenn dio Ordinate y in irgond oinom Pune to C oinor bo- 
liebigcn algobraisohon odor trail scon don ton Curve BGCII (Tail III 
Fig. 3) auf dor zugohorigon Tangent© EOF nioht normal stole, 
sondern auf dor concavon Soito dor Curve oinorselts oi non 
stumpfen Winkol (yt { ) gloich a, und andororsoits oiuon spitz on 
Winkel (yt 2 ) glcicli (3 in it dorsolbon bildet, so sehmudoi dio im 
stumpfen Winkol zunachst folgondo Ordinate ;//, von dor Curve 
ein kleineros Element CG gloich b x al> als von dor Tangonto i'K 
glcicli dagogon ist bei dor im spitz on Winkol zunaclist t\>l« 
gen den Ordinate y> x das Curv on -Element ClI gloich b tjt grosser 
als das dor Tangonto GF gloich also ist 
b x < t x und b, x > t r u *) 

Die Richtigkoit dos einen Theiles dieses Satzos, nirmlich (lass dor 
Rogon CII im. spitzon Winkol p grosser ist als die Tangonto CF 9 odor A a , * A, 
liogt klar vor Augon. Denri zioht man die Sohno 07/, so ist sin, woil 
a L gloich a ein stumpier Winkol ist, die grossto Soito im Droiock ( 7//\ 
also CH> OF) und da offonbar 

Rogen b. x > Sohno 07/, 
so ist folglich um so mchr 

\ > CF Oder b, x > t r 

*) Man verglcicho untcr anderen dio klcvhic Sehrift von Crdk ^Ihbrr dm Anwemhmy 
der llechnung mit veuinderlichen Qrfasen auf Gmmtm und Mechanic Berlin, bin Maurer 
1816“, wo ein Satz, dor mit dom gegenw&rtigen nahe uboroinkommt, ausffihrliclt orurtert 
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Was den anderen Theil des Satzes botrifft, so 1st zunachst zu be- 
merken, dass, wenn die Curve in der Nahc des Punetes G nach G 
kemen singularen Punct hat, dann die Tangente von C bis G ihre Rid, 
tung in gleichem Sinne und zwar stetig findort, so dass der anGuHich 
stumpfe Wmkel « welchen die Tangente CE mit der Ordinate y bilde 
& e lg abmmmt; da aber diese Abnahmc nur allmiilig goschieht, "so muss 
es nothwendig immer nahe bei C solclie Puncte G geben, wo die 71 ! 
honge Tangente GL und Ordinate Vl nach derselbon Suite einen Winkd 

I einsc illesse ^ welcher kleiner als a und grosser (odor nicht kloiner) uls 
P ist; dann aber ist in dem Dreieckc GEE Winkol ' 


Ti>P„ 

well y, gleich y und p, gleich p, dahor weitor Soito 

EK > GK } 

md da zufolge des ArchimeEmhen Grundsatzos 

CK-\- GK > , 

so ist folglich um so mehr 

CK-\-KE > b x , 

das ist 


was im Satze behauptet wird. 

2. Der vorstehende Satz verliert untor anderen nameidlicl. i„ r i 
S seine Gultigkeit: 1) wenn y die Normalo im lJu!, To 

Curve tat .d,' .tan ■del,™ Pmcte *» 

zu iL des **" ® * «*»* AufoU,. , oWll 

Hebi”,™ 6 de>jenigen h* a 

zogeueu Curv. .nzug.beu, d.ssou Abzoi L « ( vi',h-?l '■ ’’ 

dem zugehorigen Bogen s der •' ! Vo ‘ iialtniss zu 

Puncte 4 ? der Curve bis 71/i r> ir ® end oinom Kogobonen 
Maximum oder Minimum ist « ° S ° aommiin wird > oin 

« .w i» B , 

Richtung C, C„ ... erstrecken solI;Tm®“taX r“Vr "? ** 

F r °r ** * *. 

sprectaden B„ge„s BC ubsckneidet, Z Z lb''?, J ™, .«*■ 
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Bogens hin, 

also etwa 






CD — 

BC~fs 



macht. dann der Endpunct D 

der ' 

rangento goradc 

> in dio Ordinate 

n-Axo 

Y fallt, so 

wird der Punct 

G im 

Allgcmoinon 

dor Aulgabo gonugen. 

Denn unter 

diesen Umstandcn 

•hat man, vormogo d 

or Parallelilat der 

Orui- 

naton y, y 15 

y 3 und Hirer Axe 

Y 




x : 

DC = 

= «, : DE, 



oder 








x : s = 

= x , ; *— *„ 



und ist nun 

z. B. der Winkel 

OM 

das ist yCD, spitz und ;y, nalio 

an y, 

wo dann t i - 

<5, (1), so hat man 




oder 

w 


: ,s 



a) 

X 

• « < < 




wenn namlich der Bogcn BG 

gleicl 

i 8~h [ gloieh .* 

>‘ t gosotzt wird. 


Ebenso 

hat man 






x : 

DC = 

= *. 2 :DF, 



oder 








x : 8 = 

= *, ■ «-K, 



und daher, 

da t, 2 >b. 2 (1), 






X 

: 8 <C 

x, : «+A a , 



oder 






on) 

X 

: 8 

: *»» 




wo s/den Bogcn Bll bezeichnot. 

Dcmnach ist in dor That untcr den vorausgosotztcn Umaliinden die 
Abscisso x des l’unctos C im Vcrhaltniss zum zugohorigen Bogcn » (glcdeli IK ') 
kleincr als zuniichst vor odor nach clicaom Functo, nitmlic.h kleinor ala 
x 1 :s 1 (I) und auch kleincr als x a : » 9 (II), folglioh ist a: a ein Minimum 
(oder s:x cin Maximum). Das charaktoristischo Merkmal dieses Mini- 
mums bostoht darin, dass das Undo dos Bogons «, in Ruoksieht dor Indden 
Winkol (ytj, (yi 2 ), wolcho die Ordinate auf dor concavon Seito dor Curve 
mit dor Tangonte bildot, in domjenigon Winkel (v//, ) liogt, wolchcr spit/, 
ist. Findet namlich das Umgekohrto statt, d. h. ist dor Winked, in wedidiom 
das Ende des Bogons s liogt, stutnpf, wio otwa boi dom Funeto C’, wo 
gleichfalls die Tangonto CJ) { gleich dem Bogon ll(\ gloieh s, und dor 
Winkol («/«,) stumpf soin soil, so iblgt auf diosolbo Woiso, wio vorliin, 
dass jetzt, weim dio Abscisso fur oinon Augonbliek durch s bezoicimot 
wird, 
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dass also in diesem Falio das Yerhaltniss dor Abscisse . 

°g e n, das ist z:s, ein Maximum (odor unurokohrf •' 

Dm miter ganz VmJ!£%%£L7 * 

zum zugehorigen Bogen s ein.Minimum ,i if ■ ! ! 1,11 ^''iholtmss 

** <*- d,n yJZZS^SZ.T' n' “*"* 

!Ti* f i '™“ ** Oeordinatcu-Axeii t’v '-J**!* m! ” 

fl a r< S ^ 6r V0rste ^ en den Betrachtung ("3) schliossf 

foigende allgemeine Satze: b ^ • 'bbusht man zun/ichst 

a. „Wird irgend eine Curve BCC C «„n . 

naten-Axen X, Fbezogon und hAtrn.w"* bollol,, K“ (, oordi- 

lichen Bogen SCgleich s d’o Jben dor Z „ T 7"" 

PuflcteB anfangt, so ist dieser Bogen in, <UtU ' m fost «n 

Abscisse 0 (oder Ordinate y) seines bowo W , r 1511 dor 

unter anderen im Allgemeinen ein M > ' u ‘ n *' M,1 puncto* (; 

jenn die Tangente in dem letzte on Jun ° ,,Wr 

des Bogans bin und bis an die Av 0 v , ’ T h ihr «<*« 

gerade dem zugeborigen Bogen gloidi T X) 

Maximum oder Minimum statt io nt , ZWar oin 

cben die Ordinate y Coder Abscise dor U '*«kel, wel- 

puncte mit der Tangente rnacb I ^ If dom ^“““nbui Knil- 

• l eate BI)I) i die Axe F(oderV')’ Z) "'H WoIchoin die Kvol- 
Curve ein solcher Punct C, C ^ ‘ chnou et ’ ^uf der gegobonon 
Abscisse (Oder Ordinate) im Verb’nY ° ° r ^ r '> • • •), dosson 

em Maximum oder Minimum i 8 ] uTr^ au « oh5 ">n Hogoa 
besondere endlich und geschiosl d \° ge ® obo »« Curve ,*,! 

snf e 1 ? he ces selben genommen f ? °, dor a,H belie- 

is -dr* ~nr vrr 

r ”-" rV ■ 
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Eigenschaften heben aber einandor auf, so dass dem voreinigton 
Puncte (C'C,) keine von beiden zukommen lcann, vielmehr bo- 
sitzt er die Eigenschaft, dass die zugehorigo Ordinate y zu- 
gleich die Normale ist. Wenn dagegen die gegebeno Curve BCC\ 
die Axe F (oder X ) beriihrt, so ist der Boriihrungspunct zu- 
gleich einer der genannten Puncte C, C x , ... (odor c, , . • •), 
und zwar ein solcher, ifiir welchen x:s ein Minimum wird, und 
im Falle die gegebene Curve endliqh und .geschlosson ist (b), 
fallen unendlich viele solcho Puncte mit jonom Bertihrungs- 
puncte zusammen." 

Sieht man die Curve BDD 1 ... als gcgoben an, so folgt durch Um- 
kehrung: 

d. „Wird eine boliebige Curve BDD^.. auf irgend ein Ooor- 
dinaten-System YX bozogen, so sind diojonigon Puncte in i hr 
(A A» D 3 , . . . oder d, d v d 3 , . . .), deron zugehorigor Kriimmungs- 
halbmessor (DC, D 1 C 1 , D 3 C 3 , . . .) im Verhaltniss zu dor Ab- 
scisse cc oder Ordinate y des Krummungsmittolpunctos ((', ({, 
C 3 , ... oder c, c x , c 3 , . . .) ein Maximum o.clor Minimum sind, un- 
mittelbar gegebon, niimlich sic sind die Puncte, in welchen die 
Curve beziehlich von der Ordinaton-Axo (F) odor Abscisson- 
Axe (X) geschnitten wird.“ 

5. Aus den vorsteliendon Siitzon (4) lasson sich nun weiter untor 
anderen nachstehondo bosondero Siitze folgorn: 

Wird angenommen, die Coordinaten-Axon F, X seion zu einandor 
reehtwinklig, und irgend cine ondlicho, goschlossone, iiborall convoxo 
Curve AQiBCA (Taf. IV Eig. 5) soi in Bozug auf die Axe F symraetrisch 
und werde von ihr in don Punoton A, B geschnitton, so dass also jedo 
Sehno 6'6, 0,6,, ..., welche der Axo X parallel ist, von der Axe F ge- 
halftet wird, und dass die Tangonton in A, B dor Axe X parallel sind, 
so wird, wenn man don Bogen s von A anfangon lasst, dor Punct C in 
dem Ealle, wo die Tangcnte CD dem Bogen AQiC gloich ist, dor ersto 
sein, dessen Abscisso CE gloich x im Verhaltniss zum zugohurigon Bogen 
'A&C gleich s, ein Maximum wird (4). Dann ist aber auch zitgloioh vor- 
mogo der Symmetric die Abscisso <$i? im Verhaltniss zum Bogen A< V. 
ein Maximum, und folglich ist sofort die Solmo 61$ im Vorhaltnias zur 
Summe beider Bogen 

‘A&CA-AC& = w-b67?($, 

wo u den Umfang der Curve bozcichnot, oin Maximum. Oleicherweise 
folgt, dass, wenn bei der Sehno 6,6, die Tangonton 

^A+^A =Bog. A&AC^ACMA^ = 2«+6’,M<$, » « 9 , 
dann das Verhaltniss CM. : s„ ein Maximum ist. EKnnun ,i« u 
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hilbrns odor cm Maxim™, mm 

c& so beschaffen ist, dass Ul ' K ((& Oder 

Oder CD+<ZD = &n-l) u +c m = 

. ^ A+6,A = 2nu+(J t M t = «»„, 

WO » irgend eine game positive Zald (1, 2, bmoirlmof \ , , , 

Resultate erMlt man, wenn die Theilc des Bogons « voll /# s(- t |, ! ‘ f 
anfangen. Also: b 1 ■> Matt von 4 

a. Wenn cine gesclilossono convexe Curve AQ/lC-l i„ n 
auf irgend eine Axe 7 senkreeht synunotri d, id t '}**** 
zur Axe senkrechte Schno C <Z im VorU - t ' Kst J l!<1 « 

Kutai/iV.rd.,;; :,:r .**" »** 

derTangenton in seinen Endpunctcn von da hist, V.''' Ummo 
seitigen DurchschnitiA 71 n 1 ' ^ ill rein gegon- 

ffleieh L , t0 7J ’ i; ' gonommon r /> , kV 

Sts/rirc" “* *»'*” ^rr> 

Bogenstnck Cm, welches" n.oh dtr s! 

langenten sick treffen fiber ,W a A u • hln ’ w “ dm 

aus ra-mal dem Umfange u, wo n Lriroml ’ UM<I !UlSK< ' nl,!m 
Zah] [ (die mindestens gleich 1 1st) beLichnet « * a “*° |U>SiUv ° 

<“« <cSw"Js^s 'rr - * ; 

»o i i - i! ^” - (a Zt 

A(S = AC* und (5b = ^ 

Oder AiSg^tilfxfnfum 111 mUm ur ? d ,b ^ lit ' 1 ' aurh AA’rAtf+Ag 

des Carven-Segments 6Ag6' im ’verhfiltni'ss ^ if’ <l ' < '' l,, ' 5h< ’ JA ’ kI«H i/ 
Dasselbe tnfft offenbar eh, mS,"* **“ ^ rin 

Oder allgemein ® = %on ACQAC^u+AC, 

wo dann zugleich ^ ^ nu+AC > 


und mithin 


nu~ f-A(5, 


i«+ 17, ca-h(5b == 2 nu+CAQ 

;v 

fe — Boe “ *» *+*m,rz ts 
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Verhaltniss ein Maximum, so wie, wenn allgomoin 

Cd- 1- 6b == (2w— 1 )m-|-6616 

ist. Also: , 

b. „Ist eine geschlosscne convoxo Curve ACimA m Bezug 
auf irgend eine Axe Y symmetrisch, und schnoidot man durch 
eine zur Axe senkrechte Sehne 6'6 ein Segment ah, so ist, die 
Holie AE gleich y dcsselben im Vorhilltniss zum Bogen s i m 
Aligemeinen ein Maximum, wcnn die Tangonto X im Solicit, el 
der Curve (odor in der Mittc A des Bogens) von den Tan- 
genten Cd, © in don Endpuncten C, 6 des Bogens sole ho Stiieke 
abschneidot, dass jedes dem lialbon Bogcn gleich ist,. Dieser 
Zustand kann unondlich oft eintroten, abor von dem einen Mai 
bis zum nachstfolgendon nimmt dor Bogen zu, euthiilt, den l Un- 
fang u dor Curve einmal mehr, so dass or im Aligemeinen aus 
(n— l)w und aus einem Stiick 6616 bostoht; auch sind die Maxima 
der Reihe nacli immer kleiner, so dass das orste, wo u gleich 1 
und der Bogen s nur aus dem Stiick 6616 bostoht, das griisste ist. 14 

6. Wenn die gegobeno Curve A(JB(EA inshesondere, ein Kreis ist, 
so folgen, wenn man bemorkt, dass alio Kreiso oinander ahnlich sind, aus 
den vorstehenden Siitzen (5) unmittelhar die folgenden: 

a. „Untor alien Kreissogmonton (von vorsehiodenen Kreisen, 
aber) von gleich langom Bogen, ist hoi de.mjenigon die Sehne 
(6'6) im Verhaltniss zum Bogen («) ein Maximum, hoi welehem 
die Summo dor Tangenton in den Endpuncten des Bogens, von 
da bis zu ihrom gegonsoitigon Durchschnitt (/> odor />,) ge- 
nommen, dem Bogon gleich ist; dioser Zustand tritt hot unond- 
lich violen Kroison oin, abor jodosmal ist dor Bogon » grosser 
als dor Umfang u des Kroisos, niimlich or bostoht aus n it, und 
aus dem kloineren Bogcnstiick (6716 odor 6', /I®,) iihor dor Sehne 
(C ( 5 oder 6,(5,); auch werdon die Maxima dor ltoiho nacli, wenn 
n gleich 1, 2, 3, 4, . . . ist, irnmor kleiner." 

b. „ Enter alien Kreissogmonton von gloich langem Bogen 
hat dasjenige dio grossto 11 oho AE gloich y , hoi welehem die 
Tangonton (Cd, 6b) in don Endpuncten dos Bogens von tlorje- 
nigen in dor Mitte A dessclbon oin Stiick </b (gloich ( 1/ |-6b) be- 
grenzon, wolchos (lorn Bogon gloich ist; dieser Zustand kann 
boi unondlich vielcn Kroison eiutrete n, abor nur das orste 
Mai ist der Bogon 66:16 kloinor als dor zuge hiirigo Kreis; hoi 
jedem spiiteron Male bostoht or aus nu und aus dem griisseren 
Bogcnstiick (6646) fiber dor Sehne, wo n nacli oinander die Wurthe 
1, 2, 3, 4, . . . hat; dabci wordon dio vorschiodonou Maxima der 

R a i h a it. a li i m in a. t It 1 a t n a r u 
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7. Man denke sich die Schaar von Kroison (d. i. alio .imVlicheio 
we che die Axe X (Taf. IY Fig. 6) in demselbcn festen Puncto A bruin- n 
und deren Mittelpuncte M, m, M n ... auf oinorloi Soito von X in der 
Axe P liegen, nehme auf alien Kreison, von A an und nach gloiehor 

dass timg> B ° geU AD ’ AC ’ AC> V ° U derselben 8°gcbenen .bingo s, so 

AD = AC=Ac = ... = ,, 

so warden die Endpuncte D, C, c, . . . der Bogon in irgcnd oinor be- 
stimmten Curve BCcAcfi,... liegen. Die Gcrade AD ist namlich in dem 
Falle als Bogen anzusehen, wo der Kreis unondlieh gross wird und m it 
der Axe X zusammenfallt. Die Curve fangt also von 1) an, gold, von di 
mdem der erzeugende Kreis kleiner wird, abor soin Unifang u nocli stots 
grosser als a ist, uber C, c naeh A, wo sie die Axe X boriihrt, und wo 
der Umfang u des zugehdrigen Kreises gerade gloich « wird. Von A 
kehrt die Curve zuriick, bildet die Schleife Ac/J^A, lav wokdio a zwisdu 
w und 2 m liegt, beriihrt dann abennals die Axe X in A, wenn « gin-ado 

S ' W *’ namKch die ° UrVe cntMlt unondlich vicdo Keldeilim 
die S1 ch immer enger zusammenziehen, so dass jedo die nachlblgende uni’ 
scliliesst, und ebenso oft beriilirt sie die Axe X in I W n ; i i 
gmd, ein Vielfaclies Ton „ wM. Fragt man lllm 
do, , mgon Puncte do, in Botrocht stchonclon Cu™, fiir wold,,, $2 

— at WM ' * “ iC <*»® 

zeugungskreises durch den festen Punct D goht o l w 
Tangente (z.B. d) des Kreises (*) bis an die A ’ V ! 
dem constanten Kreisbogen s (odor AD) gleictis(,« 

b. »Die Ordinate y wird in alien denjonigon Pune, ten (J C, 

2 , ... . em Maximum, wo die Tangente (CD CD « i n 

gehdngen Erzeugungskreis (M M 'i j nr n 1 4,11 1 0,1 zu " 

* ***> logon rs m o*r. , lw 1 

Maximum wird, in einem Kreise (VC t > u ‘ l ’° < ‘ 111 

Mittelpunct und DA gloich s zum RadluVhal* '' ** ^ 
Dass m dem Falle, wo dio Tangente 

cd = Di\ = Sy 

alsdann die Normale oder der Radius cm des Kreises , lurch f) , , . / x 

D?e mTe^ n f °! gt p US dGr C0ag ™ m dcr Droiocko Id umlt'i/A 

in dem Satze 14 'bTxiV ')] ^‘i ,UrigCnH diow,l K wolcho 

M. XIV. S. 91 des CreOe ’ schen Journals*) durch eiuc 

*) Of. Band II, S, 30 dieser Ausgabe, 
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scheinbar andere Bedingung bestimmt wild , und welche daselbst „bai>- 
centrische Curve" geuanut worden. Besclireibt man namlicb nut dem 
Radius AD gleich s aus A den Kreis DGE und lSsst in diesem von dem 
fasten Puncte D an nach G, E liin einen Bogen stetig wachson so .st 
der Ort seines Sdvwerpunctes die oben bescluiebene Curve 1 a, m • 

Denn angeuommen, die Sehnen DE und AG irgend. zweier logeu 
und AFC gleicb AD gleiclr s stehen auf einauder rechtwinklig, so liegt 
der Schwerpunct des Bogens DGE in AC, und dann sind die Kreisseg- 
mento DGEI) und AFC A einauder iilinlich (wed DA nach der ohigen 
Construction den Bogen AFC in A beriilirt), so dass man hat 
DGE: DE = AFC: AC, 


oder 


DGE : DE — AD : AC, 


woraus folgt; dass C dor Schwerpunct des Bogens DGE ist. 

Nun hat die Curve DCcA... nach Angabo des citirton Satzcs die 
Eigenschaft, dass fur jodon Punct C dorselben EC die zugelmrige Tangente 
ist; wobci dann fernor EC gleich DC und Winkol a gleich a n Y gleich y,. 
Daraus folgen die vorstehendon Siitzo leicht. Denn in dem hallo, wo die 
Ordinate, y irgend ernes Punctos C oin Maximum worden soil, muss die 
Tangente EC dcr Axe X parallel soin; alsdann aber ist p gleich <x„ duller 
aucli p gleich a und da, her weiter DA gleich DC (well DE auf AC sonk- 
recht), folglich ist auch DC Tangente des Kreisos AFC, weil DA os ist. 
Ebenso muss, wonn die Aliscisso as irgend cities Punctos c oin Maximum 
werden soil, die zugohdrige Tangente cas dor Axo Y parallel soin; alsdann 
ist s gleich 8j , und da stots 3 gleich 8,, so ist also e gleich 8, dahor 
me gleich mA, mithin on dor Mittclpunct des entsprochondon Erzougimgs- 
kreiscs und folglich, vormogc dor Congruonz dor Dreiecko mod und mAD, 
die Tangente dc gleich DA. Dios Alios stimmt mit don obigon Siitzon 
uborein. 



1 
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Orollo’B Journal Bund XVIII. S. 2TO-280 uiul Mi) »7fl. 


menu Taf. V Fig. 1 f>. 



Aufeaben und Letoatze. 


1st C irgond Cine ebeno goschlosseno und ubcrall convoxo 0 uv«. 
foster Lago, und rollt oin gcgobonor Kro.s A in der munhchen . > • . 

der convexen Scito derselbon, so bosclrreibt jodor mit dem Kmm hsl v 
llunden gcdachtc Punct P irgond cine Curve V, wclehc, wen.. A immor b»rt- 
rollt beliebig oft um C hermnlauft, ontwodor nach oinom odor juu.h nu b 
Umliiulbn in rich zuviickkehrt, sick schliesst, odor me m sick zuruckkehif 
S t uch unondlioh vielon Umlaufen), jo naehilcm nh,»l.«h die 
! von A und C beziehlich commonsurabol odor .ncu.nmensu rnl.nl 
wind. Fiir don erston Fall, welober hior allein betrachtot werdc, Hull, «« 
Umfang K ; Umfang C = k : c, 

wo * xml 0 lioliobigo gown M.loo, jodod.wl.Uvo .•riM.talon «W; 
dann wird nach A Umlaufen jodo Curve V in s.ch zuruckkoh.cn. Nui In- 
vom Mittclpuncte p des Kreisos K bosolmobene Curve » umebt, uerbe. 
cine Ausnahmc, indom sic niimlich schon nacb den. omUm b aub 
sicb zuruckkohrt und dann diosen goschlossonen 1 he. von . .. k-mni 
wiederholt, bis sich die anderen Curve. V sc h Hessen. Dot zw.sebcn mm 
solchen geschlossenen Curve V und der Basis C liogondo Hachonraum soil 
obenfalls (lurch V bozcichnet und Inhalt dor Curve V gemumt wen on. 
Dabei sind jodoch, worm A> 1 und m.th.n mohroro (A) lm.bu.le stuU- 
linden gewisso T hello der Ebeno mehrfach zu neb.nen und zu jenem In- 
halto zu roclmon; so 1st namontlich der Inhalt der Curve « gbuel. dem 
A-mal gonommonon Raume, wolchor zwwchon dem e.niacben Bogcn der- 
solben, der beim ersten Umlaufo boschriobon wird, und der Basis ( begt. 
Bezeicjhuet man fornor den Radius des Kreisos K (lurch f und den Ah- 
stand des Punctes P vom Mittclpuncte p desselbon dureh a, so linden mite, 
anderen nachstohendo Sitae und Gloichungon statt:_ • 

1. Dio von dem Mittclpuncte jp des Kreisos A besch nc bein' 
^ , 11 ...... J bl a! I n It 41.1 t. 1)11(1 % W II f I H t 


^ ' Anfguheii iimi I.i-hrsiitz,.. 

derselbe 

D = (2r f 

80 gross als die Flaoho d«« r-.llend,.,, r • 

«. „Punete P, welohe gleicJi weii, yum Mill,.!, ' M ' 1S(!S '“ 

Krnses ontfernt sind, boschroil.on Ourven F v , ’i ' " 1 ‘ <los 
ha J te, und auch umgekohrt; unci zwar 1st [| »- 

V =(fr+fy*r 9 +(e+&) 1 t a t ^ 0 +( t .+.fi\ * 

FI" \ de i InhaIt J ' odor solcl i°n Curve ist, um d; . / 

Ilache desjenigen Kroisos wclchor mil I ^ 1 ' /•) - faehp 

t ;' 1S , ch i8t Ull(l clurch don orzougondo. l>uVir V <l " ‘J “ ” 

?! s dci ; dor vom Mittclpuncio 7| " !• , «'«*»*' 

biegt insbesondero dcr Punct P in \ l- '! 1 ,U v «' ».* 
« gleich r, so ist ,U <l0r K ‘-oi.siinio h\ so ,lass 

p +■ 2/') 7T r a . a 

**•* J, “ ,w - '«* 

Die vorsteheaden drei Satze v Jr ^ Kmjsos.*') 

Falle ihre Gultigkeit, wo V ° ri,0m * ,lUr '« *» K»«« spooioij 

dies ™ Me zinTskZt u,lr““ ■’ K ' < ” | ': 1 '''" ™. i„ 

f C »™ C einen MitWp/JT,"' if'"’" 1 *"" »i„ z. II. 



vexe Curve Or on gleichet Umfa ^ in ° *«**«*» eon- 
liche Lago zuriickkehrt so ist d ”*« MH 0r *nfiing. ' 

« Curven V y v ’ Iht (1| « Suinmo ,S' dor I r , |. (l , 

; Betrachtet man von do,. n 

and bezeiehnet ihn durcli CurVe v tmr einen l/mlauf mir ,|„ , 

1> SO !8t der zugehorige Inhalt (I) ' •■“tfiwhcn Mngon 

nnd der Umfang (3) V '^( 2 J + 1 )”n 

Dipso s j ( »») * (~ + l) 2jt ,. ! 

Dxese beiden Resujtate folgen auch 

Annalen (tom. 12, n a o- i om . aus den Sfttzeu, wolche Crsl/* * 
imd die wesemiinhH g ‘ l^ SS) hewie **n hat, wo or 1 f m iUm 

“ ‘ - ■ssara*-*- -sr twar*- 
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Ecken eines regelmassigen »-Eoks sind), beseh ricbcn werdou, 
constant, die Curve C mag soin, welehe man will, namlieh die 
Summe ist alleinal der 5w-fachen Krcisllache A gloioh, d. i. 

S = 5wit r\ u 

Es kann noch bomorkt werden, dass im Allgemeinen analoge Satze 
stattfmden , wonn der Krois K auf der innercn concavon Suite der Basis 
C rollt, und dass man zum Thoil die ©ntsprochendon Gleiclmngon un- 
mittelbar erhalt, wonn in don obigon — k statfc -\-k gosetzt wird. 

Wonn insbosondoro die Basis C ein. Krois ist, so reducing sicli die 
Satze zum Thoil auf bokannte Satzo fiber die Epioycloiden und Hypo- 
cycloidcn. 

Dagogen linden auch allgemeinere Sittzo statt, wie z. B. die Iblgeiidon: 

5. „Wenn K koin Krois, sondern irgend cine gesc.lilossene 
convexe Curve ist, die einon Mittolpunet p hat, und wenn bei 
dens el ben ubrigon V oraussotzungen , wie obeu, /• cine gerade 
Zahl ist, so ist gleiclifalls sowohl der Inhalt ads der Uml'ang 
der vom Mittolpuncto p bosohriobonon Curve e ein Mini mum, 
und fur den Inhalt dor von irgend oinem andoren Puncte /' be- 
schriebenen Curve V bat, man, wie ebon (2) 

V — e -4- (o H- A) imC 

wobei a, wie fruher, den Abstain! des Punetes P vom Mitfelpuneto p be- 
zeichnei Hior kohrt die' Curve v nicht rnohr friiher als die iibrigen I', 
also ebenfalls erst nach k Dmlaufon in sicli zuriick. 

6. „ I. s t die roll eude Ourvo K bosohaffen, wie vorbin (f>), 
hat dagegon die Basis C auch einon Mittolpunet und sind die 
Zahlen k und e boide ungerado (abor immorhin relative Prim- 
zahlen), so repriisentirt die von dem Mittolpuncto p erzeugto 
Curve v ebenfalls, in Rucksieht des I uhaltes sowohl als lies 
Umfangcs, ein Minimum, und fur don Inhalt dor von irgend 
einem Puncte P besebrio benon Curve V hat man donselben 
Ausdruck, wie vorbin (5).“ — Diosor Satz gilt auch fur den boson- 
deren Fall, wo 

7. Sind die Curvon K, C beschaffon, wie beim letzten Satze ((.!), 
so wird die vom Mittolpuncto p der rollonden Curve K besehriobeue 
Curve v grosseren odor kleincron. Inhalt haben, jo naebdein diejeuigen 
Puncte, in welcben K und C anfanglich oinandor boriihron, gewahlt werden. 
Daher kann gefragt werden: „In welcben Puncton mitswen K und 
anfanglich einander beruhren, d am it der Inhalt (oiler I'm fang) 
der Curve v (ftir sioh betrachtot) oin Maximum odor Minimum 
wird?“ Offenbar wird damit zugleich auch der Inhalt der irgend oinem 
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anderen bestimmten Puncte P entsprcclicnden Curve V beziehlich ein 
Maximum oder Minimum. 

Ein einfaches Beispiel diescr Aufgabc ware, worn li uud C Ellip scn 
von gleichem Umfange sind, oder noch beschriinkter, wenn sic ol,,;’ i,,, 
Ellipsen sind. 

Femer kann gefragt werden: wenn K und C gleielien Umlang habon 
und einander in beliebigen Puncten beriihren, und wenn sodann das eino 
Mai K auf C und das andere Mai C auf K rollt, wio melt dann die von 
iliren Mittelpuncten beschriebenen Curven in Riioksioht des Inhaltes oder 
Umfanges zu einander verhaltcn? und ob namontlich, wenn der von dem 
einen Mittelpuncte beschriebenen Curve oin Maximum oder Minimum zu- 
kommt, dann auch die andere eine gloiclie Eigensohaft halm? 

8. „Sind AT und C gleicbc Ellipsen und beriihren s i e, <>j n 
ander, wahrend K auf C rollt, stets in entsprechonden oder ho- 
mologen Puncten, so ist 

V = 2w(a 2 +p 2 )— ira|3 und V = 2<a s -}-{3 ,J -f <r)~~ nap, 

wo a, p die halben Axon dor Ellipse sind, und ■», V und « dio 
lhnon oben zugesehriebenc Bodoutung habon. Oder bozeirlinet 
man die von den Curven V allein oingosehlossonen ganzon 
Raume durch v 1} V n so - ist 

und V l = 2<a*.+-p’+„»).* 

r , 9 ‘ zwei beliebigen (algebraisohon odor transeendenleii) 

Curven AB, M (Taf. V Fig. 1) in dersolbon Ebeno die erste auf der 
anderen, die als fest betrachtet wird, rollt, bis etwa der I'unc.f, li mil $ 
zusammentnflt wo also die Bogen AB und m von irgen.l einer bo- 
smmteii gleichen Lange sind, aber keinor einen singularen I’unel. eut- 
ha ten soil, so beschreibt jeder mit der rollenden Curve lest verlmnd, „ 
gedachto Punct 1 n-gend oin gcmischtlinigos Vierock ill/'/' welches 

r r /?’ i> '®' d “ *» ^ - A D ic,,t li: 

ewegung nut den rospectiven Beruhningspuneten i'l 33 <|,. r jp, s ! s 
verbmdon, und von den zwei Curvonbogon W PI 1 “T 

des Punctes i ist) bogrenzt wird. Der lilt dilsos wil dll 

A die Winkel welche dio Normalen in den Endpuneteu der I Won [n 

m mi bMcn , durok „ . „« Wmc , ■„ 
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derselben gerade um einen Sector des zugehorigen Ki eises, 
dessen Centriwinkel der Summe dev zwei Winkel a, a gleich ish, 
o-rosser als jenes kleinste Viereck. Oder wird der Abstand eines 
beliebigen Punctes P von dem Puncte p durcb r bezeielinet, so 
ist allgemein 

F f -f- r 2 ( a cx) - a 

Dieser Satz gestattet zahlreiche Folgerungen. Ist der eigenthiimliehe 
Punct p gefunden, so kiiimen sofort z. B. auch unter alien Puncten, welelu* 
in der rollenden Curve selbst liegen, diejenigen bestimmt werden, deren 
entsprechende Vierecke ein (relatives) Maximum odei Minimum sind, di.nn 
dieselben miissen offenbar in den Fusspuncten der aus p auf die Curve 
(refallten Normalen liegen. Die vorhergehenden Siitze sind theilweise be- 
sondere Falle dieses Satzes; und ein selir specieller Fall desselben kilirt 
zur Quadratur der verschiedenen Cykloiden. 

„Welcbe eharakteristisclie Eigenschaft bat aber der merk- 
wurdige Punct p, in Beziebung auf die gegebenen Cvirven Ali, 
TO? wie wird er durcb diese bestini mt?“ 

10. „Ist AB (Tab V Fig. 2) ein beliebiger Bogen irgend oilier 
ebenen Curve, der jedocli keinen siiiguliiron Punct entha.lt, und 
bewegt sicli die veranderliche Tangente AC oiler A D Bi ngs des- 
selben unter der Bedingung, dass sic a tots dem Leitstrahle A I 
gleicb ist, we Ichor den jedesmaligen Boriilirungspuiiot mil, ir- 
gend einem festen Pole P in der Ebon© der Curve verliindet, 
so beschreibt die Tangent© ein gomischtliniges Viereck A('(\BA 
Oder ADD t BA, dessen Inhalt F grosser oder kleiner ist, je nacli- 
dem der Pol P gewahlt wird; jedocli liaben jedesmal die beiden 
Vierecke ACC/B, ADD,Ii unter sioh gleichon luhall. Es giebl, 
allemal einen bestimmten Pol p, welc.hem das kleinste Viereck 
Acc { B gleicb f entspricbt. Auch findet die Gleichung statt 

F = 

wo r den Abstand des Poles P von p und a don Winkel z wiscben 
den Normalen in don Endpuncten A, B des gegebenen Bo gens 
AB bezeichnct.“ 

Der Satz findet auf gloiohe Weise statt, wenn die Tangente (AC) 
zu dem entsprecbenden Leitstrahle (AP) ein gegebenes oder eons! antes 
Verbal tniss habcn soil, und zwar bloibt dor eigentbiimliebe Pol p dor 
niimlicbe. 

Von dem vorstebonden Satze mbgon folgendc specielle Fall© bier or- 
walint werden: 

a) Es sei. die gegebone Curve cine Ellipse; Hire balbon Axon scion 
a. ft; der Bogen AB sei ilir ganzer Umfang, so dass B und A zusammen- 



70 


Aufgaben und LehrsiLtzo. 


fallen, a gleich 2n wild, und die von deni Endpnneto V odor <t dor Tan 
gente beschriebene Curve CC X , odor <%•„ sich sohliesst und in sloh zuriick' 
lcehrt; der von dieser Curve umschlossene gauze Rauin heissis F 0 ,1 erV 
(er besteht aus dem obigen Viereck F und dam Inhalto der Ellipse)- so 
fallt der eigentliiimliclie Punct p mit dem Mitfolpuncte dor Ellin.se ’ m 
sammen, und es jst * ’ ' 


/ * = h-p 

F x ==/ 1 +>’ 2 it = a — f— p a -f- v* a ^) -nr ; 

das heisst: „der Inhalt (/J der dom Mittolpunoto >> der Ellipso 
entsprechenden Curve ea,. ist gleich dor Summo der zwoi Kroin 
flachen, wolche die Axen der Ellipse zu Ihirohmossorn hab«n-“ 
iincl „der Inlialt F x der einem beliobigen Puncto P tmtsproHion 

e “ii C TT- (6 ’? > ,, iat S ° 8r ° SS * 1 “ <ltoi Krei»nsoh«n, welelie [„C 

^.eUicl, die talben Aren der Ellipse den Al, eland illrM 

Mittelpunctes von jenem Puncte zu Radion haf>on.“ 

Liegt der Pol P insbesondero in dor Kroislinio, weioho mil, dor Ellinso 
eoncentrisch ist und durch die Brennpuncto doraolbon gold, so i w (, 

F x = 2a V, 

d. h. „der Inhalt der ihm entsprechenden Curve (!(\ i H (, tirade 
doppelt so grope ale die Kroisflieko, wololie die grehe Are d 
Ellipse zum Durchmesser hat.“ 

P) Geht die Ellipse in eineu Krois fiber, so dass p gleich a, sn hat man 
A = 2a "tt, und F x = 2a 3 n+r' i n. 

Liegt der Pol P in dor Kreislinio solbst, so ist 

F x — Ha 3 r, 

*' illm e “‘‘ pre0h “ dM «*» * d ™'“' » Km. «l» 
belieUgolfa^’ l„^* 0D S) ifdoeh h "T" ” oi " r 

l“ d 

i : " ; F 

gen AB mit irgend einem festen Pole / in der io’,' T 

8 vorninaet, d. h. dass in jedom Augenblicke 
£$=QP md m==AQ 

’ feeute llact en tgegengesotztur Rich- 
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tung genommen wird, namlich SIS) statt 516. Es.giobt alio mat 
einen bestimmten Pol p, welchem das kleinste Vierock Slcv, 23 
ffleich f entspricht. Audi findet die Relation statt 

F = f+$r\ 

wo a der Winkel zwisohen den Normalen in don Endpunctcii 
des gegebenen Bogens 2133 und r gleieh Pp ist.“ 

12. Fallt man aus eincm beliebigen Punete P in dor Ebene irgcnd 
einer geschlossenen convexen Curve C, die keinen singuliiren Punct out- 
halt (eines sogenannten Ovales), Perpendikel auf alio Taugontcn dcrsolbon, 
so liegen die Fusspuncto in irgend einer neuen, in sicli zuriiekkehrcndon ' 
Curve, die allomal irgend einen bestimmten ondlichen Inlialt gleieh F haben 
wird, und welche „Fusspuncten-C 1 urvc << des Punctcs P in Bozug aul 
die gegebene Curve C heissen mag. 

„Sind in einer Ebene n beliebigo Ciirven 6',, C 3 , ... C n von 
der eben genannton Art in beliebigor Lage gegcben, so giebt 
es allemal einen bestimmten Punct p, dor die Eigonsehatt bo- 
sitzt, dass die Summe der Inhalte der ihm ontsproohoudon Fuss- 

puncten-Curven, /;+/ a d h/» oich s, ein Minimum ist. Fiir 

irgend einen andoren Punct (wenn die Summe der inhalte der 

ihm entsprechendcn Fusspuncten-Curvon, d. i. P,-t- F 2 -\ 4-/'», 

durch S und sein Abstand von p (lurch r bezeichnet wird), 
hat man 

S — s-P^nr^F 

13. „XJ liter alien Fusspuncton-Curven, in Bozug auf eine 
gegebene Hyporbol, hat diejenigo ihros Mittelpunctos p den 
kleinsten Inhalt gleieh /.“ Diose Fusspuneten- Curve IKLM (Tal. V 
Fig. 4) hat ungefahr gloicho Form wio die Lomniscate, in welche sio in 
der That ubergcht, wenn die Hyporbol gloichsoitig ist; dor Punct p ist ein 
Durchsclinittspiuiot und zugloich ein zweifachor Wendungspunct derselben. 
Es scion A, B die Brennpuncte und C, D die Schcitol der Hauptaxo der 
Hyperbel. Ueber don Durchmossom Ap, pB und CD besehreibe man 
Kreise, so entstehen zwei krummlinigo Difciocko pJSF, pQII, oder .r, 
deren Summe gerade dem Inhalte / dor Curve IKLM gleieh ist, so dass 

/fl-t-tf, —2 ie—f, 

und aucli, da die beiden Schleilen der Curve einander gleieh sind, 

x = TM== KL = y. 

Audi ist jedor Sector der Curve, aus ihrom Mittelpuncte p genommen, 
eincm bestimmten correspond irenden Absclmitte von einem der beiden 
Dreiecke x, .r, gleieh. 

Der Inhalt F der Fusspuueten-Curvo eines beliebigen Puuctes P(Taf. V 
Fig. 5), in Bezug auf die Hyperbel, kann (wenn or im gohorigen Shine 
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genommen wird) nnter anderem, wie folgt, dar^o.sf H It vverden V ■ 
RV, SU die Asymptoten der Hyperbel. Uebor I), , !s iw * 861011 
<I» ft* NPO and mil Pp * K ‘ * 

-««■<%* *• «*» Kntw im Pm* , 
f» Riwime y und a, and.-, d„™ 

“f 6 S “ d S“' sd >»"»8« and Viareeke). Nu„ U 

, ^ ^ — /+2v/-f-2c = 2 (,ch-i/4-c) 
oder 

. (fl) n .. . . ? = 2*+^+^ 

' AsymptotrViX^lie^ d h“T, ^TJ 0 " 411 0< !° r . (wirk Ifchon) 

p 6 ” AJp £7 und *SpF, oder RpS^md^p Ks^ “ 

Mh m °g llch > wo die Form dcrRaumo y ~ y ~ mj ‘ S0,uleM 
.SoU der Inhalt F der Fusspot™ r„ ! nMMl,fac,rl wW - 
so ist der Ort des Punete« P • rn- vo ( ‘" ns,;Ln( - sein 

Axea detHypo,b,l Liel ,f a, I V'“’ *”***'•* «f 4b 

Hyperbel. MUoZ. m l ' *",T ** f «• «•»* *». 4 W 

fe ; It 

Verbal tn^ssjhrer U* ,f t ft * 

und w ° « 4 « w »w k r;;;;";;:? 

Hyperbe! ei„ r Asymplote ^ , ^ , _ „> 

1st die Hyperbel gleichseitig, ,o hat man " 

Di “ ,h t'X?r‘" * «- *■* - 

^4ul:^z md ™ r *• b “ nd ”“ m ’ » * ™d.„„„ iij. 

P’C lt +2)H“a! , (]r_2) = 4(P— r ,/‘j 

gebeoea pSeuS J "T *» ««« g«- 

eme Pusspuoctea-Cnrvo, welche ebm * °“ e ™ ''“rpimlikel, «i ontHluht 

r* f ™ “gdi.™ WSfLTV ■ It; r'r™ 1 ' 1 ” ** 

Cum lst unendlich gross fBeliehW o ? Ilhalt (,uwtir KiiHxpuncten- 
siod . leicht zu best4ne U .) «« den, Pole l> 

mit lhrer Asymptote einschliesst von h t-™ vv, ' l(!,l(!| ‘ 'lie Curve 

soiuiesst, von best.mmter ondliobar (Iriisse. 1 ?„. 
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zeichnet man denselben durch F, den Abstand des Brennpunct.es B der 
Parabel vom Scheitel A derselben durch a und die Entfernung des Punctes 
P yon B durch 2a, so ist 

F — £c(2azpa)^ 

wo das untere Zeichen (-+-) zu nehmen ist, wenn P innerhalb der Parabel, 
und zwar jenseits B liegt. Liegt P diesseits B, und namentlich anssoi - 
halb der Parabel, so schneidet sich die Fusspuncten-Curve in P selbst 
und bildet eine Schleife, deren Flache gleich S. in dem Raume F mit, 
inbegriffen, jedoch als negativ genommen ist; d. h. in diesem Falle ist F 
die Differenz zwischen dem Raume T, der von der Asymptote und den 
beiden Armen der Curve, welche von P aus nach entgegengesetzton IMcli- 
tungen neben jener ins Unendliche fortlaufen, eingeschlosson wird, und der 
genannten Schleife S; so dass also 

F= T—8 = a(2 a— a)*; 

Die Raume 8 und T lassen sich abcr auch einzeln angcben ; uam- 
lich es ist 

S = (a+a) C 2 ^ 2 ot, 

T = 0 +a) Y a ( 2a~a) -H<2 a— a) (tc — a a), 

und mithin ist der gauze, von der Curve und Asymptote begrenzte Rauin A\ 
wenn beide Theile absolut genommen wcrden, 

R — 2 (a-ha)Yu(2a— a)^a(2a—a)(i:~4a), 

wo a gleich arc ^tang — j/ ~ — ij. 

Wenn insbesondore a gleich a, also P in der Leitliuie der Parabel 
liegt, so ist a gleich J tc unci die vier Formeln reduciren sich aul* folgendo: 

F = R = 4a'; 

8 = 2a'—±na*; T = 2 a'-h±na'. 

9 Wenn ferner a gleich 2 a (also PB oder 2a dem Parameter der Parabel 
gleich ist), so ist a gleich J tc und die Formeln Bind 

F = 0; R — 6a*l/3; S — -hr j/ih 

Wird der Punct P in der'Ebene der Parabel belicbig angonommen, 
so hat die ihm zugehorige Fusspuncten-Curve immer cine zur Axe der 
Parabel senkrcchte Asymptote, deren Abstand von P constant ist. 

„Welche Ausdrucke erha.lt man in diesem Falle fur die 
Flachenraume F, 8, T? und welches ist der Ort des Punctes J\ 
wenn einer dieser Raume constant sein ho 11?“ 

15. „Wenn eine gege bene Ellipse E auf irgend einer ge- 
schlossenen convexen Curve C von gleichem Umfange, die kei- 



ih r Brennpnnct B L^nd !■' ,J *«“ z /‘ '•'■<■ U, flrl , ,,, ^ f 
dcren La »ge constant inT dl *r h l ' /,ur . iir **lir«*i».| t / (V*'' 1 

wo] chon Pune ton die Curnfn Vunl\ ,U ' w **‘ n" M un,/ 1 '' 

f U . 11-011 “°ff en - die Curve \B\ ; , ' lllall,l< ‘ r «i<i7iu K ii ( .h I, 

Lange; mimlich sio Ut «m« i , ' mmor ) m < i‘ r ( 

welcher die grosse it ! ‘ 0,11 de.s Krei ■ ?““ 

also ist «tets S 0,0,1 L " ,U "- Klli| W( * | ift .•* 0 , ,ch > 


Einfaclie Beweise der isoperimetrisclioii 
Hauptsatze. 

Ore lie’s Journal Band XVIII. S. 281 — 2DG. 

(Auszug aus einer am 1. December 1886 in dor Akademio dor Wisstmsehafton zu 
Berlin gehaltoneu Vorleaung.) 

llierzu Taf. VI Fig. 1—5. 



Einfache Beweise der isoperimetriselieii 
Hauptsatze. 

Die Rclationen zwischen clem Umfange und Inhalte der Figuren in 
der Ebene, auf der Kugelflaclie und im Raume gebon zu oincr Mengo von 
Fragen liber Maximum und Minimum Anlass, deron Icichto und ldaro 
Beantwortung sieh fast clurchweg auf die Eigenschaften des Kreises , des 
goradon Kegels oder Cylinders unci tier Kugel stiitzt. Lhmlier hat dieses 
Gesctz (namentlieh fur die Figuren in der Ebene und im Raume) zuorst 
erkannt und in seinem Werko »De relatione mutua mpaeitaih et ter mi - 
norum figurarum etc. Varmwae, 1782“ ziomlich doutlich ausgosproehon. 
Alles, was vor ihm auf clomentarom Wege hierin goleistot worcten ist, had, 
er mit grosser Umsiclit zusammongefasst und mil Scharfshm vorbonHorl 
und erweitert. Loider schoint sein Work after citirt, aks die darin horr- 
schencle Mothodo richtig verstandon odor gohorig gowiirdigt und bofolgt 
worcien zu sein; denn allc seine Nachfolgor sincl mohr odor minder von 
seiner einfaehen natiirlichon Botrachtungsweiso abgowichon, — abgosehon 
clavon, class sic sieh aucli auf cine viol geringere Zahl von Aufgabon und 
Satzcn besclirankten, — wodurch aber auch in gloiohom Maassc die scheme 
Einfachheit der Beweise, der innige Zusamraonhang der Siitzo zusammt 
seiner inneren Bogrundung versehwand. Die rein geometrisehe Betraehtung 
ist indess weit clavon entfernt, die ihr, als oilier unbequomon und unzu- 
langlichen, vielfaltig wiedorfahrene Missachtung zu verdienon ; vielmehr 
maclit gerado sic es moglich, die Eigenschaften, auf die es luerboi haupt- 
sachlich ankommt, auf cine Iiochst oinfacho und zugleieh elegante Weise 
darzustcllen , und zeigt ubordies jedor anderen Mothodo don Wog, auf 
wclchcm sic sieh olrno grosse Schwierigko.it dos Gegonstandos bomaehtigen 
konne. 

Das oigentliclio Wcson dos hior zu bofolgondon Ganges bostoht darin, 
class nach den primitivon Ursachen und Umstandon geforscht wire), welche 
clas Maximum odor Minimum bowirken. Es zoifft sieh hmrhei 
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wenigen einfachen PundamentalsSteen leirhf ,, , .. 

denon sodann alio fibrigen glcichsam wic! hC • T «■ 

eniwickeln lassen. Auf dieso VVeiso giobt sich tin \>C 7r- 1 Uk,mis « 
sammenhang zwischen alien donjenigen Fbnm'ii km l “ l *" ml,clH ‘ r 
( scluft ciiies Maximums ode, 

honor, dm dieselben nor vowchiedono ThZ i mmlich 

au , 7 oJdlc d ch die Hauptsiitzo bezieLn „„ ' T"'^" '‘W sind. 

aul denon die letztcren boruhen, aue , in <-rm.de, 

schemend sohwierigorcn Sateen fortwirkon a„. 

Pei don von mi, angostollten Vorsuelmn i: 
rem aynthetiseh zu behandeln, sUdho o si "b 
ungon von Figuron, cbone, «plmriHcho „»«! k > T’ ‘ T ,liw <Wl 
j ? WC1S , 0 violmohr die s,.lnt,is ( ' IU< h / 

orheischon, als die keirpe, lichen I* 2 • A an,ll ' ms VVrfohnm 

zulassen. [lie, wird, ala nine kloino l'robo [Z Hnvoiaarton 

1<,gurai dora - - - pHunui 


Von den ebenen Figure,,. 

:,^ r »»!'«" gin 

U a l U °! 1 um * oke hrt“ Ode, m ?t Jdorm w'T ‘ S<,llonk,,|s '"an)< ! 

»Jedes unirleich *rhnn n ■ mc * om ^ Wortoii: 

Slch in eln and ere, s (gleiehso I A/U ( Tlil - Vl 1) lii.ss 

ch! t s e n d gIeichor Sll' VH " »»■ 

, . b ldeinero Schenkelsummo h*t * i ^ v<u ' Wi, "dcln, web 

sarnie Axe A, die dnroh dio q T* B «“« »«f «ino be- 

Grrundlinie geht, symmetriseh ist « * Und difl Mi “« ™ dor 

iT&tZxz T, 

Paralleltrapezes ADJSB «,» • ‘ e , l . tou 0< i er <'rundlinien ,)// /wc • 

S'-oST iod< -S'wiStr 

nJedes Paralleltrapez AHTi'n 

*” <ler “ Grundlinie At, od ,f n’t- ’ *" d<lr «.««» 

• we,chom " is - rr.tr 
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haben, and welches in Bezug auf eine Axe X die durch die 
Mitten (m,K) dor pa rail e Ion Seiten g’elit and auf die sen aonk- 
recht steht, symmetrisch ist.“ 

Wie leiclit za sehen, folgt dieser Satz unmittclbar aus dom vorher- 
gelienden (§ 1). Bonn ist DE<zAB, so sind die Parallcltrapeze A DEB, 
adeb immer als Tlieile zweier Droiecko ACB, acb anzusehen, von wolchen 
sic mittelst der Goradon JJe abgesclmitten sind; and da vennogc dor 
Parallelitat der droi Gcradcn. Aa, Do and Co die Seiten der Parallel- 
trapeze, namlieh AD and BE, ad and be, von den zugchbrigen Seiten 
der Drcieckc AC and BC, ac and be proportional© Tlieile sind, so muss 
folglich, wenn ac 4 - be < A. 6'+ B C, auoh ad-\-be<C AD-+- BE sein. — 
Wemi insbesondore die gogebenon Grundlinion oinander glcicli sind, also 
AB gleieh DE, dann ist ADEB ein Parallelogram m, adeb ein Roohteek, 
and der Satz bloibt oifenbar auoh fur diesen Fall giiltig. 

§8. Mittelst der beldcn vorstehenden Saize kann nail jedes beliebige 
convexe Violook V in ein anderes Vftdoek V { von gleicluun In Indie vor- 
wandelt wordon, welches kleineren Uni fang hat und in Bezug auf irgend 
eine Axe X. symmetrisch ist. Dies mag durch folgondo Beispiele an- 
schaulich gemaclit wordon. 

I. Es soi ein Droiock ABC (Taf. VI Fig. 2) gegeben. Aus den 
Ecken desselben lalle man auf die beliebig angenommene Axe A r, Porpen- 
dikcl A.a, Be, Cc, trago das Stuck Bl) des einen Perpcndikols B<\ wel- 
ches innerhalb des Drcieoks Iiegt, symmetrisch auf die Axe X , so dass 

eb ed und bd » BP, 

so hat man das symmetrische Vi creek abed, welches mil. deni gegobenen 
Droiock gleichon Inhalt aber kloinoron Umfang hat. Bonn vermbgo der 
Construction und zufolge § 1 ist 

A BA D «= A bad, 

aber im Allgomoinon ah~\~~ad<C AB-+-AD; ebenso 

A BCD — A bed, 

und cb-\-cd<LCB-\-CD; mithin ist der In halt des Dreieeks ABC gleieh 
dem Inhalt von abed, aber ab-\-bc~\~Gd~\~da C AB~\ -BC \~CA. 

II. Burch eine none Axe Y, wolohe zu der vorigeu X senkreeht ist, 
wird das erhaltene Vierock abed auf gleicho Weisc in ein anderes Viereek 
otftyo vorwandclt, welches boi gloichom Inhalte wiederum kleineren Umfang 
hat als jenes, und welches in Rucksicht boidor Axon symmetrisch, mithin 
gleichseitig odor eine Haute ist und den gogenseitigen Durehsclmitt der 
Axen, namlieh g, zum Mittelpuncto hat. Also wird mittelst zweier much 
oinander folgonden und zu oinander sonkrochton Axen X, Y jedes boliebige 
Droiock ABC in eine Haute affyS von gloichom Inhalte aber kleinerem 
Umfango vorwandclt. Es kann aber aueh mittelst dor erston Axe X allein 


Einfache Boweisc der isopc.-imt.tris.-htm 


das Dreieck ABC in cine Haute verwandcdi ,1 

Malt desselben (lurch das Herpondikol lie gehitiftei w'ird 77 dei 

so *st abed erne Rauto. 

(-“i v h ?f ^ 

der Axe X in ein symmetrisches Zehnock abf tv <t v // " ' U ' n 1Ulttl ' lst 
ches vermoge der correspondironden Dreioeke' und IVall .'i™'” 1011 ’ * o1 ' 
§1 und §2 gleichen Inhalt aber kloineron I'mfang 8Ufu,g# 

Es ist klar, dass durch eino neue m y 1 , 1 alfl Jones. - 

haltene Zehneck im Allgemeinen in oin W v 7 * ° Ax . < *. Y <!;,s 0,,Q u «■ 
bei gleichem Inhalte abermals kloinoron 'ihuL^T"'' ‘‘ 1 Wir<1, mkks 
Hucksicht beider Axen X, Y symmetrisch ist "V 7 ““ d wolcilos ® 
zum Mittelpuncte hat. ‘ ’ a H0 der.-n Durch, schnitt 

Anzahl » SdteTid^^^f 77 V vow ir «‘'nd oiner 

cck V i von gleichem Inhalte aber kloinerem n‘ 7 "" 8J ' mm ‘ ,(r '«'h.<s Viol- 
- Allgemeinen und hochstens , 2 ^ 1 * 0 ”^ ^ ” 

zweiten beliebigon Axe X in oin ow . y a ’ ^ >nm ' titilfel.st eincr ' 

™ **£ 

willkiirlichen Axe X Z u einem *" 7 80 g'dangt mnn mittolst dor 

f tens »(»- 2)H-2Sei weSrbTrf^T 1 . ™ hoi 

7 aIs J edes der vorhergehenden; - Welu/Zl " kI * , t IM, ' r,MI ''"'fang 
zu der ersten X, senkrecht ist so 1.7 , 7°f (ler< ' (ll « «wuito Axo 
punct M und zwei zu einander rechtwinkli « ^ 0ck f » Mittal- 
aber hochstens nur 2(2 n £) Q •+ g ° S y“»notral-Axou ( X und X ) 
Vieleck V V ? 4) ® Clten ’ und alsdann hat auch I. d os , 

*“ *■ * 

;■**»? j- , wi »“ * *-<" 

K von gleichem Inhalte aber kleinerem TW^ W ° U1 amk,I ' ( 's Vieleck 
cbes so viele Seiten haben kann als 2 U 7 g ° V(,rwa,1(1 eln l-issl, w.-l- 
-Seiten sehr gross, oder unendlich ^ ^ ^ der 

mcht wachst, sondern schwindet fede c?77’ 80 InUHf b da tier Cmi'ang 
endlich klein werden, und miS der Umf “ hr kk "“, oder 2 

Curve sehr nahe, oder unendlich doa Violo<!k ' s ** <rg<-nd eiu.-r 

jede gegebene Curve T als VieL7 ’ koin meu. Da in gleid,,.,., sinne 
deinen Seiten angesehen werden kann 01 ^ 11 ??? 1 * 011 viclt!M u, *d mn-ndlicl. 
namhche Verfahren mittelst einer beliebi ff el° f ^ diowI,Ki . du.-rd. das 
Curve ^ von gleichem Inhalte aber St n i[ ‘ “«»« 

e e m Rucksicht der Axe X, symmetrise^ ^ T Vl!rwa “deh. lasst, 

Cbenso golangt man 
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mittelst einer zweiten, zu X x senkrechten Axe X 2 zu einer Curve V 2 von 
abermals kleinerem Umfange, aber demselbcn Inhalte, welche zwei zu 
einander senkrechte Symmetral-Axen X 17 X 3 und daher emeu Mittolpunct 
M hat. ’Durch fernere beliebig gewahlte Axen X 3 , X i: ... entstehen 
neue Curven Fy, V 4 , . . . , welche bei gleichem Inhalte nach der Eeihe 
immer kleineren Umfang haben, und wovon jede einen Mittolpunct und 
irgend zwei zu einander rechtwinklige Symmetral-Axen hat; aueh nahern 
sich dadurch die Durchmesser der Curve offenbar immer melir der Gleieh- 
heit, d. h. der Unterschied zwischen dem kleinsten und grossten Durch- 
messer wird immer ldeiner, indem durch die Verwandlung, wie auch die 
neue Axe gewahlt worden mag (nur nicht dem grossten odor kleinsten 
Durchmesser parallel), der grosste Durchmesser verldeinert und dor kleinsto 
vergrossert wird, wie leicht zu sehen. Durch zweekmassige Wahl der 
neuen Axen konnen jedoclx die Durchmesser rascher der .Gleichheit naher 
gebracht werden*). 

Demnach kann jede geschlosseno convexe Figur V, mag sie von gora- 
den oder krummen, oder geraden und krummen Linien begrenzt sein, mit 
Beibehaltung ihres Inhaltes, so lange verwandelt und dadurch ihr Umfang 
verkleinert werden, als dieselbe nach irgend einer Richtung koine Symmetral- 
Axe hat. Hiitte aber die Figur nach jodor beliebigen Richtung eine 
Symmetral-Axe, oder wiirde dieser Zustand nach oinigon Vorwandlungon 
herbeigefiihrt, so bliebe sofort bei alien Mgenden Vorwandlungon dor Um- 
fang sowohl als der Inhalt constant, oder vielmehr, es fande koine eigentiiche 
Verwandlung mehr statt, sondern die neue Figur (V x ) wiirde slots mit 
der alten (V) congruent sein. Eine solche Figur aber, die nach alien 
Richtungen Symmetral-Axen hat, muss nothwendig einen Mittolpunct M 
haben, in welchem sich alle Axen sehnoidon; dorm derselbe wird nach 
dem Obigen schon durch irgend zwei zu einander sonkrechto Axen boding!.. 
Ferner miissen alio Axen oder Durchmesser der Figur einander gleich scim 
Denn sind z. B. X l9 X 2 (Taf. VI Fig. 4) zwei behebige Axon dorsolbon 
und X diejenige dritte, welche mit jenon gleiche Wmkel bildet, (also a 
gleich p), so muss dem Endpuncte A der Axe X % in Rezug auf die Axe 
X ein solcher Punct C entsprechon, welcher sowohl im Umfange dor 
Figur Vy als in der Axe X, 2 liegt, folglich muss C dor Endpunct der Axe 


*) So z. B. kann auf dieso Weise eine gegebene Ellipse V mittelst einer einzigon 
Axe X in einen Kreis V x verwandelt werden, (lessen Durchmesser alio einander gleich sind, 
und welcher unzahlige Paaro zu einander rechtwinklige Symmetral-Axen hat. Niimlich 
sind a, b die halben Axen der Ellipse, so constraire man die Gerade r gleich Vab, 
trage dieselbe als Halbmesser in die Ellipse ein und nohme sofort X zu diesem llalb* 
messer sehkrecht an, so wird die neue Figur V 1 ein Kreis sein. Da r nach zwei ver- 
schiedenen Richtungen sich als Halbmesser in die Ellipse eintragen East, so kann auch 

A Air A V 1T> f/WA? WAK*OAllt A/1 ATI AVI I? { /‘Ilf 11 Tift-All /Iav TP Aivl AWim AMiri *! 
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X 3 sein; dahor sind ferner die lmHxm Axon i/,1, t \jc ... i .... 
die ganzen AB, CD einander gleieh. Ik-mzuf,,),.,. '!“ :ili 

zige soJche Figur, wolcho nach jeder Ri, ■!,.«>,« ,i„. s„ milt “ 7* 
und dieselbo ist dor Krei.s. * u tral-A\,. 

den lU: "° r - 

Hauptsntz, 

» Unto r allon Figuren von gloioluoii , 

den kloinwton Umfang;* uml uingeleliri : "' r K,,i 

" mr rr h .*‘ Ki "- 

Duin. man donke sich diokniism Fhmr l* i *' * 

stimmten Inhalto don mbglidJt kleinsttn { ,» t r ; , , H ‘‘ Jrif, * n,i b 

nach J?® Fichtungoti .syLoiLth^ t" ““T** 

emer Richtung nicht, so lias.,. s i„ N j,h Illitl ,l , !'.* ,Wch ir «« 

gezogonen Axe X in oino mulero Kiwir I* " Htihrun, 

Inhait, aber kloinoren Umfan g hnttl; \hj« nC'"2 i • "I' -'" 
welche dor zwoitou V illmlirh m»d ■# i 1 *’ nun* tlnltti Hpr 
latte, rftaUr pfc.ii |„ h „|, ;ll J f' 1 *'" 1 '"'"I 

also a licit V 1 > V -was dm* Ammlo,, . , /Htltc, also } >J t un ,| 

alien Eidhtunjon symmotrtoh uml MgUeli ’w' Ki'.'.'ii, ’ ‘“* 

-J* u “ r '"«‘ - - ItT,^ . 

•J U: wX“;:: srr, *. * - 

ubor Maximum und Minimum, wo th H * U,, ‘ t Au!: ' aln ' n *»««f SStw 

faltigen Bedingungen stattfinden, moist feltVSi iTT 

als blosso Zusatzo herleiten, was id ijT • ^ l,wr *“’«»* worton und 

fuhrlich nachweisen wordo. Uebrigoiw kann'T n” "'"’ »««• 

noch auf zwoi Arten oiufach bawiiismi *' i wider audrmi 

ihrer Strengc, sich .**«* tli " Art. »«er 

fur die spharischen Figuren stattfindet’ S '‘ f aueh 

frageu: 7 ' ^ Bmg ^ dl ° obi « e &>tr*ohtung (§ 4) Ui Hs t sich hior noeh 

wenn sie zwei Symme^ral-Axoi/jif f * »« habon, 

belie bigen gegobonen Winkol « • , l ’ ‘ Ut wi ‘ l11 unl «r oiuom 

dem Umfange dor Fig Ur IlUr j <,n ’ ,Uui v »*» dmurn jode 

Die Erorterung dieser Fra<m linf» **V , Unfltwn t?“ 

at ausser den beiden gogobencn Svm !* t ’T 1U, ' S ^K^uiiss. Dio Fignr 

^einen noch mehr, niimlkd! X 7^^" A *** X V »« Allgo- 

IJ eme bestimmte endliche Anzahl 'Ll s os 8 ’ und S!War <‘“twod«r 
namhch beziehlich « :it commene’uratL^ vi " lf - i** uaohdom ^ 
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I. Wenn an commensurabel, etwa gleich 1 : to, wo to irgend eine 
ganze Zahl ist (ware a : it gleich n : to, und n ebonfalls eine gauze Zahl 
>»1, so wiirden, in Bezug a,uf alle Axen, X und Y nioht unmittolbai auf 
einander folgen, sondern es liigen n — 1 andere Axen zwischen ihnen), so 
hat die Figur V ixn Ganzen to Symmetral-Axen, die sich in domselben 
Puncte M schneiden, und deren Abschnitte nach der Reilie um den Punct 
M herum genommen, abwechselnd einander gleich sind. Der Umfang dor 
Figur besteht aus 2 to glcichen Theilon, namlich zwischen den nach glei- 
cher Seite hin liegenden Endpuncten je zweier unmittelbar auf cinandei 
folgenden Axon liegt ein solchcr Umfangstheil; dicso Theilc bleiben un- 
bestimmt, d. h. einer derselben kann willkurlich angenommen wordon, 
kann eine beliebigo Linie oder Curve sein, und dann sind alle anderen 
durch ihn bestimmt. Im iibrigen sind dabei noch zwei Falle zu uutor- 
scheiden, ob m gerade odor ungerade ist. 

1) Wenn m gerade, so ist M Mittel punct der Figur V, und dio m 
Axen sind abwechselnd einander gleich. 

2) Ist to ungerade, so sind alle Axon einander gleich, die Abschnitte 
aber, in welche sie durch don gonioinschaftlichon Durchschnittspunct M 
getlieilt werden, sind nach ihrer Aufoinanderfolgo abwechselnd einander 
gleich. 

II. Wenn a: it incommonsurabel, so hat die Figur V unondlich vielo 
Symmetral-Axen, so dass nothwendig nach jedor beliobigon Richtung eine 
solclie stattfindet, woraus man schliesst, dass in dicsoin Falle die I'igur 
nur dor Kreis sein kann. 


Von den Kdrpern. 

§8. Fundamontalsatz. Wenn von einer droiseitigon Pyra- 
mide die eine Kante, die daran liegenden zwoi Soitonfliichon, 
so wie deren Flitchonwinkol der Grosso nach gogobon sind, so 
ist die Summo dor beiden iibrigen Seitenflachen dann ein Mi- 
nimum, wenn dieselben zu jedor dor orstoron, fiir sich bc- 
trachtet, unter gloichen Winkeln geneigt, und mithin einander 
gleich (congruent) sind. Oder mit anderen Worten: 

fl Eine beliebige dreiseitigo Pyramide ABCD (Taf. VI Fig. 5) 
lasst sich in eine andere abed mit einer gloichen Kante (ah gleich 
AB), gleich grossen daran liegenden Seitenflachen undgleichem 
anliegenden Flachenwinkol verwandoln, in wolcher die Summo 
der beiden iibrigen Seitenflachen kloincr ist als in jonor, und 
welche eine Symmetral-Ebono hat, die namlich die gonannto 
Kante- ab halftet, auf ihr senkrocht stoht und dutch dio zwei 
iibrieen Ecken der Pyramide goht.“ 
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Bcweis. Man bczcielmo die unbegrenzfe G.-rnde id Wl ,i. h 

gegebene Kante AB liegt, durch B umi denkc ,drh du’n-h die !! 

D dio unbegrenzten Geradon Q, A parallel mit /', >„ k;; un ,... ’ 

AB und die Eckeu C, 1) beziohlieh in die, sen Ueraden /' (> /> <Ul6 

nommen werden, wo man will, die Pyramid.- win! imm.-r 
Elemente enthalton und stets denselben Inhale Imbon. * * ^ 

InPsei ab gleicb AB und m «ei die Mitte v„u aim, ,» lpU 
mb Die Ebcno X, wolcho in m auf B sonkreeht Meht treile die , • 
anderon Geradon Q und li, zu welehen m gbd.ddall, H wikm-ht L iu ‘ 
und d so wd die Pyramide abed alio gegebenen Klemeute eutlmlton 1 
nacb der Bobauptung dos Satzes die Kignwrlmft 1ml, eu, da.-., die N umnu 
der zwer Soitenflachen aed+bed ein Minimum i,t. Ann der 
o g (c a namlich die Dreiocko acd, bed einamter gteieh *ind und i|m 
Ebenen nut derEbeneX gleicho Winkol bilden). dL . i, den ‘ L. 
a b auf den Flachen acd, bed orrichteten Perpendikrl L, f u ,j,it 
morn luncte * troflen musson, der in der Ebone X liegt, umi daws 

ax =ss Le r 

wie folgt, ausgedruekt werden: ’ " l “" ht * * hin ' h i 0D8 > 

abed = xacd+xbcd—mbc—xM, 

Halt man die Kante ab fest, l&st dagogen die Ecken <• d i, 

- - -A 

ac^-tf-bc^ > aed+bed. 

Da gleicherweise, wie vorhin 

„ , , .. ab °' d ' = 

den wigen '"*»•«** 

SM - tv v •, aac &+*fcA = xacd+xbed 

md lH« ist diesolbo grSssor al, dia Hal •<* »W* n 
^ weil deren i ° 10 Pyramided, 

festen Strahlen ^ ^ ^ zu d,, 

Summe der Grundflachen bei^den W 01 *” 0 ” 5 ,I,U>W die 

- 1 - bei zwei erste“n Ode? "** 

? ui&SOO ScillUhH itl in li 1 1 it 1 1 1 1 a 1 1 « « r '/it 
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machen, bezeichne man die Hohcn der Pyramiden atae^ ccbc.d da die- 
selben ldeiner als r sind, durch r-u, r-v, so liat man nach der letzten 

Gleichung . . , 7 

(r—u)ac l d l -\-(r--v)bc^d l = r .acd-\-r .bed, 

daraus 

r^ac^-hbc^—acd—bcd) = 

und folglich 

ac^+bc ^ j > acd-\-ocd, 

•was die Wahrheit des obigen Satzes bestatigt. 

§9. 1st die Grundflache einer viorseitigen Pyramide DAEEts 
(Taf.VI Fig. 5) ein Parallel trapez AEFB, dessen parallele Soiton 
AB EF der. Grosse nach gegeben sind, und sollen dioso Soiton 
und' die Spitze D der Pyramide beziohlich in droi festen 
parallelen Geraden P, S und R liogen, so bloibt dor Inhalt dor 
Pyramide constant, man mag die Elemonto AB, El, D m don 
festen Geraden P, S, R annohmen, wo man will; hingogen 1 st 
die Summe der beiden Seitenfliichen, ADE+BDF, wolcho die 
nicht gegebenen Soiton (AE, BE) dor Grundflache zu Grund- 
linion liaben, clann ein Minimum, wonn dio Pyramide daefb 01110 
Symmetral-Ebeno X hat, d. h. wonn die Ebone, wolcho durcli 
die Spitze d der Pyramide und (lurch die Mitten m, m x dor 
gegebonon parallelen Kanton ab, ef goht, auf dieson Kanton 
senkrecht stoht. 

Dieser Satz folgt, wio dor blosse Anblick der Figur zoigt, loicht ans 
dem vorhorgohenden Satzo. Bonn dio gogonwiirtigo viorsoitigo Tyramido 
DAEFB kann im Allgemoinen als ein bostimmtor constantor .1 boil von 
der vorigon droisoitigon Pyramide DABG angosohon wordon, woboi dann 
die Summo dor beiden Seitenfliichen ADE-\- RDF, doren Minimum 
hior bestimmt wordon soil, obonfalls zu dor Summo dor Soitonflachon, 
ADC-hBDC, wolcho dort botrachtot wordon, ein bostimmtos constantes 
Ycrhiiltniss hat, so dass also boido Summon zugloich, und zwar untor dor 
lliimlichen Bedingung, ihr Minimum orroichon. 

§ 10. Sind dio parallelen Kanton AB, EF, Gil bines sohiol- 
abgoschnittonon droisoitigon Prismas AEGUFB (Taf. VI Fig. 6) 
der Grosso nach gogeben, und sollen diosolbon beziohlich in 
drei festen Geraden P, S, T liogon, so bloibt dor Inhalt des 
Prismas constant, man mag dio Kanton in don festen Geraden 
annehmen, wo man will, hingegen ist dio Summo der beiden 
Grundfliichon, AGE+BI1F, dann ein Minimum, wonn das Prisma, 
wie etwa aeghfb, eino Symmetral-Ebono X hat, d. h. wonn dio 
Ebone, wolcho durch dio Mitten m, m n m 1 dor gegebenen 
narallelcn Kantcn ab, ef, gh golit, auf dieson senkrecht stoht. 


86 


Einfacho Bcwoiso dor isoperimetrischtm Hnuptsftt£t\ 


Auch dieser Satz folgt, wie leicht zu gehon, iilmlieltcrwoise wie i 

yorige fast umniltelbar aus dom obigen Fumiamontalsat/.o (§ .s), 

insbesondere von den droi gogcbonon Kanten irgond zwei, «,|i, r u jj e j’™ 
einander gloicli and, so folgt aus anderou Griinden Ieielit, dass aud/f 
diesen Fall der Satz untor don mimlichtm Bedingungen sfattiindot. (Jl^ 
ches gilt von dom vorhorgehonden Satzo (§ <)), wenn die beiden < v LhJm 
Kanten einander gloicli sind. h ' ‘ ' ta 

Anmerkung. Es kann noch bomerkt warden, dass auch flj r a. 
w-seitige schief abgeschnittono Prisma, worn, , lessen parallel Kanten !,!* 
geben smd tmd in festen Goraden liogon sullen, der Satz auf atmhe-,. \\f ~ 
stattfindet,. namlich: dass die Sum.no der heiden GrundlhiVImn dam/Iil 
Minimum ist, wenn die Ebone, wolcho tlurch die Mitten je.ier Kantm 
geht, auf denselbon sonkreeht stoht und mithin eine Symmetrel Kbened'.. 
Prismas ist. Dean auch liier bloibt dor Inhalt ties Prismas constant, worn, 
16 S c gcbcncn Kanten in don fosten deration verriiekt w.-rden; jedorl, ist 
durch die Lage jo dreier Kanten die Lago aller iibrigen bestimnd. M 
schliesst daraus welter, dass dor Satz auch fur eine,, beliebige,, r v |i mk “ 
gutig sei, wenn namlich m irgond droi Goraden, welrhe in der (’Gimler 

^C’Z ( m * * *>• “ K “ ta <•<* m .!,« <y£. 

• a Vv , Mlttclst (ler vorstohonden droi Hulfssafzt, (6 H It)*) iti-st 
jeder behebige gegebene convexe Korper A' miter BeiMmltung seines In 
haltes in ernen anderen Korpor Aj verwandeln, wtdeher kleinere OberlPielte 
hat, und welcher mBozug auf irgond oino Kbene A’ symmetrise!, ist. ’ Die 



“ - 

Es sei z. B. irgond ein convoxes Polyodor A' troimben a,, , i tv, 
esselben fall© man auf eine beliobig gowiihlto Ebone X I’*n" n 'I' i' '*? 
diese Perpendikel, in bestimmtor Ordnung a, ^1*1’ ' 

Ebenen, so wird durch die lotztoren das P dveder A S r f 
schmtten weldhe im Allgemeinen nur von tl etl A i l 

Korper solcherArt, die don Gegens land der obim, ,b • «“ * ,WWl ‘ rh 1 ,,Ur 

und zwar vertreten die Perpendikel bier dil Steile l ‘ T ! T M "‘f h ' ,,,i 

Geraden P, <0 p $ w . .. ' ***** 1 ‘lurti^on listen 

wartigen Korper sind Thoilo daToborfo 7 '"'i' ' 1 S, ' 5t ‘‘ ,1,Iiich ''" ,|,,r K'U™- 
so dass die Summe aller iener i* n- 7 d "' S fpw ‘ ,Mmon ‘‘elycders A. 

besteht, odor ihr gleich is! maZl f! 7 r? ' li " M#r (,bur “ 

zwischen den zugehormen drot P aII ° ditwe K»rpertl,e,le ■ jeder 

Symmetral-Ebene haben* so aju— **■ * 0 * enwnmt)n< ’ 1 ’ lwtn H X nur 

en, 80 blIden 810 ausammen ein tm,. r 
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* mit dear gegebeaen K gWctan W, *« 

meto SeiteniUiclren d. das gegoben. P°ly.dci A. 

das Perpendikel eine Kante trifft, odor m einer Seitonflaclio liog , |. 
aber das Perpendikel insbesondore dutch zwei Ecken, odor goM oa » m 

durch das Innere des Polyeders K, sondorn nur “ llL ^ ^ 10 q j s c it c n11aohen 
qa hAwirlct es keine Vermehrung der Ecken. Die hull > 

vermehrt sich raster, namlich durch jcdes Perpendikel wlch^ om 
Seitenflache des Polyeders K trifft, kann sic urn zwoi odor mdn Lmliort 

— leiche Weise kann nun ferner das Polyoder K, mittolst oiaer 

- :iss: iSSS 

verwandeln- wobei der Inhalt constant bleibt, dagegon (ho Oborllacke s oh 
n ■ ’ ,i;„ 7 a i,l der Ecken and Seitoaflaclien abor sicb vonuebrt, und 

l Polycdor * gWriaUs eine Synanotral-Eben. 

h “ t ’ WtoMasbcsondore die zweito Hiilfe-Ebcao Y zu der orator 3 j "™ k ; 
recht angoaoararcn, end «rd die Dtootactarttelnnc beidor El du d • 

bczoichaet, s. M *.(«*>) ****** SltaJ 

T y 7u«leicli symmetrisch , so dass z cine feynunotr< * ' , ’ 

fh dS cde . soakrochtc Oorade «i, «W» ** «-««*. *• 
Polyeders \l irgend eincm Puncto a bcgegnet, diosolbe noch m omein nn- 
d In Ce " trifft, und die Strecke oft durch die Axe , goha ltot m d 
Z dritte Ebeno Z, welcho » 

Axe - sonkrecht ist, orhiilt man cm neues Polyoder A ? , y olclics m ne/ug 
If jedo der drei Ebeaca X, Y Z symmetriscl. ist, 

linicn x V, x zu Symurotrnl-Axen, so ™ doren gomemsoba Uicberr Uu. eli 
schnittrrpuuct M Ja Mittelpurrct tot. Wird noa >tal 0 ^ 

beliebiger Ebenen wciter verwandelt, so hat es solort slots 0 uo 1 
punct AT, so me irgend drei zu cinander senkrechte Symmotral-Lbonu , 
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die sich in demselben schnotden, anti drei Kymmetral a*„„ , , 

Durchschnittslinien dieser Ebonen sind. * ‘ A\t «, woicho die 

Da durcli wioderholtos Verwandoln dus I'„h S11 ,;,i, < • 
undEcken crhalten kann, als man will, die (Hnwllarho -dJ * ‘ *' ,f 
so miissen nothwendig die cinzolnon SeitmitlKehen ,»!ef/f 1, i n - ht > 
den, so dm die Oborflache sich irgend oiner kruLmt K ^ 2* ** 

endhcli erner solchen sehr nahe, odor win man sagt, lanmdliehmhl'r ^ 
Wird in gleichom Sinne cine boliobigo eonvexe krtitmm< ol . 1 -' t 
unendlich kloinon obenon Theilehen bosieheml n„*o,,hcn t 

Z zzr^- — 

krummen, odor aus ebonen und krummm, b'V . . ’“"T <nnzi K® 

derselbe nacli obiger Artl W T \ \ m J* 

haltung des Inhaltes, soino Obcwflitoho' mid'. " l' 1 " tln,,ur, ’ , *‘ ,llltlT Koibe- 
Richtungcn Symmetral-Ebenen hat. Worn! XT V » K - • , '“' 1U " IU,! ‘ sllen 
Verwandlungon dieson Zustand erroicht wo or mid l ' illigen 

tung eine Symmotral-Ebono hat*) odor worm Z ' 
diesem Zustando befindet, ho htirt die Vorwm. l) W * A,lfar W in 

die Oberflache sowohl als der Inhalt mifl.ln ' U " K t * U ’ s “ l,Io ‘to 

Ein solchor Korper aber, wolchor nach allon Rid'! U,l { " ’ wli,Kt ''"""inut. 
(und somit auch Symmetral-Axonl Ini 1 •! ""T' ^ v,, »»« , *™l-KI*nen 
Mittelpunct, und cs miissen alio soino ilurohm' m,,, ‘* Wh %'rwroH« muon 
woraus folgt, dass os nur e^Te^ *** 

dass dieser die Kugel 1st. * ^ 11 Vl,| I ,(4r kann, und 


wandlmgen in den beSS^wten^^ehml't *7* oT'' HlWKb 

wandelt werden. Es scien a, * c die L,hffi ’ in *»*<’ A, 

- und ^ set a ’ die 

r tfeich Vabi W Q J|) 11 tlw iw 


, . - ***** oner terndiafa Mt 

ir 7 : " * 

to toto «r*. i W i,„ “ <«. r.m 

” » A die halltou Aitn des MUnatfd, f- . . " j 1,1 <il " tut ul.-idi. 

I.,l»l 

daher tann r nnr &». x. u. “ li,C ‘ "* r > 

** Wl “ -to-ju. e, KUa , 

Nun denke man sich d»«; • !. ~ ' >l "" 

^ 5: :T:rt 
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■ § 12. Aus der vorstehenden Betrachtung schliesst man znnachst folgenden 

Hauptsatz. ' 

Unter alien Korpern von gleichem Inhalte hat die Kuge 

die kleinste Oberflache;“ und umgekehrt: .unter aHemKorpem 
von gleicher Oberflaclie hat die Kugel den grossten Inhalt. 

Der Beweis dieses Satzes ist dcutlich in dem Vorherge rent on ^ 
halten, bedarf also keiner Wiedcrliolung, die indessen anf analogo Worse 
ceschehen konnte, wie bei dem obigen Hauptsatze (§ 5). _ 

g S 13 Aelmlicberweise, wie soeben anf Korper lm Allgemeinen (§ 12), 
kann auch anf solche Korper insbesondere geschlossen werdon, wclcl 
zwischen bestimmten gegebenen Grcnzon sicli befinden, odor sonstrgcn Be- 
db wi. z. B. auf pri—a 
Ser von gleicher Hohe und. gleichem Inhalte odor gleicher Summe der 
Seitenflachen. Fiir diese gonannten Korper tntt m ^ 
Verwandlung (§ 11) die Beschrankung cm, dass die Hulfs-Lbcnc , , 

rSich zu der Grundfiache des Kdrpers senkrecht sem mussen; ans er- 
dem aber konnen sio boliobige Richtung lrabon. Boi don prismatischon 
K^n tan jcd.oh oino ctage taond.,. HnMta. nut < « »« «» 
Grundflachen parallel sein, und zwar ist os dicjemgo, die von den beidon 
letzteren gleich woit entfernt ist. Fiir die beidon Alton von Korpern m- 
goben sich aus dor obigen Betraclitung, wie man loicht bomorkon win, 

folgende zwei Satze; . . , nsTi« 

b I _ Unter alien prismatischon Korpern von gloiohoi 11 u 

und gloichem Inhalte hat dor gorado Cylinder die k 
Seitenflaclie." Und umgokehrt: „Untor alien pr ism at: schen lv n- 
pern von gleicher Hohe und gleicher Soitontlacho hat doi go- 

rado Cylinder don grossten Inhalt. “ 

II. „I)er gorade Kegel besitzt die doppolto Eigensohaft, 
dass or unter alien pyramidalischen Korpern von gleicher Hohe, 

halbon Axen c t gotnoin hat, trago in diese Ellipse wiedemm die Gerade r als 1Mb- 
messor ein, nehrno die IIulfs-Ebono darauf sonkrocht an und vorwandlo nuUelst detselhen 
K u so wird dor none Korper A, cine Kugel sein, _ die dor obigen 1' onioning gonugt. - 
Die Richtigkeit diosor Angabcn ist loicht zu bestatigon. 

Wenn domnach ein gegobencs Ellipsoid A, insbesondere so boschaflen ist, dass 
das Quadrat der mittloren Axe gleich dem Itochtock der boiden ubr.gon A , odor 
b] gleich a lCi , so kann dassolbe inittolst einer einzigen, gohong gowahlton Lbone Y 
in eine Kuffol verwandelt werden. 

Um don. Spiolraum der yerschiedenon Kichtungen, nacli wolchon die Gerado r with 
als Halbmosser in das beliebige Ellipsoid K eintragen lasst, anzuschauen denke man 
sich die mit dem letzteren concentrische Kugelflilcho, welcho r zum Radius hat; die 
beidon Oberflachen werden einandor in einer Curve von doppelter Krummung scline.don, 

durch wolche zugleich eine mit jenen concentrische Kegelfliiche zwoiton Grades gold, 

und diese ist, wie man sieht, dor Ort des Halbmessers r. 
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bei gleichem Inhalto dio kloinsto Suitonfliicho, uml Inti 
Seitenfliiohe don grosstoa Inhalt hat,“ Clet 

§14. In Rfieksicht auf dio ohigu ItotrarhUmg (§ it) i>t i,i w -» 
licherwoiso, wio in § 7, dio folgomlo Frage zu stollen:’ 

„Wolcho Gostalt kann oin Korpor K mbglirhorwoiHo habo 
wonn er zwoi odor droi boliebigo gogohono S v mmol ral.Kl’J'! 
hat, und wonn dio Durohachnittaiiiiio jodor di,-s,- r Khonon mi 
dor Oborflacho dos Kbrpora von jodor Mining, . n U, -radon ! 
nicht mo hr als zwoi Punotoii gotroffon w ini?" 

I Hat dor Korpor A zwoi Synunetrai-Kbcnen A\ V, dio c inon » 
gobonen Wmkol a oinschliosson, und 1st orstou* « ; « ammvnmrih «]' 
etwa gloich l:m, so findon im Ganzon m Syimnotral-PUmon ,ii» 
sich m einer und dorselbon Geradon z sclumidou; dio Durohsolmiiis-Fimro 
m dieson m Ebonon, so wio dio Thoilo, in wolcho dioHolbon durrh <j 
Gorade 0 gothoilt wordon, sind auf ontsproohondo Woi w oinandvr 
wio box dor obigen Figur V (§ 7, I) dio « Axon und doron Ah-dil* 
Dro Oborflacho des Korpors boatoht uuh 2 m Thoiiou, wuvon jodor duroh 
zwox unmittelbar auf oinander foigondo Hyinmotral-Khom-n hogronzt wirtb 
sio smd abwechsolnd oinandor gloich, ho dim ,i- in zwoi Ai.thoiiungen 
zorfalion, doron jodo m Thoilo urnfasst, wdoho untor sioh ghdoh sind- 

2Zr m t ? “ d T einon ^ bthoi,un « gohbrigen Thoilo domm dor an’ 
sie konuM^ r"L- 8 Im fibri,?on *^°‘ bou diorni Thoilo unboHtimmt, 
1st Zr eblg ° Zwi8chon >'»*’» >«Wl.onon (ironzon sola 

i o 8 V-nu mcommen8Urab °l» 8" hat dor KJirpor K unondlich 
« ®y“ m ®tral-Ebonon , dio sich in einor oinzigon (loriulon 0 whiioidon- 

SdS^^| i8U T* ai r r Eb ° m ‘ mit ,U * r <«"***»» don liiklm 

ThL i u 8 ^ r d JOd ° mvA durch dio G tirade a in zwoi gloiche 

iro- en d ^1° <U ° ° b ° rflScho off ‘’ ni * ar *i>“* »* » mdrohung 

iigend omer Curve um die Axo 0 orzougt wird; dice Curve nber (dcit.t 

bis auf die vorausgesotzto Eigonschaft, dim m von irgo.nl outer (uradtm 
und well. IT 1 lMt A ’ d "“ HI™, X, Y 

S.rad4™»V^dlr” M t * m i Y ’ X * i» « 

welch. zuiouTur ,£?' W,nk '; 1 " «• f> T - 

den droi Winkeln irgond zwoi etwa a UndT M ' ,l,uId von 

der Korper in RiictaiVM • ) * 1 mit “ *H«oininou.suntltol sind, 

ft*) - ^ 

drei Winkel mit it inr*nmm t i E,)l ‘ r inir *r tier 

mit « caml^bTr ,*l ° d ” r k "»"- - « 

unto d»T«TCte tn '' "** in ,l..m M, hJH 

Geraden 2 , ” „ £ “ T d » l.«.d.li.l. .lurch die 

’ h Sd,m ’ mi «W« *«* m mUmm Kimui-u. 
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„„i Ebenen jedes P«»res nersdnedenei. Systemon angchoton)^ r 

rs * °=^ L t'z 

S ;f;rac"i“ii u :i w «***» 

M Z 7) , i^r dorsclbcn g lci.h **, «dcr, ™ boi ato A„„chl 
Z iZJ Mnaltamnt, « dor cine gleick i« »nd jedor dcr bonlcn 

“ bri Wet 1 d.r Kort« i drei bcliobigo Symmotral-Ebencn k»t, 

die oinander in drei Gc.ndcn seknoiden, so ist « un Align- 
meinen eine Kugcl. 



Xjeloer den Punct der Ivleinsten Enttermmg. 


Monatsbericht der Akademie der Wissenschaftcn z« Berlin 
a. d. J. 1837, S. 144. 



IJeber den Punct der bleinsten Entfemnng. 

(Bericht fiber elnen am IS. November 1837 in do, Altaic der Wisscsctafton 
^ in Berlin gehaltenon Voitrag'.) 

, • T) A+va r'BfiTnfpen wircl die cluxTixlvieristisclK- 

Dutch leichte goometnsche " ™, on dcll ^ Summc 

, a ' fS * gegebenen Punctcn cm Minimum ist d. h. 
seiner Abstande von nenoD% b b ancloron ihm nalio liegcn- 

ldeiner ist als die Summc der En' emu g j a i-i • ster Entfernung von 
den Punctes, und weloher do = SLt.W 
jenen Puncten" hersst. Die Betrachtung punda ^ Falle> die 

gonometrisclie und polyedrome nscie J- ^ ^ dcrsclben Ebone odor 
gegebenen Puncte mogen ^ ^ besondcrer Ftlll untor alien Punctcn, 
beliebig im Raume. ^ -rn : -] lc liciren derjenigo bostimmt, 

aic » ^ 
wclchct E ““S ”t d“ r olative'r Punct Hoinstor Bnttornang ist. 
fernungen Eat, odor ein , ,, dosionicen Punctes gofunden, 

Auch witd *» *J«m «* 

fiir welclven, wonn man fa _ Summc der Producte ein Minimum 

gegebenen Coefficienten muitiplieirt, die Sum *■ ^ 

iSt f T ^Eemer^kd noch’durcli ein anderes olemontares Verfaliren dor- 
umfasst. Pernor wiru noon ton Potonmi seiner 

jonige Punct bostmimt, for vie o on, b Cooflicionton multi- 

Sul” 

L beiden vorigon umfasst uud von dem Tcrtaor borate hoi ™ “ 
doren Gclegcnhcit angedeutet wden Ut (Ov> lie’s Journal Bd. XIII. b. «) ). 

*) Bd. II. S. 16 diesor Ausgabe. 



Von dem Krummungs - Sehwerpuncte 
ebener Curven. 


Crollo’s Journal Band XXI. S.33-C3 und 101-133. 

(Austor aus oilier am 5. April 1838 in dcr Akadomie dor Wissonschnften 
zu Berlin gehaltonen Vorlesung.) 


Ilierzu Taf. VII und VIII Fig. 1 — H- 



Von dem Krummungs - Sekwerpuncte 
ebener Curveii. • 

Bei Untersuchungen fiber Maximum und Minimum in Riiclcaiolit geo- 
metrischer Gegenstando wuvdo ich auf nachstehendc Aufgabon gelii lirt: 

a) „Weun aus einem boliebigon Punete /• "‘dor |,J ^ CUC 
einer gegebenen und stetig convexou Carve 35 aul alio .1 an- 
genten dor lctztoron Povpondikel gofallt warden, so hogon die 
Fusspuncte in irgend einer Curve V; denjonigon Panel ^ ku 
findeu, dessen Fusspuncton-Curve « den kleinsten Inhall, hat. 

U) Wenn die gegebene Curve 33 in Hirer Ehene aul einer 
festen Gcraden G so lange roll!., bis. sic sich gam/ umged relit 
hat, so boschrei-bt jeder mil, ihr verbundone Punct, t> irgend eine 
Curve W; denjenigen Punct S anzugcbon, welcher die Curve w 

vom kleinsten Inhalte be'schreibt." Und 

c) „Die analoge Frage, wenn die Curve 95 auf einer lenten 
Curve U so lange roll t, bis ihr ganzer Umfang die lotztere bo- 

rfihrt hat.“ • ....... 

Es zoigte sich, dass den beiden ersteren Aufgabon em und derseibe 

bestimmte Punct S genfigt, und dass uberhaupt das (reset'/ stattlindet: 
dass fur irgend oinen Punct P die Curve W allemal gerado 
doppelt so grossen Inhalt hat als die Curve Jener ausge- 

zeichnete Punct 8 aber, welcher die Curven (v und w) vom kleinsten In- 
halte orzeugt, hat in Bezug auf die gegebene Curve 35 die merkwiirdige 
Eigenschaft: „dass cr ihr Schwerpunct ist, wenn die Uewichte 
ihrer einzelnen Punete (die sic in unendlioh kleine gleiclie 
Elemente theilon) sich verhalten, wie die respective!) Kriim- 
mungen, oder wie die umgekehrten Wertho der zugehimgen 
Krummungsradien.“ Deshalb ist der Punct 8 „Krummungs-Sch wor- 
punct“ der Curve 35 genannt worden. Von ihm und von dem Inhalte 
der ihm entsorechenden Curve t? oder w hangt der Inhalt der jedom an- 
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deren Puncte P entsprechenden Curve V oder W ab, und zwar nach dem 
Oesetz: „dass Puncten, welche gleich weit von 5 entfernt sind 
urven von gleichem Inhalte entsprechen; und dass die In’ 
haits-Zunahme dem Quadrate jener Entfernung proportional ist.“ 
Bei der dntten Aufgabe (c) ist zvvar derjenige Punct welclier die 
Curve w vom klemsten Inhalte beschreibt, im Allgemeinen von dem vorigen 
( ) veischieden, mdessen hangt er doch wesentlich von diesem ab, und 
seme Eigensehaft ist der des letzteren ganz analog. 

1st die gegebene Curve 9$ nicht geschlossen, & ’oder wird nur ein be- 
lebiger Bogen AB derselben berucksichtigt, so dass nur auf die Tangenten 
cieses Bogens Perpendikel gefallt werden, oder nur dieser Bogen auf der 
asis rollt so giebt es gleichwohl einen bestimmten Punct R, welchcm 
d le klemste Figur * oder w entspricht, und derselbe hangt wesentlich von 
n em ogen AB entspiechenden Puncte S oder @ ab (ausserdem 
noch von der Selme AB und bestimmten Winkeln). Auch ist dann ebenso 
dei Inhalt der jedem anderen Puncte P entsprechenden Figur V oder IF 

7nlt em i tand i de ® Punctes P von R abhiingig, namlich die Inhalts- 
me * oer w allemal gleich dem Quadrate dieses Ab- 
standes multiplicirt in einen constanten Coefficienten. Dadurch wird die 
Quadratur aUer solchen Curven V oder IF auf die von , oder « zurhck- 
gefuhrt. Wiewohl man sich yielfach mit dergleichen Curven beschaftigt 

o V Tin 11 me . meS ^ ssens c ^ eses einfache Gesetz sicli nirgends 

uf estellt Trotzdem ist der Beweis desselben, so wie der zuvor ange- 

deutetenSatze, kemes vegs schwierig, sondern es kam vielmehr nur auf 
das Auffinden der Satze selbst an *). Jetzt werden sie sich auf ver- 

rtct “ e w ! r iSea lassen - Hier S esc “ « auf geome- 
tuschem Wege dutch bloss elementare Betrachtungen , und zwar ohne 

Voraussetzung der erforderlichen, anderweitig bekannten Hulfssatze. Niim- 

die Betiachtung mmmt der Hauptsache nach folgenden Gang. 

e * nfi,ahen Fundamentalsatze die wescnt- 
lichsten Ei 0 enschaften des Pimctes der mittleren Entfernuno- oder des 

^^8?. tr“ S,Ste r »benerP„nete entwicMt. Sodann wendet 
sich die Betrachtung zu den Fusspuncten-Vielecken V in Bezuo* pin 

SfsZStf Eigenachaften 

di. 2S r ? S' D " Se EeSUl ““ e «■«<" » 

• H 1 ; , ™” v m B “ u « “ f gegebene Curve Si- waa 

mittelbar folgl, wem. man jenea Vieleek 5S in eine Curve ubergehen a“°t 

iWenn man di, Zabl der Seiten nnendlich g„aa and petite nn 
S l«eb , Wg , d„ 

unbeantwortet. geaeutet, sie bheben aber, wie es scheint, 
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endlich klein werden lasst. Wil’d nun weiter das Vieleck 33 auf einer 
festen Geraden rollend fortbewegt und dabei die von den mit ilim vei un- 
denen Puncten beschriebenen Figuren W beriicksichtigt, so zeigt sich, dass 
auch hierbei die Hauptresultate sich gleicherweise auf die Eigenschaft des 
Schwcrpunctos griinden, und dass dieselben besteken bleiben, wenn^das 
rollende Vieleck in eine Curve 35 iibergeht. Endlich lasst man das Viel- 
eck 35 auf einem festen Vielecke It rollen, wobei sich wiederum analoge 
Resultate ergeben, die auch fortbestehen, wenn die Vielecke in Curven o 
und 11 tibergehen *). In diesem letzten Falle gelangt man zu den allge- 
meinsten Resultaten (§ 34) ; sie umfassen gewissermassen _ alle vorhergehen- 
den und gestatten ausserdem noch zahlreiche andere specielle Folgerungen 
( r 35)- auch folgt daraus unmittelbar die Quadratur vieler Curven, wie 
i B. dor verschiedenen Arten Cykloiden, des Raumes zwischen parallelen 

Curven, u. s. w. T ± i 

Beilaufig bemerke icli noch, dass der gegenwartigen Untersuchung 

eine andere zur Seite steht, welche sich mit den folgenden Aufgaben und 
dem was unmittelbar damit zusarnmcnhangt, beschaftigt, namlich. 

’a) In der Ebene einer gegebenen Curve 35 denjenigen Punct M zu 
bestimmen, dessen Fusspuncten-Curve in Riicksicht auf jene unter alien 


die lriirzeste ist? . ^ , 

B) Wenn in der Ebene eine gegebene Curve 3S auf emer festen 

Geraden G rollt, denjenigen mit ihr vorbundenon Punct M anzugeben, 

welcher die kiirzeste Curve, w beschreibt? Und 

Dasselbe, weun die Curve 35 auf einer festen Curve ll rolltf 
Audi hier findet sich: „dass ein und dorselbe Punct M den 
beiden ersteren Aufgaben zugleich geniigt"; oder noch mehr, es 
findet sich das allgomcine Gesetz: „dass die irgend einem Puncte t 
entsprechende Fusspuncten-Curve V ( a ) gerade ebenso lang ist, 
als die von ihm beim Rollon (p) beschnebene Curve W Dies 
fulirt zur Vergleichung der Lange vieler, anscheinend sehr verschiedener 
Curvenpaare und gewahrt dadurch einige interessante Satze. 

Fiir alle drei Aufgaben liisst sich die cliaraktenstische Eigenschaft 
des Punctcs M auf geometrischem Wege angeben. 

Durch diese Untersuchung gelangt man auch unmittelbar zur Rectifi- 
cation einer bestimmten Reihe von Curven. 


*) Zu diesem Gauge der Betrachtung gaben die beiden speciellen Satze von 
Qucrret, Sturm und Llmilicr den ersten Anlass, welche in Bd. I. S. 51 des Me schen 
Journals (cf. Bd. I. S. 15 dioser Ausgabe) sich angefiihrt finden, und welche zunachs 
den daselbst (so wic Bd. 11. S. 265 desselben Journals, cf. Bd. I. 141 dreser Ausgabe) 
bewiesenen allgemeinen Satz zur Folge hatten, als dessen weitere Entwickelung die voi- 
liegende Abhandlung zum Theil anzusohen ist. 



U '" V ° m Kn^muags-Schwerpuncte ebener Ourven. 

Vom Puncte der mittleren Entfernung. 

A M, B CMV^Fif 1) einer G^T X ***' beliebi § en I'^cten 

lr ™ AB drei P araIlele Strahlen 

• , AL ~ a > MN = m, BD = b 

We f *^“1, u“d h si?gle“h " S “efz‘r d ^ ^ ““ 

r\ . a 'Q x -\-bb i = « 

wegen der parallelen StaW«r'° JCV “ E so ist 

mi m,t - 

. . ME-\-EN= MN — :m 

ist, jene Gleichung (1) fo]gt. 

Hierbei ist nocb zu bemerken : 

Oder auf verschiede^nenSdten ckrGe ^ M> B auf derselben 

teren Me Strahlen, die 5 *r aind iza letz- 

gegengesetzt, die einen als positiv dt l S “ V °“ X lie ^ en ’ a]s eut ‘ 
Dreser Gegensatz kann entweder in de n^T ^ aeg ‘ dth zu betraohten. 
+ und — angezeigt, oder unmittelbar in dX”^ P durcb die Zeiclion 

tX enZeiChen entSprache ’ ebe “ die obige Gleichung (1) geschrieben 

Gellt Esbesondere die Gerade X j u v 

® ««+t = 0 Unc ‘^ sohatm “ 

», «?1 .mil S der ZZfxwE* D«‘ b E“f 8 i '" M * «• Stejdon 

<W lViatel fort™ .in reclter d “ Der Fiafaehhoit wcgen S „]I dahlJr 
ubtigens our dieser Fall allein znlisof.. /“ ls “ s pateen Satan iat 

- z&T*Zss; rt; 
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so folgt aus jener Gleichung (1) 

(4) aa-t-p& = (a+P)m. 

Werden daher die Puncte A und B als fest, und die Grossen a und 
p als ihnen zugeordnet gegebeue positive Coefficienten betrachtet, so er- 
geben sich aus del' Gleichung (4) nachfolgende Siitze: 

& a ) Sind in einer Ebene zwei feste Puncte A und B nebst zuge- 
horigen Coefficienten a und (3 gegeben, und sind a und b die Abstiinde 
der beiden Puncte von einer boliebigen Geraden X, so ist die Summe 
a a-j-$b stets gleich dem Producte (a -+-$)m aus der Summe a-kP der 
Coefficienten in den Abstand on eines dritten bestimmten Punctes M von 
jener Geraden X. Dieser dritte Punct M liegt in der Geraden, die A und 
B verbindet, und tlieilt sie in Abschnitte, die sich umgekehrt verlialten 
wie die ihren Endpuncten zugeordneten Coefficienten (3). 

5) Soli die S umm e a a-\-$b einer Constanten K gleich sein, so dass 

(5) aa-\-$b = (a-pp)m = K, 

so ist auch das Porpendikel m constant, so dass der Ort seines Buss- 
punctes N cine Kreislinio ist, welche M zum Centrum und die Gerade X 
in alien ihren Lagen zur Tangente hat. 
c) 1st insbesondere K gleich 0, also 

(6) aa-hfl& = 0, 

so geht die Gerade X ; wcil m gleich 0 wird, in alien ihren Lagen duich 
den Punct M. 

§ 3 - 

„Sind in einer Ebene irgend n beliebige Puncte A, B, C, D, ... 
nebst zugehorigen (positiven) Coefficienten a, p, y, 8, ... ge- 
iveben, so giebt cs immcr cinen anderen bestimmten Punct & 
von der Beschaffenheit, dass, wenn aus jenen Puncten sowohl 
als aus ihm Perpendikel a, b, c, d, . . . s aul jode beliebige Ge- 
rade X gefallt werden, dann jcdesmal folgendo Gleichung be- 

steht: 

(7) aa-PP&-Pt<H-odG = (a+pH-T+oG )«•“ 

Der Beweis dieses Satzcs ergiebt sich leicht durch wiederholte An- 
wendung des obigen Satzcs (§ 2, a), namlich, wie lolgt. 

Es seien zunachst nur drci Puncte A, B, C gegeben. In der Geraden 
AB construire man den Punct M, fur welchen 

AM-.BM = p:a 

ist, so kann in Riicksiclit -jedor Geraden X stets gesetzt werden 

a a-\-$b = (a-hp)w. 
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ISfun suche man in der Geraden MG den Punct N, fur welchen 
MN: CN = y : (a+p), 
so ist in Riicksiclit jeder Geraden X 

(a-pfym-j-yc — (a -\-$-\-y)n, 

und mithin 

aa-l-pS+ifc = (a+p-f -y)n, 

was unserem Satze gemass ist, indem der Punct N und das aus ilun auf 
die Gerade X gefallte Perpend ikel n beziehlich die Stelle von S und « 
vertreten. 

Ware nun nocli ein vierter Punct D gegeben, so suche man in der 
Geraden ND den Punct P, fur welchen 

NP : DP = 8 : (a+p +T ). 

Dann hat man far jede Gerade X 

= (a-pp+Y-(-8)p 

und folglich 

aaA-p$-|-yc-f-5^ = (a-t-p-f-y-i-8)^ 

was wiederum dem Satze gemass ist, indem P und p die Stelle von ,s' 
und s einnehmen. 

Es ist klar, dass man ahnlicherweise zur Bestatigung des Satzes «e- 
langt, wenn 5, 6, ... n Puncte gegeben sind, und dass durch dieses Ver- 
fahren nicht nur die Existenz des eigenthiimlichen Punctes S erwiesen 
sondem derselbe auch zugleich gefunden wird. 


§4. 

Vermoge der eben bewiesenen Eigenschaft heisst der Punct S Punct 
der mittieren Entfernung" in Riicksiclit auf die gegebenen” Puncte 

B ’ C y - : 7 d d ° ren Coefficie nten «, P, T, • ■ • . Er ist, wic man sielit, 
ldentisch mit dem Mittelpuncte paralleler Krafte, welche auf die gegebenen 
Puncte wirken und sich verhalten, wie deren respective Coefficienten; odor 
ldentisch mit dem Schwerpuncte der gegebenen Puncte, wenn diese mit 
Gewichten belastet sind, die sicli wie jene Coefficienten verhalten. Der 
Kurze wegen mag daher der Punct S kunftig Schwerpunct genannt wer- 
den, ohne dass dabei an die statische Eigenschaft gedacht werden soli. 

. , JJass dle Eedmgungen des vorstehenden Satzes (§ 3) nur von einem 
einzigen Puncte S erfullt werden konnen, geht aus dem Beweise selbst 
klar hervor, kann aber auch, wie folgt, indirect bewiesen werden. Ange- 
nommen namlich, es gabe noch einen zweiten Punct S, von gleicher Be- 
schaffenheit, so miisste in Riicksicht jeder Geraden X 

oa+pj+Tc+MH— . = («+p+ 7 + B...> = C«-l-P+T+ 8 -|- •••>, 
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und mitliin s gleich s, sein. Daher miisste die Gerade SS 1 mit jeder be- 
liebigen Geraden X parallel sein, was offenbar unmoglich ist. Also: 
„Ein gegebenes System von Puncten A, B, C, ... und zugeho- 
rigen Coefflcienten a, p, . . . hat nur eincn einzigen Punct der 
mittleren Entfernung, Oder nur oinon einzigen Schwerpunct S.“ 
Daher gelangt man durch die obige Construction (§ 3), man mag nun 
die gegebenen Puncte in dieser oder jener beliebigen Reihenfolge eombi- 
niren, stets zu dcmselben Puncte S. Hieraus ergiebt sicli unmittelbar eine 
Reihe von Siitzen liber die geradlinigen Vielecke (welclie durch die jedes- 
maligen gegebenen Puncte bestimmt werden). Diese Satze sollen an einem 
anderen Orte ausfuhrlich entwickelt werden. 

§ 5- 

Soil die Summo der Productc aus den Perpendikeln in die respectiven 
Coefficienten einen gegebenen oder constantcn Worth K halicn, soil also 

(8) a«+pi+Tc+odH = (a+p+y-l-8...)s = K 

sein, so ist der Ort der Geraden X cine Kreislinio, die S zum Mittelpuncte 
hat.' Dor Radius s dieses Kreises iindert sicli zugleich mit dor Somme K, 
und wird im diroctcn Verhiiltniss mit ihr kleincr und grosser. 

Ist insbosondore K gleich 0, also 

(9) aa-l-pi-t-ToH =(a+P-l-T...)s ; =0, 

so ist auch s gleich 0, d. h. die Gerade X gcht stets durch den Schwer- 
punct S; und umgekehrt, gcht die Gerade X durch S, so ist jonc Summe 

K stets gleich 0. 

Aus diesem besonderen Fallo orgeben sicli weiter nachstehende hol- 
gerungen. 

§ 6 . 

Zieht man aus dem Puncte S Strahlen a,, b v c„ ... nach den 
Puncten A, B, C, ... und bozcichnet die Winkel , welche diese Strahlen 
mit einer durch S gehcndcn Geraden X, nach einerlci lvichtung gonommen, 
bilden, mit a, b, c, . . . , so hat man 

(10) a = a, sin a, b = b Y sink, c = c.sinc, . . . ; 

und werden diese Werthe der Pcrpondikel a, b, c, . . . in die vorige Glei- 
chung (9) gesetzt, so erha.lt man folgonde neuc Gleichung 

(11) aa, sina-Pp/i, sinb-Hic, sinc4 = 0, 

welche, in Worten ausgedriickt, hoisst: 

n Der Schwerpunct S eines Systems von Puncten A, B, C, ... 
mit den zugehorigen Coefficienten a, p, y , .. . hat die Eigenschatt, 
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class, wenn. man die aus ihm naeh jenen Puncten gezogenen 
Strahlen a i: c,, ... mit den Sinus der Winkel a, 16, c, ..., die 

sie mit irgend einer durch 5 gehenden Geraden X bilden, unci 
mit den zugehorigen Coefficienten a, % y, ... multiplicirt, die 
Summe alter clieser Produete bestiindig gleicli 0 ist.“ 

Der Satz gilt aucli, wenn statt der Sinus der Winlcel a, b, c, . . . die 
Cosinus derselben genommen werden; was aus der Betrachtung zweier 
unter sick senkrechten Geraden X klar hervorgeht. Man hat also auch 
(12) 

a^cosCH-^cosB-hy^cosc-j = 0. 

Dieser &atz hat bekanntlich auch eine statische Bedeutung. Wenn in den 
Richtungen von a n b i: c i: ... Krafte auf den Punct S wirken, die den 
Producten aa x , y<? 17 . . . proportional sind, so lxerrscht Gloichgewiclit. 

§7. 

Zieht man ferner aus irgend einem Puncte P der durch S gehenden 
Geraden X Strahlen a, b, c, ... nach den Puncten A, B, C, . . . (die oben 
durch a, b, c, . .. bezeichneten Perpendikel kommen hior nicht in Betracht), 
so hat man, wenn PS gleich * gesetzt wird, 

a 2 = a;-f-s 2 — 2^ cos a, 
s b 2 — b\-\-s 2 — 2^scos!6, 

C 2 = c]-i-S 2 — 26'jSCOSC, 

woraus durch Multiplication mit den respectiven Coefficienten a, (5, y, . . . 
und nachherige Addition entsteht 

(14) \ aa — v- a ]+$b]-\r^c\-\ f-(a+(3+y-} — )s a 

l — 2s(aa 1 cosa-Hf)^ cosB-f-y^cosc-f — ), 

und mitliin zufolge der Gleichung (12) 

(15) aa 2 +p6 2 -f-y<r-f = aaJ+^^+y^-| f- (ot-+~ p -}— y H ) 

oder in abkiirzenden Zeichen geschrieben, 

( 16 ) 2(aa*) = 2(a a?)-hs 2 I(a). 

Das heisst: 

a) „Ist in einer Ebene eine' beliebige Anzahl von Puncten 
A, B, C, ... mit den zugehorigen Coefficienten a, (3, y, ... ge- 
geben, und zieht man aus einem anderen boliebigen Puncte l 1 
(oder S') nach alien jenen Puncten Strahlen a, b, c, ... (oder 
b n c 15 . . .), multiplicirt die Quadrate dieser Strahlen mit den 
zugehoiigen Coefficienten, so ist die Summe dieser Produete 
dann ein Minimum, wenn der gewahlte Punct der Schwerpunct 
8 der gegebenen Puncte ist. Ist der gewahlte Punct aber irgend 
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ein anderer P, so ist die ihm entsprechende Summe 2 (a « 2 ) um 
das (a+p4-T---)- faclie Quadrat seines Abstandes s vom Schwer- 
puncte S grosser als jenes Minimum 2(a<).“ 

b) „ Soil die genannte Summe der Producte 2(aa 2 ) constant, 

etwa gleich 2 sein, so dass 

2(a«*)-|-s"2(a) = 2, 

so ist der Ort des Punctes P eine Kreislinie, welche allemal S 
aum Mittelpunoto und s zum Radius hat. 8 Und umgekehrt: „Punc- 
ten, welche gleichweit vom Schwerpuncte S abstehen, ent- 
spreclien gleiclie Summon." Und ferner: „die Summe 2 und der 
Radius s andern sich gleiehzeitig und nelimen zugleich zu 

Hiemach liat der Punet S die dritto wesentlichc Eigenschaft: dass ei- 
der Punct kleinster Quadrate der Entfernungen ist in Riicksicht der 
oeaebenen Puncte und Coefficienten 

o o 


*) Aus der obigen Gleichung (16) — welche auf gleiehe Weise stattlindet, die ge- 
gebenen Puncte A, B, C, . . . mogen in oilier Bbene odor im ltaurao beliebig hegcn — 
folgen leicht noch einige andero Relationen; wie z. B. die nachstehendeu: 

Liisst man den willkurlichen Punct P mit einem der gegebenen n Puncte A, B, 

C, . .., z. B. mit A zusammenfallen, so ist 

■ a = 0, b = AB, c = AG, d = AD, . . ., s — a , =AS, 

und die obige Gleichung (16) wird fiir diesen Fall 

(I) (R.4B) 3 + r(-dtf) 3 + 5 (^P) 3 + -" = 2(«o*) + «?2(a). 

Fur ieden der gegebenen n Puncte findet cine analoge Gleichung statt. Wird jede dieser- 
Gleichungen mit dom dem jedesmaligen Puncte A, B, C, ... zugehorigen <oe cion .en 
a, p, y, ■ • - multiplicirt, und werden sodann alio Gleichungen addirt, so koinint 
’(H)’ 2[>p(AP) 3 ] = 2(a)2(aa 3 ), 

d h. „wird das Quadrat jeder der *«(»-l) Geraden, welche die gegebenen « Puncte 
paarweise verbinden, in die dem jedesmaligen Punctepaare zugehorigen Coefficienten 
multiplicirt, so ist die Summe alter dieser Producte 2[a P (AS) 3 ] gleich emem Product , 
dessen einer Factor die Summe der Coefficienten 2(a) und der andere die Summe do 
Producte 2(oa»). aus den Quadraten dor Abstande^der gegebenen Puncte von linen 
Schwerpuncte S in die respoctiven Coefficienten ist.“ • 

Wird die Gleichung (II) mit dor obigen (16) verbunden und die Grosse -(<»,) 

fortgeschafft, so erhalt man 

s2( a) = j/2(cc')l (aa 2 ) ^ [°$ (-4^) 2 ]- 

Diese Gleichung, durch 2(a) dividirt, giebt den Abstand • des willkurlichen Punctes 
P von dem Schwerpuncte «S; ein Ausdruck/welchen Lagrange zuerst aufgestellt und mit 
eigenthumliche (doch nicht einfache) Art bewiesen hat (Micanigm analyse 1. 1, premiere 
partie, sect. Ill, no. 20). Denkt man sich nach den Eichtungen der Strahlon a, >, c , .. . 
Iirafte a«, 84, -re , ... wirkend, so giebt, wie leicht zu sehon, die vorstehende Gleichung (III) 
die Grosse der Resultante ,2 (a), und zwar hat sie die Eichtung des Stables «, so dass sic 
also jedesmal durch den Schwerpunct 8 geht. Uemnach wird sowohl jener Abstand * 
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§ 8 . 

Zu der vorstehenden Reike von Sateen kann man aucli dureh erne 
andere elemental Entwickelung gelangen, welche sich auf einen ebenso 
einfachen Fundamentalsatz griindet als die vorige (§ 1). Die Satze gelien 
dann in umgekehrter Ordnung aus einander hervor, so dass man zuerst 
auf die eben ausgesproclienen Resultate (§ 7) gefuhrt wird und sofort aus 
cliesen die ihnen im Obigen vorangekenden Siitze ableiten kann. Fur 
freunde einfacher geometrischer Betraclitungen mochte eine kurze Au- 

deutung dieser anderen Entwickelungsart nicht uninteressant sein; deslialb 
kolgendes: 


§9. 

Fundamentalsatz. „ ZieDt man aus der Spitze P eines be- 
hebigen Dreieeks^ (Taf.VH Fig. 3) nacii irgend einem Puncte 
M der Grundlinie AB die Gerade PM gleich m, bezeichnet die 

als diese Resultante sl( a) gefunden, sobald die Abstande der n Puncte ABC 
von einander und von dem Puncte P, nebst den zugehorigen Goefficienten fl, A" 
gegebcn smd. ’ 1 9 h ’ 

Pur jeden der » Puncte A , B, 0, . findet eine Gleichung von der Form (I) statt. 
Werclen diese n Gleichungen addirt, so erhalt man 

(IV) 2 [(« + P) O^?) 5 ] = » 2 («,*) + 2 («) 2 (a?) ; 

d ‘ h ' ” W1 '' d das Q uadrat cl e s Abstandes je zweier der gegebenen n Puncte A, B, C 
mit der Somme der den beiden Puncten zugehorigen Goefficienten multiplicirt, so ist 
le Summe der Producte 2[(cc + p) (AS)*] gleich der n-fachon Summe der Producte aus 
den Quadrat® der Abstande K h, c„ ...) der gegebenen Puncte von ihrem Schwer- 
puncte S m cbe zugehorigen Goefficienten » 2 («.*), mehr dem Producte aus der Summe 
dei Goefficienten m die Summe der letztgenannten Quadrate S(a)2(« a ). cc 
Aus (II) und (IY) die Grcisse 2(aa a ) eliminirt, giebt 

(V) Z(a?)(2(«))» = 2 (a) 2 [(« + 13) ( AB)*] _ n 2 [ a p (A B)\ 

woraus z.B. die Summe der , Quadrate 2(«}) der Abstande des Schwerpunctes £ voa 
den n Puncten A B, C, . . . gefunden wird, wenn diese Puncte nebst den zugehorigen 
Coefficienten a, p, r , . . . gegeben sind. 

Fur den besonderen Fall, wo die Coefficienten einander gleich sind, also 

a = p = r = ... = 1 

gesetzt werden kann, reduciren sich die Gleichungen (II), (IV) und (V) auf folgende: 

< VI ) 2(AB)2 = „2(«5), 

welche zeigt: „dass die n-faehe Summe der Quadrate der Strahlen a h i„ c , die 
den Schwerpunct 5 mit den gegebenen Puncten A, B, C, .. . verbinden, gleich ist der 
Summe der Quadrate der Abstande dieser letzteren Puncte von einander. 14 — Dieser 

Vle !, eCk0 - angewendet > ^ iebt unmittclbar einige bekannte Site. 
Analoge Satze folgen aus lhm uber regelmassige Polyeder. 

Unter derselben Besehriinkung reducirt sich die Gleichung (III) auf folgende: 

( ns ) 2 = n2(a°-) — 2(ABy-. 
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Abschnitte AM und BM der Grundlinie beziehlich durch b t und 
a, und die Schenkel AP und BP durch a und b, so ist immer 

(17) 

Denn zufolge einer trigonometrisehen Grundgleichung hat man; wenn 
cp clen Wink el AMP bezeiclmet 

— cP w? — 6 2 

(18) coscp=: 

woraus leicht jene Gleichung (17) folgt. Der Beweis kann ubrigens auch 
geometrisch durch den sogenannten verallgemeinerten pythagoraischen Lehr- 
satz ebenso einfach gefiihrt werden. 

§ 10 . 

Setzt man 

(19) «! : K = « : 

wo a und p beliebige gleichartige Grossen oder Zahlen sind, so liisst sich 
dadurch die obige Gleichung (17) in folgende verwandeln. 

(20) aa^^b- = (a+P)w, 2 -i-(a-l-p)a 1 & 1 , 

woraus man unter anderen nachstehende Satze schliesst: 

a) „Sind in einer Ebene zwei festc Puncte A und B nobst 
zugehorigen Coefficienten a, p gegeben, und werden die Qua- 
drate ihrer Abstande a, b von einom beliebigen Puncte P mit 
den respectiven Coefficienten multiplicirt, so ist die Snmme 
der Productc stets urn die Constante (a 4-P>A grosser 

als das Product (a+P)»* 2 , dessen einer Factor die Summe a-hp 
der Coefficienten und der andere das Quadrat des Abstande s m 
des Punctes P von cinem dritten, fasten Puncte M ist. Dieser 
dritte bestimmte Punct M liegt auf der Geraden, welche A und 
B verbindet und theilt sie in Abschnitte, die sich umgekohrt 
verhalten wie die ihren Endpuncton zugehorigen Coefficien- 

ten“ (19). t 

J) Sind die Puncte A und B nebst den Coefficienten a und p 

gegeben, und soli die Summe constant, etwa gleich K 

sein, so ist auch m constant und mithin der Ort des Punctes 1 
eineKreislinie, deren Mittelpunct M ist. Umgekehrt entsprechen 
Puncten P, die gleich weit von M abstehen, gleiche Summen 
Auch nehmen diese Summe und der Radius m des 
Kreises gleichzeitig zu und ab, so dass also 

c) Die Summe ein Minimum, gleich ob\-\-$a\ wird, 

wenn m gleich 0 ist, d. h. wenn der Punct P auf don festen 
Punct M fa.ll t. 
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■ . r • §1L 

A B C St Eb 1 ene lr £ end eineAnzalil beliebiger Puncte 

A} , ’ ' ' ' nebst zugehorigen Coefficienten w ft „ 
so giebt es einen anderen h AO+ ; ° lent ° n a ’ ft T. ••• gegeben, 
schaffenheit ^,0 bestimmten Punct S yon der Be- 

Strahlen ale ’ Wenn m * n aus jedem beliebigen Puncte P 
nen «, 6, c, ... , nach alien Puncten zieht, burner 

1st wo jr + ^ 2+TC2+ - = C-+P+T^-)^ 
abhangige Zs^TelTcL^ *** ge§ebenen Element « 

analog^ErTerulifnSlfcf n ^ ^ ents P rech enden Satzes in §3 

Satzes (§ 10). D e nn seien ° SS . wie d e rholter Anwendung des vorigen 
i ^ ' ^5 ^eien zunaebst nur drei Punct** A ~R f 1 i 

80 k *‘ ““ i» Misicht der Poncfe A und B ’ ’ ° mgeb ‘' h 

«a'+pj- = 0+P)-'+ ( «+ Bs S i 

"+f> ITV^efen!'' d " ^ M " M C ’ de “ M1 d “ Coefficiente, 

(«+P>’+f’ = («h-p+ t )» , +( ( , + b+-v)kw cn- 

durch Verbindung beider Gleichungen feign 

««-+p S .+ F . = («+^y)n’+( a +f+r)MN.CN+(.^fl)AM.BA/, 
Sind. Ter PuniTnMLt f* IT elieder r “ hte 

Abschnitte d/JVund CN die sicbf T tT Geraden Mc 1111,1 bbioijT. sie in 
-e in §3; . T def ^ t ^dT 

bindet. nnt.dem beliebigen Puncte P yer- 

^ ffleicberweise gelangt man sum Beweise des Sites fur vier, fUnf, .... 

tr Son r?— er68b “ sicb f «™r folgende Site: 

, “' + P J, +i« , +-- = 2 = C«+p + g+... > . +i; 

festen P u n r t T T ro " mT ’ ] ^ “l* 1 Kr8isIini «. iselehe stets den 
Somme I nnd der Ldi T” r . “" d * anm Radi » s Di. 
Oder ab.“ Daher folgt weiten I61SeS nehmen g lei chzeitig zu 

wenn 5 P^ZTelTm.e!,” PuncITrem ‘ ’ gleich °- d ' h ' 
unter alien Puncten derEbene dem Puncte i die , en * Spricht 

und zwar ist in diesem Falle A d Ueinste Summe, 

^ 2 = a< *?-hp6?-hycl +... = ![, 
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wo J,, c„ ... die Strahlen sind, welche 6' mit den gegebenen 
Pnncten A, B, C, . . . verbinden (§6), und wodurch die Con- 
stante K anf eine zweite Art bestimmt wird.“ 

§ 12 . 

Wie man sieht, sind wir auf diesem zweiten Wegc zu denselben 
Satzen gelangt, welche sich in § 7 finden. Die diesen letzteren voran- 
gebenden Satze kann man nun, wie schon in § 8 erwahnt worden, umge- 
kehrt aus den vorstehenden leicht erhalten. 

Ferner lassen sich aus der, gegenwartigen Betrachtung unmittelbar 
eine grosse Reihe von Satzen iiber die geradlinigen Vielecke und den 
Kreis & entwickeln, welche von den friiher erwahnten (§ 4) verschieden sind, 
ihnen jedoch zum Theil, als in gewissem Simie entsprechend, a,n die Seite 
gesetzt werden konnen. Diese Satze sind wegen ihrer Einfachheit und 
ihres innigen Zusammenhanges unter sich besonders gecignet, beim Untei- 
richte das Interesse der Schuler zu erwecken und dieselben zur Selbst- 
thatigkeit anzuregen; wovon mich friihere Erfahrungen uberzeugt haben. 
Ich werde dieselben an geeignetcin Orte abhandeln; hier liegen sie ausser 
unserem eigentlichen Zwecke. Aber auch ein grosser Theil der in dieser 
Abhandlung enthaltenen Satze lassen sich ohne Schwierigkeit dem Schul- 
pensum einverleiben, und zwar urn so leichter, wenn sie mit den hier 
iibergegangenen Satzen, so wie mit, denjenigen, welche bei den nachfolgen- 
den Betrachtungen, als von miserem nachsten Zwecke abliegend, unberiick- 
sichtigt bleiben miissen, im Zusammenhange vorgetragen werden. 

§13. 

In Bezug auf die obigen Satze (§ 11 oder 7) kann noch Folgendes 
bemerkt werden: 

Sind die Summen der Producte aa*+pi*-l-Tfc*4— • fiir zwei gegebene 
Puncte P mid l\ bekannt, sind sie z. B. 2 und 2„ so hat man vermoge 
Gl. (22) in § 11 

2—2, = (a+p-Mr-f— -)( s2 — ' »T)> 

oder 

. . 2-2, 

(24) *-*. 

wo s und s, die Strahlen sind, welche die gegebenen Puncte P und P, 
mit dem Sohwerpuncte S verbinden. Diese Strahlen s und s, werden 
durch die Gleichung (24) nicht bestimmt. Sieht man sie aber als ver- 
anderlich an, als Strahlen, welche die Puncte P und P, mit irgend einem 
Puncte 6', verbinden, so 1st, da der Ausdruck rcchts in Gl. (24) constant oder 
gegeben ist, der Ort des Punctes ,S, eine leicht zu construirende Gerade, 
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8 gett. Kennt man daher noch h !“ d dU1 ‘ Ch den Scbwer P unct 

(welcher jedoch nicht in der rw« i nn?® dntten S e gebenen Puncte P 
Somme £ so S Z ? i U PP ' Hegen darf ) die ihm entsprechend 

N™a.heV^L L D ti n tr puDct , <f bMtimmt mi ™ «*» 

Gleichungen h ZWei Geraden Eegen, welche mittelst der 


s — s* 


2 — 2 . 


und 


2 ,- 2 . 


“i — 

mit der ersten (24) ist der^v^l^e ^chsclmitt dieser beiden Geraden 
Ferner m J „ l i VerlaD S te Scbw *punct S. 

«, ft T, .... welche ei^ert n e leb erden q daSS ’ ^ Statt der Coefflcientel1 
angehoren, andere genommen & weZ /T° ™ - 

ander so verkalten wie w A , ’ “u Pi, f„ • • • , die sich unter ein- 

beide Falle derselbe ist. Denn Schwer P un '« t S des Systems fur 

“i, ft, Yn • . . immer durch xct, S1 ? h . ^ neuen Coefflcienteri 

bestimmte Zahlengrosse bezeicknet ausd ™ken, wo * ^gend eine 


Von den Fusspnncten-Vielecken and Fnsspaneten-Cnrven. 


A ' V ° n den Puss P lln «ten-Vielecken. 

aus einem in seinef EL^lieZ^ 11 ^ 86 ’* 611 dneS S e S ebenen Vielecks 25 
deren Fusspuncte der Reihe nach mi Uncte P Perpendikel und verbindet 
neues Yieleck F, welches d 2 IT™ dnwh Gerade ’ 80 ein 

selben yon gleicher Gattung ist Dieses 0611 6 “ g ® Schrieben ™d mit dam- 

puncten -Yieleck des kn^e P Tr V S0U f ° rtan » Fuss - 

Vieleck 25“ heissen. Bezu £ auf da s gegebene 

Jedem Puncte P i n (j 6r pm nA , 

also ein bestimmtes Fusspuncten Viel/t g ®, gebeaen Viele cks 35 entspricht 
Pnnc r mit eiMI Ecke P I “‘I'btt \ «• Me. w„ *, 

eme Seite desselben fallt Dahei & l le ecbs 35 zusammen, oder in 

Fasspuncten-Vieleck in n msti nde„ dan 


emnn gleichen gegeb.nen Inh.lt haben son ' Be ™ e auf 
" e,sI, " ,e - dere ° 
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iindert, deren Mittelpunct aber stets ein und derselbe feste 
Punct S ist. Dieser Punct S ist namlich der Schwerpunct der 
Ecken des gegebenen Vielecks 58, inso’fern jeder derselben der 
Sinus des doppelten Nebenwinkels von dem an ihr liegenden 
Winkel des gegebenen Vielecks 58 als Coefficient zugeordnet 
wird.“ 

Es sei etwa ABCD (Taf. VII Fig. 4) das gegebene Vieleck 58, und 
aus einem beliebigen Puncte P seien auf die Seiten desselben die Per- 
pendikel PA, , PB„ PC ,, PJD l gefallt, so ist A l B l C 1 D l das dem Puncte 
P entsprechende veranderliche Fusspuncten-Vieleck V. Bezeichnen wir 
ferner durch a, b, c, d die veranderlichen Straklen PA, PB, PC, PD, 
welche von dem Puncte P nach den Ecken des gegebenen Vielecks S3 
gehen, und durch A, B, C, D die Nebenwinkel der diesen Ecken anliegen- 
den Winkel DAB, ABC, BCD, CDA, so hat man vermoge der constanten 
(und theils rechten) Winkel der Vierecke AD I PA 1 , BA l PB 1 , . . . zwischen 
dem Inhalte dieser Vierecke und dem der entsprechenden Dreiecke D,PA„ 
A X PB„ ... folgende Gleichungen: 

' 2 DJDi^AD, PA, == |-« J sin2 J., 

2A 1 PB 1 — BA l PB 1 = ibhinZB, 

(25) | 2B l PC l - CB r PC, = sin2 C, 

2C,PD l -DC l PD l = K J sin2Z). 

Nun machen aber die in diesen Gleichungen enthaltonon Dreiecke 
zusammen das Vieleck A 1 B l C l D 1 , und die vorkommenden Vierecke zu- 
sammen das Vieleck ABCD aus; also folgt durch Addition derselben: 

(26) 2A l B l C,D-ABCD = £(a 8 sin2.4+6 3 sin2iJ+c 2 sin2C+cZ 2 sin2.D). 

Es ist klar, dass man allemal eine ahnliche Gleichung erhalt, so viele 
Seiten auch immer das gegebene Vieleck 58 haben mag. Daher ist all- 
gemein, wenn 58 den Inhalt des gegebenen und V den Inhalt des Fuss- 
puncten-Vielecks bezeichnet, 

(27) - 4(2 V— 58) = a 2 sin 2 4- sin 2 15 + c s sin 2 C-4 — = E(a 2 sin2A). 

Durch diese Gleichung wird die Richtigkeit des Satzes vollstiindig 
dargethan. Denn soil der Punct P so gewiihlt soin, dass der Inhalt V 
seines Fusspuncten- Vielecks eine gegebene constante Grosse sei, so ist auch 
die Dilferenz (2 V— 58) constant; und dann stimmt die Gleichung (27) 
ganz mit der friiheren (Gl. (22) in § 11, oder Gl. (16) in § 7) uberein, 
indem die bekannten Grossen sin 2 A, sin 2B, ... die Stelle der friiheren 
Coefficienten a, (3, . . . vertreten. Deshalb muss auch im gegenwartigen 
Falle der Ort des Punctes P eine Kreislinie sein, welclie den im Satze 
bescluiebenen Schwerpunct S zum Mittelpuncte hat. 
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§ 16. 

tin den aufgestellten Satz ausfuhrlicher zu erortern, werdo die letzle 
g(27) nach clem Muster der Gleiehung (16) in § 7 umgewandeit: 
orha.lt 


(ileiclumg (27) 
tkuiurcli erhalt man 

1 4(2 7— 


v " / 




a \ sin 2 A -f- b \ sin 2 B c J s i n 2 C-f- 
s 2 (sin2A-hsiu2B-hsin2CU ) 


w 

}»6 


namlich cr,, b v c v 


= 2(<zJsin2J.)+s 2 i:(sin2M), 

• . . und s die Strahlen sind , wolcho den boschrie- 

A Tt O ,1 K . ' l * l * 


' v v ... una s aie tttramen _ 7 , „ iw4(li „._ 

.men Sehwerpunct S mit denEcken A, B, C, .. . und mit’dem* boHebi^u 
I imete r verbinclen. 

, ^ezeichnet man also mit v den Inhalt desjenigen Fusspumden- V ini - 

,5, dem Schwer P uncte 8 selbst entspricht, so ist fur diesen 

laii * gleich 0, und mithin 

4(2® — 2}) = F(«(sin2M). 

Zieht^nan diese Gleiehung von der vorhergehenden (28) ab, so erhalt man 
Y' ,U/ 4(7—®) = |-s°2!(sin 2 A). 

• , , ; *“*»»• «" Abrtttd.. * do* thiinue,, 

. “ «»•«<*•» Verhailtnisuo ,v«oL, 

da.H^;C®:“ e 1che?dt m e “ T” ^ ^^cten-Violecken 

do Hi ui mum Oder ein IkiimlmT' T* ( “ ts P ticht . 

-mdich die I'-"’ *»«> 

t it is* t. u - v sln - A) positiv oder nega- 

.■ ■- negaiuv sei, Mu*,: v„„ 

ito. - ■ K- die OdileoIouC („,;«( S “1 f Wi, ‘ kaI A ’ B ’ «... -II" 
i uneten-Y ieleck von 8 ein Minimn j ™ d dann fincl et also fur das Kuss- 
unter den Winkelu A, B C • Q - 68 n ^ ts stat *. 2) Sind dagogon 
- ' lrj 2d) negativ. also der InhalTT 6 ^ Um ^’ 80 ^ ann mogliclierweiso 
Mavimam wenlen. Dieser Fall kamfh Fuss P uncte u-Vielecks von >8 ein 
i ' h - Vieleek « nicht convex ist ! einto ^ wean das ge- 

!** statt «nden und tritt insbesondere ' bSm* ^ hei convexon Yiel- 

«.‘iin oa.s gegebene Yieleck % ein Dreiect k lmmer ein ’ (< k, un. 

U ' U ,Jv!l drei Hinkeln A, B, C stumnf f’ S ° Smd mi ndcstens zwei 

U " ;‘ ulj . el , ilnmer Z(m2A) negativ ausi ““ iiberzeu ^ sick leiohfc, 

1st usbesondere iY.sinLlVJ , au ™> 

1 'V u ‘ M «i^um statt, sondem in d ies ;J° F jf det + 7 der eiu Minimum 

, '* , “" fcs V fiir alio Puncte P constant 6 “* der lQhaIt dcs Fuss- 
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§17. 

Fur spatere Untersucliungen ist es zweckmassig, die Bedeutung des 
Ausdruckes 

(31) -|-s 2 2(sin2M) = is 2 sin2AL+is 2 sm2B+^s 2 sm2C'+--- , 
welclier die vierfache Differenz zwischen den Inhalten der Fusspunct.en- 
Yielecke eines beliebigen Punctes P und des Punctes S reprasentirt (30), 
naher anzugeben. Wir beschranken uns liierbei auf den bestimmten Fall, 
wo das gegebene Vieleck 33 convex ist, und wo uberdies die Nebenwinkel 
A, By C, ... seiner sammtliclien Winkel spitz, also 2 (sin 2 A) positiv ist. 
In diesem Falle ist bekanntlich die Summe der Nebenwinkel A> B, C, ... 
gleicli 2 tu, und dalxer 

(32) 2 J.+2.B+2C+2jDh — =::::= 4:tc. 

Wird bemerkt, dass ^s 2 mi2A. der Flachen-Inhalt eines gleichschenkligen 
Dreiecks ist, desson Schenkel gleich s sind, und (lessen Winkel an der 
Spitze gleicli 2 A ist, so folgt, dass die Grosse -^s 2 2 (sin 2 -4) in Gl. (31) 
als die Inlialtssumme von n gleichschenkligen Dreiecken anzusehen ist, 
deren Schenkel alle gleich 8, und deren Winkel an der Spitze beziehlich 
2 Ay 2 By 2 Gy . . . sind. Man denke sich ein Yieleck U von der Beschaffen- 
heit, dass es einem Kreise vom Radius s eingeschrieben ist, in demselben 
zwei Umlaufe macht*), und dass die fiber seinen Seiten SI, 33, (5, ... 
stekenden Contriwinkel jenen Winkeln 2 Ay 2 By 2C, ... beziehlich gleich 
(und zusammen gleich 4 tc) sind, so ist der Inhalt dieses Vielecks o lien bar 
die Summe der genannten Dreiecke; denn jenes wird durch die nach seinen 
Ecken gehenden Radien in der That in diese zerlegt. Also ist 
' (33) ■J-s 3 2(sin2-4) = U P 

und daher (30) 

4(F-«0 = Uy 

oder 

(34) V — 

Sornit hat man fur den gcgcnwartigcn Fall folgenden Satz: 

„ 1st in Riicksicht eines gegebenen Vielecks 33 der Inhalt 
des deni Schwerpuncte S entsprechenden Fusspuneten-Vielecks 
v bekannt, so kann der Inlialt jedes Fusspuneten-Vielecks V P 
welches einem beliebigen, von S urn die En tier nun g $ abstehen- 
den Puncte P entspricht, dadurch gefunden werden, dass man 
zu jeneni Inhalten den vierten Theil des Inhalts eines anderen 

*) Leser, welche mit solchen Yielecken nicht vertraut sind, komien sich eiiien Be- 
griff davon machen, worm sic z. B. in einem beliebigen Fdnfecke im Kreise die fiinf 
Diagonalen in einem Zu go ziehen; denn diese sind sofort die Seiten eines Funfocks von 
zwei UmliUifen. 
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einemKre e ise V vom e Raclius a s d e dirt ‘ f ® SeS andere Vieleck 27 iat 

die den doppelten Nebenwint i j ten b . te len Centriwinkel, 
^ ielecks $ gleieh sind.“ 611 er ^ iri k e l des gegebenen 


§18. 


Anmerkuno' a,ia t* T. 
ganger, werden, welche sich SpedeIIe Satze bbei " 

liessen. Nur folgende im Einoancre Ar dem ^ orstellen den ableiten 

und Lhuilier fiber das beliebL “n W * hate Satze von Querret, Sturm 
(m-Eck) mogen bier Platz finden. ° k mid das re §' elma ssige Yieleok 
1. Bei einem beliebigen Dreieck 91 r a r>n\ 
gewiesen werden, ^lass der Mittelpunct riff? ^ leicllt dh ' eGt mch ' 
zugleich der Schwerpunct S der EcI-p • + S l lm umsc Eriebenen Kreises 
doppelten Nebenwinkel als Coefficient! ’ T* dieseu die Sinus der 
aber auch aus dem obigen Satze X , ! ZU8e °, rdu6t si nd. Dasaelbe Icann 
der Punct P mit einer der Manxes V^ 088 ”* Werden ' 2)61111 fa]It 
Inhalt des Fusspimcten-Dreiecks iedeLal _ zus ™ ei1 , so wird der 

Ecken in einein Ortskreise. dessen Mi tl “ t ° ; daller Iie §' ei1 die drei 
S6m Pern* eddies t Sch ^punct 8 

aus irgend einenr Puncte des dem Ci ! Satz: » dass > ™ 

pendikel auf die drei Seiten des DmV l ck ® llmscllriebe n e n Kreises Per- 
punct e _ dieser Perpendikel allemal in einer Werden ’ chm die Fuss- 

wieder der Inhalt des Fusspuncten Dif f™, iegeD ‘ Es muss n &n- 
, „ 2 - Der citirte Sate fiber i ^ gIeicb 0 seil1 - 

falls sehr leicht. Namlich einrLl! geImassi S e Vieleck ® folgt gleich- 
und also auch alle Coefficienten sh^ ZfvB** fn WinkeI des flecks 
nnthin der Mittelpunct des Vieled ’ 6 f 2C ’--- unter sich gleieh 
kcluverpunct 5 se in muss. ZweL s a t , 1 ^ ^ ZUgeh W 

ecks Us , wenn der p p der Rei] au *’ dass alien Ecken des Viel- 
so^ten'^jelecke F-von gleichemfrhahte Zt™ * wi < 

■! dass a so der durch die Ecken 4ende p— C ° ngrueute > entsprechon. 

Kbenso ™ 


rr 4 § 19. 

Jvennt man in Bezuc w 

Fusspuncten- Vielecke V V r • ° gegebenes Vieleck ® dip Tni u 

’ 2 aie Abstande dieser Pim„* 3 " tl ’ x 2 

61 l unct e vom Schwer- 
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puncte S, so hat man folgende Gleicliungen (§ 17 und § 13): 

(V — V x = i(s 2 — s02(sin2^4), 

(35) jr-F, =V(«*-«;)2(sm2^), 

Wi—V. 2 = KsJ— s’)2( sin 2J.). 

Sieht man is, s 15 s 3 als veranderlich an, dagegen V 7 V n V 2 und 2 (sin 2 A) 
als constant odor die Puncte P, P 15 P 2 als lest, so werden durch diese 

Gleicliungen drei Gerade X,, X n X bestimmt, welche auf den Seiten des 

Dreiecks senkrecht stehen und sich im Schwerpuncte S gegenseitig 

schneiden (§ 13). Durch je zwei derselben wird also im Allgemeinen der 
Schworpunct S gefunden. 

B. Von den Pusspnncten-Curven. 

§ 20. 

Das der vorigen Bctrachtung zu Grunde liegendo Vieleck 95 kann man 
in der Vorstellung sich so verandern lassen, dass es immer mehr sich 
irgend einer Curve nahert und endlich in diese iibergeht. Lasst man nam- 
lich die Seitenzahl des Vielecks immer mehr zunehmen, jede einzelne 
Suite abor zugleich schwinden, so nahert sich das Yieleck, wenn die Seiten- 
zahl sehr gross und jede Seite sehr klein gewordciV ist , offenbar irgend 
einer Curve; und wird die Seitenzahl unendlich gross und jede Seite un- 
ondlioh klein (wie man zu sagen pflegt), so kann schlechthin das Yieleck 
als cine Curve angcsch.cn werden. Ebcnso kann man umgekehrt jede ge- 
gebene Curve 35 als cm Vieleck von unendlich vielen Seiten betrachten, 
die alio unendlich klein sind. Dabci ist klar, dass die verlangerten Seiten 
des Vielecks in die Tangenten der Curve iibergehen, und dass die oben 
betrachtoten Nebenwinkel A , P, C, . . . bei der Curve unendlich klein 
werden, indem sie namlich hier die ausseren Winkel sind, unter welchen 
sich die zunachst auf einander folgenden Tangenten der Curve gegenseitig 
schneiden, oder, wenn man sich kurz fassen will, als die Winkel ange- 
sohen werclen kormcn, welche die einzelnen Tangenten in ihren Beriihrungs- 
puncten in it der Curve selbst bilden. Ferner ist klar, dass bei in. Ucber- 
gang des Vielecks 35 in eine Curve, auch das irgend einem Puncte P zu- 
geliorige Fusspuncten-Vicleck V in eine Curve iibergeht', welche daher 
gleicherweise: „Fusspuncten-Curve des Punctes P in Bezug auf 
die go ge bene Curve 33“ heissen soil. Sie ist namlich der Ort derFuss- 
puncte a’ller aus dem Puncte P auf die Tangenten der Curve 35 gefallten 
PerpendikeL Dass diese Fusspuncte in der That eine continuirliche Curve 
bilden, erliellt auch unmittelbar aus der Anschauung. Denn wenn ein 
rechtor Winkel sich so bewegt, dass, wahrend der cine Schonkol als Tan- 
gente an der Curve 35 fortschreitct, der andere bestandig durch den festen 
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VIU V Ui 

nannte Fuipimcten-CWe ^ Sclieitel 6 “ e Cllrve ’ —mlicb die ge- 

* *■ Cm-yen * und p 

axicli for diese ihre Gifltigkeit bebalten n!] 1 ^ Jene au % est ellten Satze 
schlossen werden : a) dass es fur wi ' If*' iann Z- B ‘ unmitt el bar ge- 
emen Punct S geben muss dessenEm geSChloss ® ne und convexe Curve £ 
-ter alien den “ BeZUg auf J- 

Abstand a von S entfernten PimctenV p ^ Um emen § leich ® 
cbem Inbalt entsprechen. und mob f l PUncten ' Curven F von glei- 

nannten Grossen (58, ^ s,Fetc.) mrh r llm j gekehrt ’ b ) dass miter clen g e - 
bestehen; c) dass ferner rvenn di ' le 0 I £ en brT.sifJiusj^i n (§ 16 und § 1 7 . 
besitzt, derselbe mch z ' h ‘™ *“< !»8=b»ne Curve Sj einen Mittelpunct 
(§ 18, 2) u. s. tv. b 1 J6nei e t§ eil ihum]iche Punct S sein muss 

den I&eis und die^ffiple^unmfttelb HeSS6n U ™ z ‘ B ' in Bezu g auf 
Denn da man in Bezug auf den Krei T** V °“ SKtzea ableiten. 

Mittelpunctes 3, und bei der El i Pse dfoP ® Fuss P uncte n- Curve „ seines 
punctes i> so wie dessen Abstand fibres Brenn- 

«r beide leicht cler Inbalt der Pusspimct^ r ltteIp ™ ct S kennt > so kann 
P gefonden werden. Auf diese Satze "i Um JedeS be]iebi gen Punctes 
Zunacbst aber ist die Eigenschaft des V T T Spater zu ™ ckk ommen. 
bestimmter anzugeben one ££ b Ji * S bei Curven 

zu erforschen. mC ‘ dfl “® Beziehun g zu der Curve solbst genauer 

der doppelten Nebenwinkef Fielecke ® von den Sinus 
bm der Curve © unendlieb klein“ifo 6 si" ' diese Winkel aber 

so kommt es darauf an, zu erforseben 1 1 1 ^ Unbraucbbai ’ werden, 

an dm Stelle dieser Sinus treten fe^’en "*** b<5Stimmte ***** 

seitig an, wa “ MbetbadetX 5^“ U ^ r ™ gliche VieI - k % gleiob- 
Kesfotate gesebehen darf Es li t t z T^ t Zu ^en 

«n Theil eines beliebigen gfo iSl ZABCD - (Taf. VII Fig. 5) 
Mitten A u Bl , C[, D d-/??* ’ convexen Vieiecks & fo den 
pendikel A lB> Bl BS, C ST . ff 6m f te man auf diesen die Per- 

/ S > T, . . . , wo es von dem nlchfrf 16 ^ &S daVOn bis zu dem Puncte 
die Abscbnitte bfolgenden gesebnitten wircl, und setzo 

A lB = ai} ___ g __ 

ferner ziebe man die Strablen ” 1 Y ” ‘ • • > 

AR = a, BS = p, CT = v 
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und bezeichne durch h die halbe Seite des Vielecks, so dass 
h = AA 1 =AB 1 =5^ = .-., 

so hat man z. B. yermoge des Vierecks AA X RB X , in welchem RA X gleich 
RB X gleich a x und die Winkel bei A x und B x rechte sind, folgende Glei- 
chung : 


(36) sin(2 A)- 


ha x (a 2 x — h 2 ) 

=4 L{A~ 

h 2 a x 

a 4 

a \ a 3 

a 3 


)• 


Ebonso ist 


Bin 25 

sin 2 C 


m i 

P V P 3 

AflL 

7 v f 


AP , 

p 3 

K \ 


)• 

)• 


und daher ist z. B. 


(37) 


sin (2.4) Y f 

\ 

.(AL_ 

h\ \ 

sin (2 G) a \ a 3 

a 3 J 


- 7 . j 


Es kommt nun darauf an, den Worth dieses Verhaltnisses (37) fur 
den Fall zu bcstimmen, avo das Vieleck 23 in cine Curve ubergegangen 
ist. Da, uni zu diesem Falle zu gelangen, die halbe Seite h immer kleiner 
und zuletzt unendlich klein werden muss, so nahern sich a x und «, y x 
und y immer melir der Gleichheit, bis zuletzt schlechterdings a, gleich a 
und y L gleich y zu setzen ist. Dann ivird aber zugleich 


r A : a 3 = 1, T » : = 1 

und, wc.il h gegen a und y unendlich klein ist, 

= O und *> = 
or X 

Demnach hat man als Grenzwerth des Verhaltnisses (37), oder fur die 

Curve S3: 


0. 


(38) sin (2 A) : s in (2 C) — y : 



1 

7 


In diesem Falle aber sind die Strahlcn a, p, y, ... die Krummungs- 
radion der Curve S3 in den Puncten A, B, C, . . . , was aus der Con- 
struction erhellt. Demi es ist z. B. R der Mittelpunct und a der Radius 
cines Kreises, der durch drei. auf einander folgende Ecken Z, A 3 B des 
Vielecks 23 geht, und welchcr beirn Uebergang des Vielecks in die Curve 
zum Krummungskreise dieser letzteren im Puncte A wird. Somit sind 
Avir zu folgendem Rosultate gelangt (38): 

„ Die Sinus der doppelten Winkel 2 A, 2B ? 2C, ..., wclclic 
die Tangonten eincr Curve 23 in ihrcn Beruhrungspunoten mit 
der Curve selbst bilden (oder unter welchen sich die auf ein- 
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ander folgenden Tangenten schneiden), verhalten ' 

kehrt wie die Kriimmungsradien « ft , 7/ , imge ' 

Kriimmungen der Curvp in A ’ u V ’’ 0C ^ ei Clrec * Wle die 
puncten.* e 11 dM b «‘r«HePd.n Beriihrnng,. 

de, “rifS 5Z » 

a™, ?“ 

ist, so hat man tiahl RA § leich « gehalftet 


a 2 


sin C == 2 


— 9 . 


und ebenso 

sini? = 

03 

Daher ist z. B. ^ 

sin ^4 y a y 

sin <7 ~ ~a~* ’ 

2 f'glth^d, tmtan “ eiM ClU ’ Ve fib6rgeht ’ aIs ° * <***« 
^ sin^.:sinC = Y: a = JL. J_ . 

S7at d ,s,r hs r w ™“7 rrvV - d “ s aach «• 

Beriilmingspuncteji mit der’cnrveS it] l an ^ e ” l ® n ln ,h «" 
w, ° 

fa- *b tl ■ 1 : sinew, 

Unmiimi Ue “ Wi »M -d O aber schiechihi. 

cos^d : cost? = 1 
so ist (fur die Curve 9}) 5 

( 40 ) sin (2^1) : sin(2C) = siiU • s i n C - 

Z\ hM ***« *** 

ansgedruekt) si* verkaiten ™ Or, “““ Z ‘ hl “ 

^ sin4:sinC== J d : <7 — A. A 

C&S * "'*• di» Tangenten an die 

engekorigen Krtn.n.nnge’n £ 
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§ 22 . 

>t>ige Resultat sincl wir nunmehr in den Stand gesetzt, bei 
den Punct S vermittelst gewisser anschaulichen and end- 
u bestimmen. Namlich es konnen zur Bestimxnung von S 
dlich kleinen Coefficienten sin 2 A, sin 2 B, sin 2 C, ... die 
laden umgekehrten Werthe 

AAA 

« ’ r Y ’ 

Krummungshalbmesser a, p, y, • • • der Carve 35 genommen 
ach stelit der bestimmte Punct S in folgender Bezie- 
Durve 35. „Er ist ihr Schwerpunct, wenn sie in 
sine gleichc Elemente getheilt und in den Thei- 
mit Gewichtcn belastet gedacht wird, wclche sich 
erhalten wie die zugehorigen Krummungshalb- 
clirect wie die zugehorigen Kritmmungen. 44 Aus 
soli der Punct S ldinftig ,, Kriimmungs-Schwerpunct 44 
ni mint werden. 

ierxn.it wicderum augenscheinlich (§20), dass, wenn die 
Mlttelpunct hat, dann ihr Kriimmungs-Schwerpunct S mit 
e xif alien muss. 


§ 23 . 

Kiher fiber das Vi deck 35 aufgestellten Gleichungen und 
don Grenzfall, wo dassolbo in eine Curve 35 iiborgeht, noch 
ssgii, ist oinleuchtend und fruher schon erwahnt worden 
liat man auch fur die Curve, in den namlichen Zeichen 
ion Sinne verstanden, unmittelbar, den Gleichungen (27), 
entsprechcnd, folgendc Gleichungen 
4(2 F— 33) = 2(ahm2A), 

4(2 F— 35) = 2(aJsin2il)-h* !, 2(sin2J.) J 
4(V~—v) = is*I(sm2A) = XJ. 

;en, in Worten ausgesprochen, enthalten zunachst folgende 

i n Riicksicht einer gegebenen geschlossenen und 
exen Curve 35 der Inhalt der irgend einem ver- 
" ii ri c t c P entsprechenden Fusspuncten-Curve V con- 
i 5 so ist der Ort des Punctes P eine bestimmte 
3 pen Radius s mit jenem Inhalte V zugleich grosser 
wird, deren Mittelpunct aber immer ein und der- 
ail ct, namlich der Kriimmungs-Schwerpunct S der 
irve 35 ist/ 4 Und umgekehrt: „Beschreibt man aus 



122 


Vom Kr lim m ungs-Seh werpuncte ebeuer Curven. 


dem Kriimmungs-Schwerpuncte S der gegebenen Curve 23 irgend 
einen Kreis, so entsprechen alien auf dieser Kreislinie liegen- 
den Puncten P Fusspuncten-Curven V von gleichem Inhalte." 

h) „Unter alien Fusspuncten-Curven V einer gegebenen «q- 
schlossenen und iiberall convexen Curve S3 hat diejenige d°en 
kleinsten Inhalt v, welche dem Kriimmungs-Schwerpuncte S 
der Curve S3 entspricht.“ 

Um. die Inlialts-Zunahme genauer angeben zu konnen, welche die 
emem Puncte P entsprechende Fusspuncten-Curve V erfiihrt, wenn er sick 
vom Kriimmungs-Schwerpuncte S entfernt, muss die Grosse £s 2 2(sin24) 
Oder das Yieleck U naher bestimmt werden. Da dieses Vieleclc U nacli 
dem Fruheren (§ 17) einem Kreise eingeschrieben ist, der s zum Radius 
hat, da es in demselben zwei Umlaufe macht, und da die Centriwinkel 
2A, 2 B, 2 C, welche seinen Seiten 21, 23, (S, . . . gegeniiberstehen, in 
dem gegenwartigen Falle (fiir die Curve 23) alle unendlich klein sind so 
folgt, dass in diesem Falle auch die Seiten 21, 23, 6, . . . alle unendlicli 
klein smd, und dass daher der Umfang des Yielecks mit demjenigen. des 
Erases zusammenfallt, aber diesen zweimal umfasst. Somit besteht aucli 
der Inhalt des Vielecks U aus der zweifachen Kreisflache, oder es ist 
(45) U= 4-s 2 F(sin2yJ) = 2ror und F(sin2yl) = 4ir: 
daher . hat man statt der Gleichungen (43) und (44) folgende: 

C 46 ) 4(2 F— 23) = 2(a?sin2A)+47ts 2 , 

( 47 ) V = 

Aus dieser letzten Gleichung (47) schliesst man folgende Satze: 

c) „In Riicksicht der gegebenen gesclilossenon und oon- 
vexen Curve 23 ist der Inhalt V der Fusspuncten-Curve eines 
beliebigen Punctes P immer so gross wie der Inhalt v der dem 
Kriimmungs-Schwerpuncte S entsprechenden Fusspuncten-Curve, 
vermehrt um di'e halbe Kreisflache, welche den Abstand PS 
gleich s beider Puncte P und S von einander zum Radius hat.“ 
Kennt man also in Bezug auf die gegebene Curve 23 den Inhalt v 
der Fusspuncten-Curve, welche dem Kriimmungs-Schwerpuncte S ontspricht, 
so kann sogleich der Inhalt V der Fusspuncten-Curve jcdes andcren be- 
liebigen Punctes P gefunden werden, insofern nur dessen Abstand s voin 
Schwerpuncte S bekannt ist. Und umgekehrt: kennt man in Bezug auf 
erne Curve 23 und fiir irgend einen Punct P die Grossen V und s, so 
wird dadurcli augenblicklich auch v, imd somit dann auch der Inhalt dor 
I usspuncten-Curve fiir jeden anderen Punct gefunden, wofern sein Abstand 
von S gegeben ist. 

u ^ ” T ? eiint man ia Eficksicht gegebenen Curve 23 die 

lnhalte V, V lt V 2 der Fusspuncten-Curven irgend dreier gege- 
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bo non Puncte P, P 19 P 3 , die nicht in einer Geraden liegen, so 
1st dadurch der Kriimmungs - Scliwerpimct S der gegebenen 
Curve 33, sowie der Inlialt v seiner Fusspuncten-Curve be- 
stimmt und leicht zu finden.“ 

Denn zu diesem Behufe liat man nach § 19 und nach Gl. (47) fol- 
gendo drcvi Gleichungen: 

(V-K = 

(48) \V-V, = 

[v—v, = *<•!-«;), 

wodurch drei Gerade X.,, 'X 1 , X bestimmt werden, deren gemeinschaft- 
1 iclicr Durchschnitt der gesuchte Kriimmumgs-Schwerpunct S ist. 

§24. 

Besondere F ii 1 1 e. 

1st insbesondero die gegebene Curve ein Kreis oder eine Ellipse, so 
liisst sich in Folgo dor vorstclionden Siitzc leicht der Inhalt V der Fuss- 
puncton-Curvc jedes beliebigen Punctes P angeben. Namlich, wie folgt: 

A. Wonn die gegebene Curve 25 ein Kreis ist. 

Es ist klar und bereits oben erwahnt worden (§ 22), dass der Kriim- 
mungs-Sohwcrpunct S des Krcises mit seinom Mittelpuncte zusammenfallt. 
Daher fiillt auch die Fusspuncten-Curve des Punctes S mit dem Kreise 
sclbst zusammon, uud ihr Inhalt ist gleich der Kreisflache. Wird also 
der Radius des gegebenen Kreises 58 mit r bezeichnet, so hat man 

(49) v — lzr ' 

und woitor nach Gl. (47) 

(50) P = vr »' 3 — 1 — -J-tcs", 

d. h. „dcr Inhalt der Fusspuncten-Curve V irgend eines Punctes 
P in Bozug auf den gegebenen Ki'eis 58 ist gleich dei Snmmc 
dicsor Kreisflache und der halben Kreisflache $its 8 , welche den 
Abstain! « des Punctes P vom Mittelpuncte S des gegebenen 
Kreises zum Radius hat.“ 

XJobor die Form und sonstigen Eigenschaften dieser Fusspuncten-Curve 
V mag Folgendes angegebon werden, was leicht wahrzunehmen ist. 

l)ie Curve V beruhrt den Kreis 58 in den beiden Endpuncten des 
durch P gehenden Durchmcssers, welchen sie zur Symmetralaxe hat, liegt 
sonst ganz aussorhalb 58, ist auf einon endlichen Raum beschrankt und 
kohrt in sich zuriick. Sic ist vom vierten Grade, und P ist ein smgularer 
Punch dcrselben, namlich a) ein reellcr oder p) ein imaginiirer Doppelpunct, 
je nachdem boziehlich P aussorhalb oder innerhalb des Kreises 58 liegt, 
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Oder endlich 7) ein Riickkehrpunct, worm P auf dor Kreislinie 35 selbst 
liegt. Im. Falle a) schneidet sich die Curve in P, und die beiden Tan- 
genten , die von P aus an den Kreis 35 gelegt werden konnen, sind die 
Normalen der Curve V im Puncte P, so dass sie den Winkel bestimmen, 
unter welchem die Curve sich . in P schneidet. 1st s 2 gleich 2 r\ so ist 
dieser Winkel ein rechter. Die Curve bildet ferner zwei Blatter oder 
Schleifen, von denen die eine die andere nebst dem Kreise 33 umschliesst. 
Der Inhalt der Curve besteht aus demjenigen beider Schleifen, so dass 
also der von der kleineren Schleife eingeschlossene Raum hierbei zweimal 
in Betracht kommt. Ist s 3 gleich 2 r\ so ist der Inhalt der Curve 
gleich 2jtr 2 . 

In Riicksicht aller drei Falle sind die verschiedenen Curven V, wie 
sich spater zeigen wire! (§ 36), identisch mit den verschiedenen Epi- 
cykloiden , welche entstehen, wenn ein Kreis vom Radius {-r auf einem 
ihm gleichen Kreise rollt. So ist namentlich im Falle 7), wo P in der 
Kieislinie liegt, d. h. wo s gleich r ist, die Curve V die sogenannte Car- 
dioide, unci ihr Inhalt ist 

( 51 ) V — |-'irr 2 = 67c (•£•?*) 3 

d. h. „ anderthalbmal so gross als die gegebene Kreisflache 33, K 
Oder sechsmal so gross als die Kreisflache, deren Radius gleich frTst, 
was mit dem bekannten Ausdrucke fur die Cardioi’de ubereinstimmt. Yon 
den beiden mondformigen Raumen, welche in diesem Falle zwischen den 
Umfangen 33 und V liegen, ist jeder gleich |-7rr 2 , d. i. ein Viertheil cler 
Kreisflache 33. Ebenso kommen im Falle (3) zwischen 3$ und V zwei 
mondformige Raume vor, von denen jeder gleich s s ist. 

B. Wenn die gegebene Curve 25 eine Ellipse ist, 

Auch bei der Ellipse fallt offenbar der Kriimmungs-Schwerpunct $ 
mit dem Mittelpuncte zusammen. Es seien also a und b die halben Axen 
clei Ellipse, Sj der Abstand ihres Brennpunctes P x vom Mittelpuncte S } 
und V x der Inhalt der Fusspuncten-Curve des einen oder des anderen 
Brennpunctes I \ , welche bekanntlich ein Kreis ist, der die grosse Axe 
gleich 2 a zum Durchmesser hat, so ist also 

(52) V x = ™ 3 ; 

und hieraus wird zunachst geschlossen (§ 23): 

„Nimmt man in der Kreislinie, welche mit einer Ellipse 33 
cone entri sell ist und durch deren Brennpunctc geht, irgencl 
einen Punct P 1 an,, so ist der Inhalt seiner Fusspuncten-Curve 
V x in Bezug auf die Ellipse gleich derjenigen Kreisflache, 
welche die grosse Axe 2 a der Ellipse zum .Durchmesser liat/ £ 
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Nun kann femer der Inlialt jeder anderen Fusspuncteu-CJurve fur die 
Ellipse gefunden werden. Namlich fur die Fusspuncten-Curve v des Mittel- 
punctes S, der um s x gleich l/a 2 — ¥ vom Brennpuncte P x abstelit, hat 
man nach § 23, Gl. (47) 

(53) v = V x —i = ^ir(« 2 -l-J 2 ) == ng 2 , 

das heisst: 

„Der Inhalt der dem Mittelpuncte S der Ellipse 3$ ent- 
sprechenden Fusspuncten-Curve v ist halb so gross als die 
Summe der beiden Kreisflachen, welche die Axen (2a, 2b) der 
Ellipse zu Durchmessern liaben; oder er ist gleich derjenigen 
Kreisflache, welche einen der beideu gleichen conjugirten 
Durchmesser (2 g) der Ellipse zum Durchmesser hat.“ 

Die Curve v beriihrt die Ellipse 33 in den vier Scheiteln der Axen; 
ausserdem liegt sie ganz ausserhalb derselben, so dass zwischen beiden 
Curven vier mondformige Raume entstehen, welche uothwendig einandei 
o'leich sind. Der Inhalt eines jeden sei , gleich m, so hat man, da der 
Inhalt der Ellipse gleich ruib ist, 

(54) 4m = (a*-\-b*)--Tzdb — £tc (a— by 
und 

m = -J-t i(a — b)‘\ 

d. h. „die Summe der vier Mbndchen ist gleich der halben Kreis- 
flache, welche die Differenz beider Axen der Ellipse zum Durch- 
messer hat, u n d j e d e s e i n z e 1 n e derselben ist dem ach ten I hollo 
dieser Kreisflache gleich. K 

Fiir den Inhalt V der Fusspuncten-Curve jedes beliebigen Punctes P 
in Bezug auf die Ellipse ergiobt sich nun aus den GL (47) und (53) der 
folgende Ausdruck : 

(55) V = -|tc(« 2 4-& 2 -Hs 2 ), 

d. lx. „der Inhalt V der Fusspuncten-Curve eines beliebigen 
Punctes P in Bezug auf eine gegebene Ellipse 58 ist gleich der 
halben Summe dreier Kreisflachen, welche die halben Axen 
der Ellipse und den Abstand s des Punctes P vom Mittelpuncte 
S der Ellipse zu Radien haben.“ 

Diese * allgenxeine Fusspuncten-Curve V der Ellipse S3 hat analoge 
Form und Eigenschaften mit der Fusspuncten-Curve des Kreises (-4), so 
weit namlich die Verschiedenheit der Ellipse und des Kreises eine solche 
Analogic gestatten. Z. B. die Curve V ist aid einen endlichen Raunx be- 
schrankt, in sich zuruckkehrend und liegt ausserhalb der Ellipse. Sie be- 
riilxrt jedoch diese inx Allgemeixxen und hochstens in vier Puncten. Liegt 
der Punct P ausserhalb der Ellipse 58, so ist er ein reeller Doppel- oder 
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Durchschnittspunct der Curve F; die aus ihm an die Ellipse 95 gezogenen 
Tangenten sind zugleich in ihm die Normalen der Curve Fund bestimmen 
daher den Winkel, unter welchem sie sich schneidet. Der Inhalt der Curve 
V besteht hierbei aus der Summe der Riiume oder Blatter, welche die 
beiden von ihr gebildeten Sehleifen umschliessen. Soil insbesondere die 
Curve im Puncte. P sich unter einem rechten Winkel schneiden, so 1st 
der Ort des Punctes P derjenige Kreis, welcher zugleich der Ort dos 
Scheitels eines rechten Winkels ist, dessen Schenkel die Ellipse beriihren; 
al so ein mit der Ellipse concentrischer Kreis, dessen Radius a gleich 

~]/a~-\-b~ ist. Daher ist in diesem Ealle der Inhalt der Curve V constant, 
namlich nacli 61. (55) 

(56) V — ns 2 = 7c(a 2 -t -b 1 ), 

d- h. „er ist gleich der Summe beider Ivreisflachen, welche die 
Axen der Ellipse zu Durchmessern haben, oder gleich der Flaclie 
des zugehorigen Ortskreises." Liegt ferner der Punct P innerhalb 
der Ellipse 9i, so ist von der Curve V nur nocli eino Sclileife vorhanden. 
welche die Ellipse 95 umschliesst, so dass zwischen beiden Curven, jc 
nach der Anzahl ihrer Beruhrungspuncte, vier, drei oder zwei mondfdrmige 
Riiume entsteheu, deren Summe M jedesmal genau bestimmt ist. Namlich 
es ist 

(51) M — l-7r(« — 5) 2 ^ms 2 , 

worin aucli das besondere obige Beispiel (54) als der Fall inbegriffen ist. 
wo s gleich 0 wird. 

Die sainmtlichen Curven V, welche hier als Fusspuncten-Curven der 
Ellipse erscheinen, konnen auch auf almliche Art wie die Epicylcloiden 
erzeugt warden, indem man eine Ellipse auf einer ihr gleichen rollon lasst; 
was sich unten zeigen wird (§ 36). 

Anmerkung. Beiliiufig mag noch Folgendes bemerkt werdeu. Wird 
eine gegebene Ellipse v als die Fusspuncten-Curve ihres Mittelpunctes >S' 
in Bezug auf eine unbekannte Curve 35 angesehon, so kann sofort der Inhalt 
V der Fusspuncten-Curve jedes beliebigen Punctes P in Bezug auf die 
unbekannte Basis 95 angegeben werden. Namlich: wenn a und b die 
halben Axen der Ellipse sind und s der Abstand PS ist, so hat man 

C 58 ) F == = xab+l-KS * ; . 

denn unter den vorausgesetzten Umstanden ist offenbar 8 auch der Mittel- 

punct der unbekannten Curve 95. — Gleicherweise lassen sich andere Satze 
aufstellen. 
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§25. 

Ausgedelmtere S ;i t z e. 

Die iiber das Fusspuncten-Vielock \ uud fiber die Fusspuncten-Curve 
V aufgestellten Satze fuhren, wenn sie auf melirere gegebene F iguren zu- 
gleicli angewandt werden, zu zusammengesetzteren Satzen. 

Es seien z. B. in einer Ebene irgend eine Anzalil n beliebiger und 
beliebig liegender Curven 23, , SS 3 , 23 3 , ... 23„ gegeben (alle jedocb ge- 
schlossen und iiberall convex § 28); ihre Kriimmungs-Schwerpuncte seien 

S„, S„ ... S n und der Punct mittlerer Entfemung dieser n Puncte 
heisse S. Ferner mogen ® s , v s , ... v n die Inlialte der Fusspuncten- 
Curven dieses Punctes S, so wie V v V„, ... V„ die Inlialte der Fuss- 
puncten-Curven eines beliebigen, von S uni s abstehenden Punctes P in 
Bezug auf die gegebenen Curven 23,, 23,, ... 23„ bezeichnen. Dann folgt 
aus deni Bislierigeu (§ 7 und § 23 Cl. (47)) naclistelionde Gleichung: 

(59) f-F„ = i\ -+-u,A h«n4-«Qr'rcs“), 

oder 

(60) 2(F,) = E^J-t-w-^s 3 , 

d, li. ct) „Sind in einer Ebene n beliobige und beliebig liegende, 
gesclilossene und iiberall convcxe Curven 23,, 23„, 23 3 , ... 23« ge- 
geben, so ist, der Ort aller Puncte P, fur welclie die Suinme der 
n Fusspuncten-Curven V r , V, ... V n constant sein soil, jedes- 
mal eiii Kreis, desson Radius s mit jener Suinme zugleich 
wachst oder scliwindet, dessen Mittelpunct aber iininei ein und 
derselbe l'este Punct, namlicli der Scliwerpunct S der (mit glei- 
chen Coefficienten beliafteten) Krummungs - Scliwerpuncte S„ 
S 2 , . . . S„ der gegebenen Curven 23,, 23,, ... 23« ist.“ Und lerner: 

l) „Die diesem Scliwerpuncte S entsprechende Summe 2(®,) 
dor Fusspuncten-Curven ist unter alien die kleinste und wild 
von der irgend einoni auderen Puncte P zugeliorigen Suinme 
E(F,) m-mal urn die halbe Kreisflaclie iibertroffen, welclie den 
Abstand s des Punctes P von S zum Radius liat.“ 

In iilmlicher Weise hat man, wenn statt der Curven n beliobige 
convexo Yielecke 23„ 23„, ... 23,1 gegeben sind, 

(61) V 1 -+- p;a — p v n = v , a-» 3 a — u x h- u t -\ — u u n , 

wo die Yielecke U v U.,, . . . U„ nach dor Art, wie obon (§ 17) das Yiel- 
eck U : alle demselben Kreise vom Radius s eingeschrieben sind, so dass 

(62) 'U x -\- U. 2 -i h Un = |s 2 [E(sin2A. 1 )4-E(sin2A)H f-2(sin2 A)]- 

Ebenso linden analogc Formeln statt, wenn die gegebenen Figuren 

23,, SS a , 33» tlieils Yielecke, theils Curven sind. 



128 


Vom KriimmuBgs-Schwerpimcte ebener Curven. 


Yon Figuren, die durch rollende Bewegung erzeugt werden. 

A. Wenn eine gegebene Figur SB auf einer festen Geraden G rollt. 

§ 26. 

Rollt ein beliebiges convexes Vieleck 3}, z. B. das Fiinfeck ABODE 
(Taf. VII Fig. 6) auf einer festen Geraden G, bis es sich ganz umgedreht 
hat, wobei seine Seiten alle nach und neben einander auf die Gerade 
G zu liegen kommen, und das Vieleck zuletzt wiecler auf. derselben Seite 
stekt wie anfangs, so dass also die Strecke A A, seinem Umfange gleicli 
ist, — so beschreibt jeder mit dem Vielecke fest verbunden gedachte 
Punct P eine Linie Pl\PJ\P i P., die aus so vielen Kreisbogen zu- 
sammengesetzt ist, als das Vieleck Seiten hat. Und zwar liaben diese 
Kreisbogen PP,, P,P 3 , P 3 P 3 , P 3 P 4 , PJ\ die Puncte A, B n C[, D„ E v 
in welchen die Ecken A, B, C, D, E des Vielecks 33 auf die Gerade G 
treffen, zu Mittelpuncten, die Strahlen a, b, c, d, e, welche den Punct P 
mit den Ecken A, B, C, D, E des Vielecks verbinden, zu Radien, und 
zu Centriwinkeln die Nebenwinkel A, B, C, D, E der an diesen Ecken 
gelegenen Winkel des Vielecks. Die Linie PP 1 P 2 P 3 P 4 P 5 und die drei 
Geraden AP, AA, und A,P S begrenzen eine Figur APPJ\P :i PJ\A v 
welche als aus folgenden Theilen zusammengesetzt betrachtet werden 
kann: 1) Aus einer Reihe von Dreiecken AP l B 1 , BJA/J , ... E PA 
welche bezieldich den Dreiecken APB, BPC, . . . EPA gleicli sind* in 
die das gegebene Vieleck 33 durch die Strahlen a, b, ... e zerfallt wird, 
so . dass die Inhaltssumme jener Dreiecke dem Inhalte dieses Vielecks 
gleich ist, und 2) aus einer gleichen Anzalil von Kreissectoren , deren 
Mittelpuncte, Radien und Centriwinkel bereits nalier angegeben worden 
sind. Diese Figur APP l P. i ...P s A l soli fortan „von dem Puncte P 
beschrieben" heissen. Bezeiclmen wir sie oder ihren Inhalt mit W, so 
erhellt aus dem Gesagten, dass 

(6B) W— 58 -f~- a vl 4- 6 IB 4 - 6*4 

wobei A,B,C, ... die genannten Nebenwinkel des Vielecks 33, in Zahlen 
ausgedriickt, sind. 

Nacli § ( lasst sicli die vorstehende Gleichung in folgendo umwandelii: 

f64) [ W = h-KCA+P+G'-f---), 

I = 33+|E(aJA)-t-is 2 E(A), 

wo a,, b u c„ ... s die Strahlen sind, welche einen in Riicksiclit des 
Vielecks 33 bestimmten eigenthumlichen Punct S mit den Ecken A, B , 
C, ... desselben und mit dem Puncte P verbinden. 
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Bemerkt man, dass nach § 17, Gl. (32) 

(65) 2(A) = A+B+C+- = 2w, 
so folgt aus Gl. (64) 

( 66 ) w = 

mid daher fiir den Inhalt w der von dem Puncte S beschriebenen Figur, 
fiir welclien s gleich 0 ist, 

(67) w = 58H-i2(«M), 
woraus in Verbindung mit (66) endlicli folgt: 

(68) W = w-\-Ti s 2 . 

Aus alien diesen Formeln zusammen ergeben sich folgende Satze: 

a ) „Rollt ein beliebiges convexes Vieleck 35 in einer Ebene 
auf einer festen Geraden G, bis es sich ganz umgedreht hat, so 
giebt es eineu eigenthrinilichen Punct S, der unter alien mit 
dem Vieleck fest verbundenen Puncten P die dem Inhalte nach 
kleinste Figur w beschreibt. Dieser ausgezeichnete Punct S ist 
der Schwerpunct der Ecken des gegcbenen Vielecks 35, wenn 
denselben die respectiven Nebenwinkel des Vielecks als Coeffi- 
cienten zugeordnet werden.“ 

b) „Jeder andere Punct P beschreibt eine Figur, deren In- 
halt W gerade um diejenige Kreisflache, welche den Abstand s 
des Punctes P von S zum Radius hat, grosser ist als der Inhalt 
jener kleinsten Figur w;“ so dass also: 

c) „ Alle Puncte P, welche in einer Kreislinie liegen, die 
S zum Mittelpuncte hat, Figuren W von gleichem Inhalte be- 
schreiben"; und auch umgekehrt: „ Alle Puncte P, welche Figuren W 
von gleichem Inhalte beschreiben, liegen in einem Kreise, 
dessen Mittelpunct der Schwerpunct S ist.“ 

Dass bei einem regelmiLssigen Vieleck 35 der hier in Rede stehende 
Schwerpunct S mit dem Mittelpuncte des Vielecks zusammenfallen muss, 
ist einleuchtend. Auch in anderen besonderon Fallen liisst sich dieser 
Schwerpunct S leiclit angeben, oder geometrisch construiren, wie z. B. 
namentlich in dem Fallo, wo die Nebenwinkel des Vielecks 35 unter ein- 
ander commensurabel sind. Beim Dreieck, Viereck etc. ergeben sich in 
dieser Hinsicht einige interessante specielle Satze. 


§27. 

Der Inhalt der Figur W kann unter Beibehaltung seiner Bestandtheile 
auch in anderer Form oder durch eine andere Figur SB dargestellt werden, 

wobei es nicht ndthig ist, das Vieleck 35 auf der Geraden G rollen zu 

....... Q 
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lassen. Namlich die in der Figur W vorkommenden Kreissectoren (Taf. VII 
Fig. 6) konnen nnmittelbar an das Vieleck 35 angeschlossen und zwar in 
seinen Nebenwinkeln A, B, C, . . . beschrieben werden, wie z. B. in Fig. 1 
anf Taf. VII, wo die Kreisbogen 2l3t 15 3335,, (5(5,, ... aus den Eckon 
A, B, C, .. . mit den Radien a, b, c, . . . beschrieben sind. Auf diese 
Weise hat offenbar die Figur 2131,3323, (5(5, (D©,©®, gleich 3® gleichen In- 
halt mit jener Figur W, welche der Punct P beim Rollen des Yielecks 25 
anf der Goraden 6 (Taf. YII Fig. 6) beschreibt. Da die Kreissectoren 
sich auf zwei verschiedene Arten so an das Yieleck 35 antragen lassen, 
dass sie alle nach einer Richtung um dasselbe herumliegen (je nachdem 
man die Nebenwinkel des Vielecks durch Verlangerung der Seiten nacli 
der einen oder der anderen Richtung hin entstehen lasst), so giebt es auf 
diese Weise zwei verschiedene Figuren SB und SB, , die aber nothwendig 
gleichen Inhalt haben. 

Hiernach ist klar, dass die oben (§ 26) fur die Figuren W und w 
entwickelten Formeln und Satze auf gleiche Weise auch fur die Figuren 
SB und to stattfinden mfissen, wo namlich to dem Schwerpuncte S ent- 
spricht und mit w gleichen Inhalt hat. Daher hat man 

(69) SB-35 = SB -35 = p(«M)-+-™ 3 , 

(TO) to— 35= to,— 35 

(71) SB— to =38,— to, = to 2 , 

und daraus folgende Satze: 

a) „Zieht man aus den Ecken A, ft, C, .. . eines beliebigen 
convexen Yielecks 35 nach irgend einem in seiner Ebene liegen- 
den Puncte P Strahlen a, b, c, ... und beschreibt mit diesen 
als Radien in den respectiven Nebenwinkeln A, B, C, ... des 
Vielecks 35 Kreissectoren, so ist die Inhaltssumme (SB— 35) 
dieser Kreissectoren dann ein Minimum (to — 35), wenn der 
Punct P mit demjenigen Puncte S zusammenfallt, welcher der 
Schwerpunct der Ecken des Vielecks 35 ist, insofern denselbcn 
Goefficienten zugehoren, die sich wie die respectiven Ncbcn- 
winkel verlialten. K 

b) „Fiir jeden anderen Punct P ist die Inhaltssumme (SB-35) 
der Kreissectoren um diejenige Kreisflache its 3 , welche den Ab- 
stand s des Punctes P von S zum Radius hat, grosser als die 
dem Schwerpuncte S entsprechende Summe (to— 35).“ 

c) „Puncten P, die in einem Kreise liegen, dessen Mittcl- 
punct S ist, entsprechen gleiche Summen (SB— 35) der Kreis- 
sectoren", und umgekehrt: „alle Puncte P, fur welche die Inhalts- 
summe der Kreissectoren die namliche ist, liegen in einem und 
demselben Kreise, dessen Mittelpunct S ist.“ 
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§ 28. 

Lasst man das bisher betrachtete Vieleck 58 in eine Curve 58 iiber- 
gehen, vrie oben in § 20, so miissen die aufgestellten Gleichungen und 
Satze (§ 26 und § 27) aucli fur diesen Grenzfall noch stattfinden. Die 
iibrigen zugleicli betra.cbteten Figuren W und SB erlialten aber daduich 
ebenfalls andere Formen, so wie der beschriebene Schwerpunct S eine cha- 
rakteristische Eigenschaft. Namlioh es treten folgende Aenderungen ein: 

1) Rollt die geschlossene und convexe Curve 58 auf der Geraden G 
(Taf. YII Fig. 6), so ist die von jedem (mit der Curve 58 fest verbundenen) 
Puncte P beschriebene Linie PP,...P n , die fruher aus Kreisbogen zu- 
sammengesetzt war , nun irgend eine bestimmte Curve PPn (oder bestelit 
aus unendlich viclon unendlich kleinen Kreisbogen). Die von dem Puncte 
P beschriebene Figur W ist das von der Curve PP n und den droi Geraden 
AP, P n A l und AA, eingeschlossene Vicreck APP n A l , wo, wie fruher, 
die beiden ersten Geraden AP und A,P n gleich und parallel sind, und 
die dritte AA, dem Umfange der rollenden Curve 58 gleich ist. 

2) Naoh der in § 27 beschriebenen und in Fig. 7 auf Taf. VII dar- 
gcstellten Construction der Figur SB folgt leicht, dass fur den gogenwartigen 
Fall ihr Umfang in irgend eine bestimmte Curve SB ubergeht. Denn da 
fur diesen Fall die Nebenwinkel und die Seiten des Vieleclcs 58 alle un- 
endlich kleiu wcrden, und die letztcren in die Tangenten der Curve 58 
iibergehen, so werdcn also aucli die Kreisbogen SIS! ; , 2358,, GO , , . . . so- 
wohl als die Strecken 21,23, 23,©, (5,2), ... alle unendlich klein; dalier 
miissen je drei auf einander folgende Puncte, wie z. B. 21, 21, und 58 
unendlich nahc boi einander liegon, so dass also die genannte Curve SB 
schlechthin als Ort dor Puncte 21, 58, G, ... angesehen wcrden kann. 
Das heisst, wird auf jedor Tangente A21 der gogebenen Curve 58 der 
ilirem Beruhrungspuncte A entsprochende Strahl AP gleich a abgetragon, 
wird also A2t gleich a genommen, so ist der Ort des Endpunctos 2t der lan- 
gente irgend eine bestimmte Curve SB, welche die fruher betrachtete Figur 
SB repriisentirt. Der Strahl a kann aber von dem Beruhrungspuncte A 
aus nacli zwei ontgogengesotzton Richtungen hin auf der Tangente A%. ab- 
getragen werden. Daher entstehen durch das angegebene Yerfahrcn zwei 
Figuren SB und SB,, welche zwar im Allgemoinen der Form nach von 
einander verschieden, aber stets von gleichem Inlialte sind, so dass immer 

SB = SB,. 

3) Da der eigenthiimliche Punct S beim Vieleck 58 durch dessen 
Nebenwinkel A ? P, G y . . . bestimmt wird 26), diese TVinkel abet bei 
der Curve 58, — wo sie unendlich klein sind — sich verhalten, wie 
die respectiven Kriimmungen dieser Curve, oder wie die umgekehrtcn 
Wertlie der respectiven Krummungshalbmesser (§21), so folgt: „dass im 
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gegenwartigen Falle der eigenthfimlich© Punct S der namliche 
ist, weleher oben (§ 22) Kriimmungs-Schwerpunct der Curve SB 
genannt wurde.“ 

Wenngleich hier die Winkel A, B, C, . . . einzeln alle unendlicli 
ldein werden, so bleibt doch offenbar ihre Summe die namliche, wie friiher 
(§ 26, Gl. (65)), also 2(A) gleich 2 tu ; und auch der Ausdruck £s 2 2(A) 
behalt seinen fruheren Werth gleich ns 2 . Demnach finden fur die ebon 
beschriebenen Figuren 25, SB, W ganz dieselben Gleichungen statt, wie 
oben (§ 26 und § 27), namlich 

(72) W— SB = ®-Ht2(a*4), 

(73) W= SB =*= SB +i2(a*A)-t-Ks\ 

(^4) w == to = 23 h~^2(& 2 .^4), 

(75) W= SB = wH-tts 2 = iod-Tus 2 , 

(76) 28 = 28, und 03 = 03,, 

(77) (SB— 25) = (SB, — 25) = (03 — 23)+7ts 2 = (03, — 25 )H-ns 2 . 

Die Yergleichung dieser Formeln mit denjenigen in § 23 — insofern 
fiir alle dieselbe Curve 23 zu Grande gelegt und bemerkt wird, dass lur 
unendlich kleine Winkel 

sin2J. = 2 sin ^4 = 2 A, 

also 

2(a 2 sin2A) = 2 2(a 2 A) 

ist, — fiihrt zu folgendem interessanten Resultate: 

(78) FF=2B = 2F und 03 = w = 2v. 

Aus alien diesen Formeln ergeben sich folgende Satze: 

a) „Rollt eine beliebige geschlossene und liberall convexe 
Curve 25 in ihrer Ebene auf einer festen Geraden G, bis sie sich 
ganz umgedreht hat, so beschreibt jeder mit ihr fest verbunden 
gedachte Punct P eine Figur W (gemischtliniges Viereck), deren 
Inhalt von der Lage cles Punctes P abhangt. Die vom Kriim- 
mungs-Schwerpuncte S der gegebenen Curve 25 beschriebene 
Figur hat unter alien den kleinsten Inhalt w. Fiir jeden and ere n 
Punct P ist der Inhalt der von ihm beschriebenen Figur W 
grosser als dieses Minimum w, und zwar um diejenige Kreis- 
flache tcs 2 grosser, welche den Abstand s des Punctes P vom 
Krummungs-Schwerpuncte S zum Radius hat (75). Alle Punete 
P also, die in einem um den Schwerpunct S gezogenen Kreise 
liegen, beschreiben Figuren W von gleichem Inhalte"; und auch 
umgekehrt. 

b) „Werden aus irgend einem Punete P in der Ebene einer 
beliebigen geschlossenen und convexen Curve 23 Strahlen a, b , c, ... 
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nacli alien Puncten A, B, C, .. . tier Curve gezogen, und wird 
aus jedem Puncte der zugehorige Strahl auf die anliegende 
Tangente der Curve (nacli einerlei Richtung) abgetragen, so 
bilden die Endpuncte 91, 25, 6, der Tangenten erne ge- 
schlossene Curve SB. Unter alien Curven SB, die auf solche 
Weise entstehen konnen, hat diejenige den klemsten Inhalt to, 
welche dem Krummungs-Schwerpuncte S der gegebenen Curve 
entspricht. Fiir jeden anderen Punct P hat die entstehende 
Curve einen Inhalt SB, der jenes Minimum to um diejenige Kreis- 
flache its 3 iibertrifft, weclie den Abstand s des Punctes vom 
Sohwerpuncte S zum Radius hat. Also entsprechen Puncten i, 
die in einem um S (als Mittelpunct) gezogenen Kreise liegen, 
Curven SB von gleichem Inhalte;“ und auch utogekehrt. herner: 

Je nachdem die Strahlen a, b, c, . . . in der einen oder der an- 
deren Richtung auf die Tangenten der Curve 25 abgetragen wer- 
den, entstehen fur den namlichen Punct P (S) zwei verschiedene 
Curven SB und SB, (to und to,), welche aber gleichen Inhalt ha- 
ben (76).“ Und weiter: „I)ie Raume (SB— 25), (SB,— 25), welche die 
Curven 25 und SB, 25 und SB, zwischen sich abschliessen, sind 
fur jeden Punct P einander gleich und bleiben fur alle 1 uncte 
P die in gleicher Entfernung s vom Krummungs-Schwerpuncte 
S liegen. constant. Diese Raume haben den klemsten Inhalt 
to —25), wenn sie dem Puncte S entsprechen; fur jeden 
anderen Punct P sind sie um die Kreisflache us 3 , welche den 
Abstanpl PS gleich s zum Radius hat, grosser als jenes Minimum 

^ c)) fl3e\rachtet man dieselbe Curve 25 und denselben Punct 

P in Rfioksicht auf die beiden vorigen Satze a) und 6), so hat 
die vom Puncte P nach dem Satze a) beschriebene Figur W mit 
der ihm im Sinno des Satzes 6) entsprechenden Figur SB odei SB, 

stets gleichen Inhalt, so dass immer 
b W — SB = 2B,.“ 

Und fernen^e ^ ^ beideQ Fig uren W oder SB hat gerade 

doppelt”so grossen Inhalt als die demselben Puncte P m Bczug 
auf dieselbe gogebene Curve 25 entsprechende Fusspuncten- 

Curve V (78).“ Oder ausfuhrlicher : . n 

a) „Rollt die gegebene Curve 25 auf enter festen Geraden G, 
so beschreibt jeder mit ihr fest verbunden gedachte Punct 1 
eine Figur W, deren Inhalt gerade doppelt so gross ist als der- 
jenige der Fusspuncten-Curve V, die dem namlichen Puncte P 
in Bezug auf die namliche gegebene Curve 25 entspncht“; und; 
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P) „Be,wegt sich ein veranderliches gleichschenkliges Drei- 
eck PAl l unter der Bedingung, dass seine Spitze A die ge- 
gebene Curve S3 durchlauft, und dass der eine Selienkel 431 
diese Curve S3 stets in jener Spitze .4 tangirt, withrend die dem 
Sehenkel .431 gegeniiberliegende Ecke in eineru und demselben 
Puncte P fest bleibt, so beschreiben die dritte Ecke 3f des 
Dreiecks und der Fusspunct A l des aus der festen Ecke P auf 
den Sehenkel AW. gefallten Perpendikels zwei Curven 28 und V, 
von denen die erste 28 jedesmal doppelt so grossen Inhalt hat 
als die zweite V.“ 


§29. 

Besondere F a 1 1 e. 

Die vorstehenden allgemeinen Resultate, — bei welclien die gegebene 
Curve S3, mit Ausnahme der Bedingung, dass sie geschlossen und uberall 
convex ist, eine ganz beliebigo, ihre Gleichung z. B. algebraisch oder trans- 
cendent sein kann, und bei welchen ebenso die Gloichungen der erzeugten 
Ciuven V, W } 2b und 2Bj nicht in Betracht kommen, die, wie leicht zu 
ermessen, sowohl von der Gleichung der gegebenen Curve S3, als aucli 
untei sich sehi' verschieden sein konnen, — umfassen unter anderen folgonde 
sehr specielle Satze: 


a. Wean die gegebene Curve 2} ein Kreis ist. 

Rollt der Kreis S>, dessen Radius gleich r, auf der festCn Geradon G, 
so beschreibt jeder mit ihm verbundene Punct P eine gowohnliche Cy- 
kloide W, — eine gemeine, gestreckte oder verkiirzto, jo nachdem bezieh- 
lich P auf der Kreislinie, innerhalb oder ausserhalb dcrsclben liegt, — 
und zufolge § 28, Gl. (78) und § 24, Gl. (50) ist 

C 79 ) W = 2tc»' 2 -|-ks 3 , 

d. h. ,, der Inhalt jeder gewohnlichen Cykloide W ist so gross, 
als die Summe der doppelten Flache des Erzeugungskreises 23 
und der Flache desjenigen Kreises, der mit jonem concentrisch 
ist und durch den besclireibenden Punct P geht.“ 

1st insbesondere s gleich r, oder liegt dor beschreibende Pimct, P auf 
der Kreislinie 23, so ist, wenn man in dicsem Falle den Inhalt mit W 
bezeichnet, 


(80) W 1 = S 7zr\ 

d.h. „der Inhalt der gemeinen Cykloide ist dreimal so gross als 
die Flache des Erzeugungskreises;" ein Satz, der allgemem be- 
kannt ist. 
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Worm ferner s gleich 0, also wenn P mit dem Mittelpuncte S des 
Kreises 25 zusammenfallt, so ist 

(81) w — 2w% 

was aucli daraus erlicllt, dass in diesem Falle w ein Rechteck ist, dessen 
Scitcn beziehlich dem Radius r und dem Umfange 2 nr des Erzeugungs- 
krcisos 25 gleich sind. 

Diesen drei Fallen entsprechend hat man (§ 28) 


(82) SB = 2'icr 2 — (- tts 3 , 

(83) 2B‘ = 3w 2 , 

(84) » = 2w 2 , 

d. h. „den namlichcn Inhalt, wie die dem Puncte P entsprechende 
Cykloide W, hat diojenigc Curve SB, welche der Ort des End- 
punctoB 21 allor Tangenten At des Erzeugungskreises S3 ist, 
wonn auf jeder derselben der aus ihrem Beruhrungspuncte A 
nach dem festen Pol eP gehende Strahl PA gleich a abgetragen 


Die Curve to ist hior ein mit dem gegebenen Kreise 25 concentrischer 

Kreis, dessen Radius gleich r }/ 2 wird, was leicht zu sehen ist. 

Audi dor Inlialt der Ringe, die zwischen der Curve 2B und dem 
Kreise 25 liegen, lasst sick hier genau angeben, namlich er ist 

(85) 2S 2S = irr 2 +7rs 2 ; 2B‘-25 = 2w 2 ; to— 25 = w 2 . 

[,n zweiten Falle 2B'— 25, lindet kein eigentlicher Ring statt, sondern ein 
siohellormiger Raum (Mond), dessen Spitzen jedoch im Puncte P an em- 


andcr stosscn. -da 

Anmerkung. Bei der vorkurzten Cykloide entsteht, wenn z. B. der 

Punct P in dem durch don anfanglichcn Boruhrungspunct A gehenden 
Durchmcsser des Kreises 25 und oberhalb dieses letzteren und der Basis <? 
L t wie in Fig. 8 auf Taf. VIII, eine Schleife QQ,, indem die Cykloide 
• U a Puncte Q sich selbst schneidet. Alsdann besteht lhr Inhalt, d. l. W, 
<vus don zwei Kiiunxcn 

APQP, A,A-i-QRQ, TQ, 


oder aus don drei Stiicken 

APRA-hA, TP 1 A 1 - s rRQ 1 TR. 

In alien analogen Fallen, die Curve 25 mag sein welche man will, 
is! der Inlialt’ der Figur 1 V auf gloiche Weise zu bestimmen. 

71eld man (lie Geradc PP„ welche die Cykloide m den Puncten P 
P Jn so entsteht der Arbelos PQP,P, dessen Inhalt mit dem 
Jli r nrn TO immer einen leicht angeblichen Untersclued macht. 

dem Eeehteehe 
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APP^A uud der Figur W gleich. Oder wird 

PP ... {JCj also 6* T — j — OH 

gesetzt, so ist 

Ai'belos (PQP l P) — Schleife ( QR Q 1 TQ) == AP1\A X A— W 

= n(2rs — s 2 ) = 7t(r 2 — * 2 ), 

cl. h. „der Unterschied zwischen dem Inhalt des Arbelos PQP t 
und dem der Schleife QQ } ist auch gleich dem Unterschiede 
zwischen der Flache des rollenden Kreises und der Fliiche des- 
jenigen Kreises, dessen Radius x gleich s — r ist.“ 

Ist also x gleich r, d. h. s gleich 2r, so ist auch 

PQP i = QRQ i TQ, 

oder: der Arbelos hat geracle gleichen Inhalt mit der Schleife. 


(5. Wenn die gegebene Curve SB eine Ellipse ist. 

Alls § 28, Gl. (78) und § 24, Gl. (55) folgt 

(86) W = ir(« 3 -|-6 2 -t-s 2 ); 

d. h. „rollt eine Ellipse 23 in ihrer Ebone auf der fosten Deration 
G, bis sie sich ganz umgedreht hat, so beschreibt joder mit i hr 
fest verbundene Punct P eine Figur W, deren Inhalt gleich ist 
der Summo dreier Kreisflachen, welche beziehlich die halben 
Axen « und b der Ellipse und den Abstand s des Punctes P von 
ihrom Mittelpuncte S zu Radien haben.“ 

Liegt insbesondere der beschreibende Punct P 1 in der mit der Ellipse 
concentrischen und durch ihre Bronnpuncte gehenden Kreislinio, ist also 
s 2 gleich a 2 — b\ so ist 

(87) W 1 = 2™ 3 ; 

d. h.^ „der Inhalt der von dem Puncte P 1 beschriebenen Figur 
W 1 ist gerade doppelt so gross als die Kreisflache, welche die 
grosse Axe 2a der Ellipse 33 zum Durchmesser hat.“ 

Dem Mittelpuncte S der Ellipse entspricht 

(88) w = 7t(a 2 4-5 2 ) = 27r^ 2 ; 

d. h. „die von dem Mittelpuncte S der Ellipse boschriebcne 
Ligur hat einen Inhalt w, der so gross ist als die Summe zweier 
Kreisflachen, welche die Axen der Ellipse 25 zu Durchmessern 
haben; oder doppelt so gross als die Kreisflache, welche einen 
der gleichen conjugirten Durchmesser der Ellipse Sum Durch- 
messer hat (§ 24, B). 

Die vorstehenden drei Formeln (86), (87) und (88) stellen zugleich 
auch die Inhalte der respective entsprechenden Curven SB, SB 1 , *x> dai\ 
ebenso wie oben beim Kreise (a). Fiir die zwischen diesen Curven und 
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der Ellipse 25 liegenden Raume oder Ringe hat man 
iSffi — 25 = Tt(a 2 +i 3 — ab-hs 2 ), 

(89) 1 SB 1 — 35 — ®ic(2a-— &), 

| tD — 95 = it^ 2 — t— b“ — ah'). 

B. Weua eine Eigur 33 auf einer anderen t'esten Figur U rollt. 

§30. 

Wemi in einer Ebene ein beliebiges convexes Yieleck 95, z. B. ABCD 
(Taf VIII Fig. 9) auf der Aussenseite eines anderen festen convexen Viel- 
ecks II gleich © 1 2ISBG©2l I (welches auch bless eine aus Geraden zu- 
sammengesetzte gebrochene Linie sein kann), mit welcliem os nach der 
Reihe gleicho Seiten hat, so lange rollt (wobei je ein Paar^gleiche feeiten 
auf einander zu liegen kommen), bis es wieder mit der namlichen boi e 
(D A), wie anfangs, auf dor Basis U aulliegt, z. B. bis cs in die Lage von 
A 1 B I C 1 D 1 (gleich ABCD ) gelangt, so beschreibt jeder mit dem rollenden 
Vielecke 25 test vorbundene Punct F irgond eine Figur 
W = 

wolche (wie oben in §26) aus so vielen Dreiecken und aus so vielen 
Kreissectoren zusammengesetzt ist, als das rollendo Vieleck 23 Ecken la . 
Dio Dreiecke sind beziehlich denon gleich, in welclic das Violeck o durch 
die aus seinen Ecken A, B, C, D nach dem Puncto P gezogcnon Btrahlen 
a b c, d zerlegt wird; also ist ihrc Summc gleich dem Inhalto dieses 
Vielecks 23. Die Kreissectoren haben beziehlich die namlichen Strahlen 
a b c, d zu Radien, die Ecken 21, 25, 6, © dos Vielecks It zu Mittol- 
puncton und zu Centriwinkcln die Summen der entsprechenden Webon- 
winkel bolder Vielecke 25 und It. Werden also, wie friiher, die Nobcn- 
winkel des Vielecks 25 durch A, B, C, . .., diejemgen des Vielecks It 
durch 9t, 23, 6, • • • bezeichnet, so ist zufolge des Gesagten 

(W = 25+ia 2 (^L-t-^)+i^ 2 ( jB + aS )+i c2 ( C ' + '^ + "‘ 

(9°) { = $+*2 [a\AA-m 

Aus der Uebereinstimmung dieser Glcichung mit joncr obigon in 
§26 Gl. (63) erkennt man sogleich, dass auch fur die gegenwartige Bo- 
trachtung analoge Gesetze stattlindon, wie dort. Namlich. wild dci 
Schwerpunct der Ecken A, B, C, .. . des Vielecks 25, wemi denselben 
die Coefficicnten (A+2t), (B+S), (C+G), ... zugcordnot smd durch @, 
und werden seine Abstande von den Ecken A, B, C, . . - dos Vielecks o 
und von dem Puncte P beziehlich durch a„ 6-, ... und § bezeichnet, 
so lasst sich die vorstehende Gleiclmng (90) in folgende vcrwandeln (§ 7 
und § 26) : 

(91) 


W = 25+4-2 [a 2 (A+2t)]+i§ 3 2(A+2t), 
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oder, da nacli § 26, Gl. (65) 

1(A) = 2ic 

ist, so hat man, wenn 


a-hS+6-f-- = q 

gesetzt wii-d, 

(92) W = 23-l-i--2[a'(-d+SC)]-|-4-§ 2 (27tH-q), 

wobei q in der Figur 9 dem Winkel gleich ist, unter welchem die 

auf die erste mid die letzte Seite (£),$ und von U errichteten Per- 
pendikel 9)i£} und 9i£) sich schneiden. 

Fur die von dem Schwerpunete @ beschriebene Figur w hat man 
denmach 


(93) to = 93-H-2[>?(M+2I)], 
und daher folgt weiter 

(94) W = to+i8*(2rc+q). 

Diese Gleichung enthalt folgonden Satz: 

„Wenn in einer Ebene ein beliebiges convexes Vieleck SB 
auf der Aussenseite eines beliebigen festen convexon Vielecks 
U, mit dem es respective gleiche Seiten hat, so lange rollt, bis 
es wieder mit der anfanglichen Seite auf demselben aufliegt, 
so beschreibt jeder mit ihm fest verbundene Punct P eine Figur 
W, deren Inhalt ein Minimum gleich w wird, wenn der bo- 
schreibende Punct P mit dem Schwerpunete @ dor Ecken des 
Vielecks 93 zusammenfallt, insofern densolben die Summen der 
ontsprechenden Nebenwinkel beider Vielecke 93 und U als Coof- 
ficienten zugehoren. Alle Puncte P, welche glcichweit von die- 
sem Schwerpunete @ abstehen, beschreiben Figuren W von 
gleichem Inhalte“, und auch umgekohrt; „und zwar ist fur jeden 
I unct P der Inhalt W gerade um denjenigen Kreissector, der 
den Abstand § zwischen P und @ zum Radius und die Summo 
(2ir-j-q) aller jener Nebenwinkel zum Centriwinkel hat, grosser 
als jones genannte Minimum w. u 


§31. 

Vornehmlich zum Behufe spaterer Betrachtungen mag fiber das Vor- 
stehende noch Folgendes bemerkt werden: 

Es ist klar, dass der Schwerpunct <& sowohl direct, als auf folgendem 
Wego gefunden werden kann. Man suche fiir die Ecken A, B, C, . . . des 
Vielecks 93 zwei Schwerpunete S und S n indem man fiir den ersten S 
die Nebenwinkel des Vielecks 33 selbst, fur den zweiten S t die respective!! 
Nebenwinkel SI, 23, 6, . . . des Vielecks U als zugehorige Coefficienten an- 
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sieht. Mmmt man alsdann in der Geraden SS, denjenigen Punct @, der 
sie so theilt, dass 

(95) = q : 2n, 

so ist derselbe offenbar der verlangte Schwerpunct S. — Sind insbesondere 
die Nebemvinkel eines jeden Vielecks unter sich gleicli, so fallen die drei 
Puncte S, S l mid @ zusammen. Dasselbe kann aber aucli unter anderen 

Bedingungen eintreffen. .. , 

Eerner kann der Inhalt der Figur W unter anderer Form, namlich 
durch zwei Figuren 2B und $ dargestellt werdon. Denn wild dei obige 
Ausdruck fur TP, wie folgt, zerlegt (90): 

(96) W= 25-+— !'2(<z 2 A)-4--|'k(® , ' i 2I) =: SB+Si, 

und einzeln gesetzt 

(97) aS+i2(fflM) = SB; ),-!'(«- St) = 

so kann man sich miter SB die namliche Figur denlcen, welche bcreits 
oben (§27) construirt worden; £ aber soli diejenige Figur sem, wciciie 
durch die gesammten Kreissectoren gebildet wird, die in don Ncbemvin vC n 
21 58, (5, - • • des Vielecks U mit den Strahlon a, b, c, .. . als Kadien 
und zwar unter der Bedingung beschrieben warden, dass allc Sectoral nach 
einerlei Richtung hin liegen, was wie bei SB auf zwei verschiedene Arten 

gescliehen kann. t ^ . .. 

Ueber den Inhalt der Figur SB sincl die wesentlichstcn Relationen am 

genaimten Orte aufgestellt; niimlich or wird cin Minimum gleicli in, wenn 
sie dem Schwcrpuncte S entspricht; ausserdem ist fur jeden anderen 
Punct P - 

(98) SB' = m+its 3 , 

wo s den Abstand des Punctes P von S bezeichnet. _ 

Wird die Figur £ fur sich botrachtot, so folgt in ahnlicher Wcisc, dass 
ihr Inhalt dann ein Minimum gleicli t wird, wenn sie dem oben genannten 
Schwcrpuncte £>, entspricht, und dass fur jeden anderen Punct P 

(99) £ = t+iq s ? 

ist, wo s, gleich PS, und q gleicli 21-(-23+(5 h (§ 30). 

Demnach hat man nach Gl. (96) 

( 10 0) W==SB-b-S:==tD+ra 3 +t4-'.l-qs 3 . 

Die Formel (99) enthalt folgenden Satz: 

„Dcr Inhalt der Figur £ ist dann cin Minimum gleich t, 
wenn sie dem Schwcrpuncte £, entspricht; beliebigen Punctcn 
P welche gleichweit vom Schwerpuncte S, abstelien, ent- 
sprechen Figuren £ von gleichem Inlialte“, und auch umgekehrt; 
„und zwar ist der jedesmalige Inhalt gerade urn denjenigen 
Kreissector grosser als jenes Minimum t, welcher den Abstand 
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s, der Puncte P von S t zum Radius und den constanten Winkel 
q zum Centriwinkel hat.“ 

§32. 

Bleiben alle Vorausssetzungen fiber die Vielecke 33 mid It die niim- 
liclien, wie oben (§ 30), nur dass 35, statt auf der Aussenseite, jetzt auf 
der inneren, concaven Seite von tt rollen soli; so sind dabei im Allge- 
meinen drei Fiille zu unterscheiden, niimlich entweder sind: 

_°0 Die Nebenwinkel A, B, C, . . . des Vielecks 33 alle grosser als 
die ihnen entspreclienden Nebenwinkel 21, 35, (5, .. . von 11; oder: 

|3) die ersteren alle kleiner als die letzteren, oder endlich 

T) clie Nebenwinkel A, B, C , . . . von 35 tlieils kleiner, tbeils grosser 
(oder theils, wenn man will, aueh gleich) als die Nebenwinkel §L SB, (£, ... 
von 11. 

Im ersten ball — der am leiclitesten darzustellen ist und am meisten 
mil dem frfiberen fibereinstimmt, daher liier auch allein berficksicbtigt 
werden soil — besclneibt joder mit dem Vieleck 33 fest verbundene Punct P 
irgend eino Figur W, welclie auf analoge Weise, wie oben, aus Dreiecken, 
deren feumme gleicli 35 ist, und aus Kreissectoren bestelit, deren Radion 
a, b, c, . .., deren Centriwinkel dagegen A — 21, B— SB, C—(5, . . . sind; 
so dass also bier 

(101) W= 33+-’N[«-(A— 3Q] == 33+-p(« 3 A)— p(a“SO = 2B— 2, 

(102) IF=.354-P[«X^-St)]H-i-§ 3 (27t-q), 

(103) w = 35+p[<(^- SI)], 

(104) W= w+$§*(2n-q), 


biuo; w = m t— |qs?, 

wobei w und die Strahlen a l (d. i. a v b n c „ . . .) sich auf den Punct 
dagegen in und s, t und s, auf die Puncte S, bezielien, und die drei 
Puncte S, S 1 und @ die Scbwerpuncte der Eckon A, B, C, ... dcs Vicl- 
ocks S3 sind, wenn ibnen bezieblicb die Winkel 1) A, B, C, . . . , 2) 21, SB, ($, ... 
und 3) A 21, B — SB, C — 6, ... als Coofficienten zugehoren. — Der 
gegenwartige Schwerpunct © ist biernacb von dem obigen glcichnamigen 
(§ 30) im Allgemeinen wesentlich verschieden. Aus den vorstehenden 
Gleicbungen folgen -fibrigens analoge Satze wie dort. 

§33. 

Lasst man die der bisherigen Betrachtung zu Grande liegenden Viel- 
ecke 33 mid 11 in Curven 33 und 11 fibergehen, wobei jedoch vorljiufig 35 
geschlossen und stetig convex, dagegen 11 nur *langs des Bogens 2121, 


(105) { 


: It) — j— TCS", 


2S: 

=== t — }— 
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(107) 

(108) 

(109) 

( 110 ) 

( 111 ) 

( 112 ) 


'Taf. VIII Fig. 10), so weit jene auf ihr rollt, stetig convex sein soli, so 
bleiben die obigen Gleichungen offenbar auch noch fur den gegenwartigeu 
Fall ffiiltio' so dass man also auch fur diese Curven unmittelbar hat (§ oO 
and § 31) ’ 

W = 33-H-2|> 8 G4-|-3l)] = 2B+$, 

W = 33-hi2[a 8 (^-l-3l)]-PP 2 (2«-t-q), 

w == 33— I— ■^•2[&|(.d.-l— 31)], 

W = wH-£§ 8 (2it-f-q), 

| SB = ttM-us 8 , 
l£ = t-t-^qs 8 , 

W = to-hTO s -|-t+iqs?. 

Der Weg jedcs mit der Curve 33 verbundenen Punctes P - der 
fruher a, us einer Reihe Kreisbogen bestand — vvird hier irgend eine Curve 
PP , so dass die von P beschriebene Figur W von zwei gleichen Geraden 
PI,’ PX und zwei Curven PP„ 3131, begrenzt wird, wovon die letztere 
als Basis alien Figuren W gemein und gleich dem Umfangc der Curve 33 ist. 

Der eigenthihnliche Punct 6, welchem die Figur « vom Ideinsteu 
Inhalte entspricht, beliiilt seine friihere Eigenschaft; namlicli er ist der 
Schwerpunct der Curve 33, wenn ihren einzelnen Puncten Coefficienten 
zugeordnet sind, die sich verhalten wie die Summen der unendlich kleinen 
Winkel, welche die Curven 33 und 11 in den correspondirenden Puncten 
mit der Tangente bildon, oder wie die Summen der correspondirenden 
Krummungen beider Curven (vergl. § 28 und § SO). Oder nach § 31 kann 
der Punct @, wie folgt, gefunden werden. Namlich von den zwei Puncten 
S und &, welche dort zu Hulfe genommen worden, ist hier der erst e S 
der Kriimmungs - Schwerpunct der Curve 33 (§22); der andere S, ist 
Schwerpunct derselben, wenn ihren einzelnen Puncten Coefficienten gegeben 
werden, die sich umgekehrt verhalten wie die Kriimmungsradien der Basis 
R in den correspondirenden Puncten. Der Punct <& ist alsdann der Schwer- 
punct der Puncte S und S , , insofern diesen beziehlich die Coefficienten 
2it und q zugeordnet werden, so dass also €>, wie fruher, durch die 
Gleichung 

Se :S,<5 = q:2rr 

aefunden wird, wo jctzt q der Winkel ist, unter welchem die Normalen 
|[£l, 31, der Basis 11 in den Endpuneten des von 33 uberrollten Bogens 
sich schneiden (§ 30). 

Die Figur SB ist die namliche, welche bereits m § 2b naher be- 
schrieben worden. Die Figur Z entsteht zufolge §81 dadurch, dass der 
veranderliche Strahl PA gleich a (d. li. jede Gerade aus dem festen 1 ole 
P nach irgend einem Puncte A der Curve 3$) auf der Tangente Slip im 
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correspondirenden Puncte 31 der Basis U nach constanter Richtung abge- 
tragen, also Slg? gleich a genommen wird; wo dann dieses begrenzte Stiick 
der Tangente die Flache der Figur gleich 335)3,21,3133 beschreibt, welcho 
somit von zwei Geraden 2133, 21,33, und zwei Curven 212C„ ^3^3, begrcnzt 
wird, von welchen die letztere der Ort des Endpunctes der Tangente ist. 
Durch to und t sind die ldeinsten Inhalte der Figuren 28 und 33 bezeichuct, 
die stattfinden, wenn diese beziehlich den Schwerpunctcn S und S t ent- 
sprechen. Endlich sind s und s, die Entfernungen des Punctes P von 
den Schwerpuncten S und S x . 

Die obigen Gleichungen enthalten hiernach unter anderen folgen- 
den Satz: 

» We nn in einer Ebene eine geschlossene, stetig convoxe 
Curve 58 auf einer beliebigen festen, convexen Curve It rollt, 
bis sie wieder mit dem anfanglichen Puncte ( A ) auf dioser auf- 
liegt, so beschreibt jeder mit ihr verbundene Punct P irgond 
eine Figur W, deren Inhalt dann ein Minimum gleich w wird, 
wenn der beschreibende Punct der oben genannte Schwerpunct 
@ der Curve 58 ist. Puncte P, welche von diesem Schwerpuncte 
@ gleich weit abstehen, beschreiben Figuren W von gleichem 
Inhalte , und auch umgekehrt; „und zwar ubertrifft dieser In halt 
jones Minimum w jedesmal gerade um den Kreissector, welcher 
den Abstand § des Punctes P von @ zum Radius und den con- 
stanten Winkel 2iH-q zum Centriwinkel hat (110).“ 

Ueber die Figur $ wird im Folgenden ein allgemeiner Satz aufge- 
stellt werden. 

Anmerkung. Rollt die Curve 33 auf der concaven Seite der Basis 11, 
und findet dabei der besondere Umstand statt, dass in jo zwei entsproehen- 
den Puncten beider Curven die erste 58 grossere Kriimmung hat als die 
andere 11, so erhalt man analoge Gleichungen, wie vorhin, namlich man 
hat nur in diesen 

—21, — q, —a, — t 

beziehlich statt 

+31, -f-q, H-t 

zu setzen, uni jene zu erhalten (§ 32). Auch wenn umgekehrt die Curve 
58 in jedem Puncte kleinere Kriimmung hat als die Basis 11 im ent- 
sprechenden Puncte, lassen sich analoge Formeln aufstellen. 

§ 34. 

Die vorstehende Betrachtung (§ 33) kann dadurch verallgemeinert, 
werden, dass man die Bedingung: „die Curve 58 solle geschlossen sein 
und so lange rollen, bis sie wieder mit dem anfanglichen Puncte auf der 
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Basis It aufliege" wegliisst und vielmehr annimmt, sie rolle um emeu be- 
Bogen, ctwa urn den Bogun ACB gleich a®8 (Taf. VIII Fig. 11), 
dabei jedoch immer noch die Bedingung festhiilt, M dass von den beideu 
Boaen, dem rollenden AB und dem uberrollten festen SCSB, kemei emeu 
singularen Punct habe.“ Unter diesen Umstanden gelangt man m dor 
That zu umfassenderen Resultaten und es smd dieselben durch das nam- 
liche einfache und anschauliche Verfahren zu beweisen, wie die bis- 

liell8 Denn ebenso, wie vorhin, folgt auch fur' den gegenwartigen Fall , dass 
die von irgend einem mit der rollenden Curve ^ (oder *) verbundenen 
Puncte P beschriebene Figur W gleich PP^mP InhAte nach 
o-leich ist der Summe zweier anderen Figuren SB gleich PAf%BI nnd 
I cdeich ffl® S8GJ, welche auf die friiher angegebene Worse entstehcn 
(§28 und §33). Die Figur SB besteht aber selbst aus ^.wei anderen 
Figuren F und T, von welchen die erste F gleich Sectoi 1ACB1, 
die andere T gleich A$%BCA, so dass also 

( 113 ) W ~ 

' Fur die Figuren T und % jede fur sich betrachtet, hat man zumichst, 
dem Fruliereu gemass, nachstehende I' ormolu: 


( 114 ) 

( 115 ) 

( 116 ) 
( 117 ) 


T - 

% = 
t ■ 

T 


' 02 (a 2 St) 


- 1-2 


(a]A)+-l-qs\ 

l 2 Z(a*W)-FWl 


und 

und 


t 

$ 


J,-2«St), 


wobei t und t die kleinsten Werthe von T und $ bezeiclmen, welche 
stattfinden, wenn der Pol P beziehlich mit dem Scliwerpnncte & odciyS, 
zusammenfallt, d. h. mit dem Krummungs-Schwerpuncte b des Bogons A , 
Oder mit dem Scliwerpnncte 8, desselben Bogens, wolern die Gewichte 
seiner einzelnen Puncte sich verlialten wie die Krummungen des Bogens 
StSS in den correspond; rendcn Puncten. Der Stralil a i reprasen ai . t ie > 
stande sowohl des Punctes S als des Punctes 8, von den verschiedenon 
Puncten des Bogens AB; s und «, sind die Entfernungen des 1 unctes 1 
von S und 8,; mid endlich sind q und q die Winkel zwischen den Nor- 
malen AQ und BQ, SBD und SB£i in den Endpuncten dor Bogen AB, 4*. 

In der Geraden SS, gleich cl nehme man den Punct © so, dass 

86:-^© = q:ff, 

dass also © der Schworpunct von 8 und 8, ist, wenn diesen die Coeffi- 
cienten q und q zugehoren (oder der Schworpunct des Bogens AB m 
Riicksicht der Krummungs-Summen beider Bogen AB und Jib in men 
entsprechenden Puncten). Wird ferner P© gleich § gesetzt, so hat man 
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fiir die Summe beider Figuren T und 2 

(118) P-t-2 — H-t+£g»*-|-$-qsJ = <P+4(<y-+-q)g~. 

(119) T,+2 1 = 23_ d\ 

lA-q 

(120) T h- 2 = 2 1 1 +2 1 +|-(g'4-q)§ 2 , 

wo T, und 2j die Stelle von T und 2 in dem Falle vertreten, wenn P 
in den genannten Schwerpunct @ fallt, ein Fall, in welchem, wie man 
sielit, die Summe P+2 ein Minimum wird (120). 

Nun kann ferner der Sector F immer als Differenz (oder als Summe) 
von zwei anderen Figuren angesehen werden, namlich des Segmentes 

ACBDA = G 

und des Dreiecks 


APB = $by, 

dessen gegebene Gnmdlinie AB gleich b und die veranderliclie Hohe PE 
gleich y ist, so dass also 

F = G-i-by. 

Hier dwell und vermoge der Gl. (120) gelit die Formel (113) in fol- 
gende fiber: 

(121) W = G-hT 1 -{-Z,-{-i(q-Pq)§‘ 2 —^by > 

wo reclits alle Grossen, ausser § und y, constant sind. Diese zwei Ver- 
andeilichen lassen sich aber durch eine einzige ersetzen. Aus @ auf die 
Sehne AB falle man das Perpendikel @2) gleich p, nehme in der Ver- 
langerung desselben, hinter @, den Punct R so, dass 


( 122 ) 


@P 


b 

2 (?+q) ’ 


so ist, wenn PR gleich r gesetzt wird (durch Ilfilfe des Perpendikel, s 
P auf @P), 


von 


r s — § 3 = (RD-yy—^D—yy, 

und daraus folgt: 

(123) -K(i+q)§ 2 — iby = £(g+q> 2 — tf(2p-h - wr ~ ), 
und nothin geht Gl. (121) fiber in 

(124) w= 

wo nunmehr reclits r die einzige veranderliche Grosse ist. Der Inlialt der 
igui V andert sich demnach mit der Entfernung r des beschreibenden 
unctes P von dem ausgezeiclmeten Punctc R zugleich, und zwar ist seine 
ii“ o ei Abnahme dem Quadrate dieser Entfernung proportional, so dass 
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W ein Minimum gleich w wird , wenn r gleich 0, d. h. wenn P mR 
fallt. Also ist b 

(125) w = Gh-Tj+Sj— £&^2p-+- 2(g+q) )’ 
und 

(126) W = w-+~$(q+q)r 2 . 

Die wesentlichsten Satze aus dieser Betrachtung sind folgende: 

a. „Wenn in einer Ebene ein beliebiger., stetig convexer 
Curvenbogen AB auf der convexen Seite irgend eines anderen 
stetig convexen, festen Curvenbogens 2123 rollt, so beschreibt 
jeder mit der rollenden Curve fest verbundene Punct P irgend 
eine Figur W, deren Inhalt dann ein Minimum gleich w wil'd, 
wenn jener Punct der oben construirte besondere Punct R ist. 
Puncte P, welche gleich weit von diesem eigenthumlichen 
Puncte R entfernt sind, also in irgend einer urn R beschrie- 
benen Kreislinie liegen, erzeugen gleich grosse Figuren W, 
und auch umgekehrt; „und zwar ist ihr Inhalt gerade um den Sec- 
tor des genannten Kreises, dessen Centriwinkel gleich 5 f+Cf, also 
constant ist, grosser als jener kleinste Inhalt w (126). u 

b. 1) „Bewegt sich eine veranderliche Tangente A$ an 
einem stetig convexen Curvenbogen ACB unter der Bedingung, 
dass sie in jedem Augenblicke dem Stralile PA gleich ist, wel- 
cher ihren Beruhrungspunct (M) mit irgend einem festen Pole I 
in der Ebene der Curve verbindet, so beschreibt sie irgend eine 
Figur T 0 deren lnhalt dann ein Minimum gleich t wird, wenn 
jener Pol der Kriimmungs-Schwerpunct S des gegebenen Bogens 
ACB ist. Polen P, welche in irgend einer um S beschriebenen 
Kreislinie liegen, entsprechen Figuren T von gleichem Inhalte, 
der jedesmal gerade um einen Sector jenes Kreises, welchei 
den constanten Winkel q zum Centriwinkel hat, grosser ist als 
jener kleinste t (117).“ Und 

2) „Ist ausser dem Bogen AB noch irgend ein anderer stetig 
convexer Bogen 2KS35 von gleicher Lange gegeben, und bewegt 
sich an demselben die Tangente ^ unter der Bedingung, dass 
sie stets dem Strahle AP gleich ist, welcher den ihrem Beruh- 
rungspuncte correspondirenden Punct in der Curve AB mit dem 
festen Pole P verbindet, so beschreibt sie irgend eine Figur £, 
deren Inhalt ein Minimum gleich t wird, wenn der Pol der oben 
bestimmte Schwerpunct S 1 des Bogens AB ist; liegt der Pol 1 
in irgend einer um S 1 beschriebenen Kreislinie, so nimmt der 
Inhalt von £ gerade um einen Sector dieses Kreises, dessen 
* Centriwinkel dem constanten Winkel Cf gleich ist, zu (117). 
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3) „W erden fur einen und denselben Pol P die beiden Fi- 
guren T und $ zugleich betrachtet, so ist ih’re Summe T+£ 
dann ein Minimum gleich 2^+^, wean der Pol der Schwerpunct 
©ist (d. h. cler Schwerpunct des Bogens AB in Rucksicht der Krum- 
mungs - Suinmen beider Bogen AB und 3123 in den correspondirenden 
Puncten, oder der Schwerpunct der Puncte S und S l in Rucksicht cler 
Coefficienten q und q). Liegt aber der Pol P in einer Kreislinie, 
cleren Mittelpunct © ist, so nimmt die Summe T-\-% urn einen 
Sector dieses Kreises zu, dessen Centriwinkel immer gleich 
q-hq ist ( 120 ).“ 

Anmerkung 1 . Die Tangente 4.^)3 oder 21 $ kann vom Beriihrungs- 
puncte aus nach zwei entgegengesetzten Richtungen genommen werden, 
wodurch zugleich zwei verschiedene Figuren T und 2], oder $ und 
entstehen, aber jedesmal haben beide unter sich gleichen Inhalt, so dass 
immer I 7 gleich T„ oder gleich £ 1 (vergl. § 28). 

2 . Der letzte Satz (b, 3) findet ahnlicherweise statt, wenn ausser 
dem Bogen 3I35S noch mehrere andere Bogen 8 ,^, 2t 3 93 2 , . . . unter den- 
selben Bedingungen gegeben sind, denen dann ebenfalls Schwerpuncte 

6 y 3 , ..., so wie Wink el q 15 q 2 , ... und Figuren $ 1? .., ent- 

sprechen. Namlich ebenso wird alsdann die Summe T+SH-Sj-hS.-P-**- 
ein Minimum gleich m, wenn der Pol P in den Schwerpunct © der Puncte 
& n $21 ^35 ••• fhllt, wofern diesen die Coefficienten q> q, q t , q y , ... 
zugeordnet sind; und ausserdem hat man fur einen beliebigon Pol I\ wenn 
P@ gleich r gesetzt wird, die Relation 

(127) Th-SEh-S^H-S^h 1 — = ^4-i(5-f-q4~q,- hq.H )P~. 

Die Richtigkeit dieser Angaben folgt leicht aus § 7. 

3. Soli in Ansehung des obigen Satzes a) unter alien Puncten l\ 
die in der rollenden Curve 9 ? (wovon ACB nur ein begrenztes Stuck ist) 
selbst liegen, derjenige gefunden werden, welcher die kleinste oder grosste 
Figur W beschreibt, so ist klar, dass derselbe nur der Fusspunct einer 
Normale sein kann, die aus dem eigenthiimlichen Puncte R auf die Curve 

gefallt wird. Ebenso verhalt es sich, wenn der Punct P in irgend einer 
anderen, in det Ebene der 95 gegebenen Curve liegen soil. — Dasselbe 
kann auch uber die Satze b) bemerkt werden. 

§ 35. 

Durch die vorstehende Betrachtung (§ 34 ) sind wir zu den allgc- 
meinsten Resultaten gelangt. Denn nicht nur umfassen diesel ben die 
meisten friiheren als besondere Falle, sondern es folgen daraus noch zaid- 
reiche andere specielle Satze, wofern man namlich in Rucksicht der ge- 
gebenen Elemente bestimmte Einschrankungen und Modifieationen eintreten 
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lasst*). Da hin gehort unter anderem, dass die Wiukel q und q bestimmte 
Wertlie haben (wie z. B. wenn q gleich 2* und die Curve 23 geschlossen, 
also die Sehne AB gleich 0 ist, wodurch man zu den Resultaten m § Bo 
gelangt), dass die eine oder die andere gegebene Curve 23 oder U m erne 
Gerade iibergeht, dass ferner die eine oder die andere, oder dass beide 
zugleich in bestimmte einfache Curven iibergehen, etwa in Kreise, u. s w. 

Yon solclien speciellen Satzen mogen liier noch folgende Platz linden: 

I. Wenn die Basis 21$ eine Gerade wird und 
1) AGB ein beliebiger Curvenbogen bleibt. 

In diesem Falle wird q gleich 0, % gleich 0 und S, verschwindet 
oder kommt nicht in Betracht, so dass © mit S zusammenfallt. I)aher 
wird der ausgezeichnete Punct R gefunden, wenn man aus dem Krummungs- 
Schwerpuncte S des rollenden Bogens AB auf die Sehne AB das Perpen- 
dikel SB fallt und auf dessen Verlangerung fiber S hinaus den Punct R 
so nimmt, dass (122) 



Die obige Formel (126) reducirt sich hier auf folgende: 

(129) w — wS-\qr 2 . 

Das heisst: 

n Rollt ein stetig convexer Curvenbogen AB auf einer fasten 
Geraden 2135, so beschreibt jeder mit ihm verbundene Punct P 
irgend cine Figur W \ die am kleinsten wird, namlich gleich w, 
wenn jener Punct der vorgenannte Punct R ist. . Puncte P, 
welche in irgend einer um R beschriebenen Kreislinie lie gen, 
erzeugen Figuren W, deren Inhalt gerade um einon dem Oentri- 
winkel q entsprechenden Sector des Iireises giossei als jenei 

ldeinste Inhalt w ist.“ ^ 

Anmerkung. I)a auch hier, ebenso wie in § 21, die rigui 
allemal gerade doppelt so gross ist, als die dem namlichen Puncte I ent- 
sprechende Fusspuncten-Figur V in Bezug auf den gegebenen Bogen AB, 
was sich gleicherweise zeigen lasst, so ist die Figur V demselben Gesetze 
unterworfen, wie die Figur W, d. h. „ihr Inhalt wird ein Minimum, 
gleich v, wenn sie dem ausgezeichneten Puncte R entspricht, 
fix r einen beliebigen anderen Punct P ist, wenn PR gleich r ge~ 
setzt wird, 

(130) . V = 

*) Da man sich in alterer und in neuerer Zeit so vielfach mit, Betrachtung der 
durch Rollen erzeugten Curven (Roulettes) beschiiftigt hat, so durfte es wohl auf- 
fallend scheinen, dass das obige einfache und allgemeine Gesetz, dem die Quadratur je 

eines Systems, solcher Curven unterworfen ist, so lange verborgen bleiben konnte. 

in* 
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also die Inhalts-Zunahme ist gerade die Halfte des Kreissec- 
tors, der r zum Radius und q zum Centriwinkel hat.“ 

2) Wenn AB insbesondere ein Kreisbogen ist. 

Dann wird Q der Mittelpunet des Kreises, also q der Centriwinkel 
■fiber dem Bogen AB, und dann fallt der Krfimmungs-Schwerpunct S 
offenbar mit dem gewohnlichen Scliwerpuncte des Bogens AB zusammen, 
so dass sein Abstand vom Mittelpunet, wie bekannt 

(131) QS = j- 


Diese Gerade QS steht auf der Sehne AB gleich b senkrecht; daher 
liegt auch der ausgezeichnete Punct R in ihr, und seine Entfernung vom 
Mittelpunete Q ist nacli den Gl. (128) und (131) 

(132) QR=QS+SR = -^ 1 

also: „gleich der dreifachen Sehne, dividirt durch den doppelten 
Centriwinkel.* Man erkennt daraus, dass R sowohl innerhalb als jon- 
seits des Kreises liegen kann, je nachdem namlich Sb<c2qa oder 3b>2qa 9 
wenn a der Radius des Kreises ist. Ist 

3b = 2qa = 2ACB, 

also der Bogen gerade anderthalbmal so gross als die Sehne, so fallt 11 
in den Bogen AB selbst und zwar in dessen Mitte. 

Da £ gleich 0 (1), so ist nach Gl. (113): 

W = F-i-T, 

und wenn P im Mittelpunete Q des Kreises liegt, so ist 

F = %qa\ 

und nach Gl. (114) 

T — iqa\ 

daher ist fur diesen besonderen Fall (was auch unmittelbar folgt, da din 
von Q beschriebene Figur W 1 ein Rechteck ist, dessen Seiten a und qu 
gleich ACB sind) 

W t = qa\ 

und daher folgt fur die von R beschriebene kleinste Figur nach den Gl. 
(129) und (132) 


(133) ■w = qa 2 — 


2 y / o 

:qa -l% b: 


4 


9 
2 q 




Fur die von einem beliebigen Puncte P beschriebene Figur folgt nuu- 
rnehr nach Gl. (129) 

^ 2 -Hr 2 - 


(134) 


W 
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3 zu ]/8. 


Die Figuren W und w sind hier bestimmte Stiicke von gewohnlichen 
Cvkloiden (gestreckte oder verkfirzte), namlich solche Stiicke, weiche von 
einem Cykloidenbogen PP n den beiden Nonnalen in semen Endpuncten 
PSt und PSS, und der zwischen den letzteren liegenden (geradlinige ) 
Strecke 3(23 der Basis begrenzt werden. Die Formeln (133) und (13 ) 
geben die Quadratic dieser Stiicke mittelst der gegebenen Memento. 

In dem oben genannten besonderen Falle, wo 3 b gleich 2 qa is un 
R in die Mitte des Bogens AB fallt, besteht die kleinste Figur w aus 
zwei einander gleichcn Sectoren der sogenannten gememen Cyldoide, unci 
alsdann ist 

W = 

Insbesondere kann auch w gleich 0 werden, namlich in dem Falle, wo 

qa : b = 3 : y8, 61- (133) 

d h wo der Bogen ACB sich zur Sehne AB verhalt, wie 

Alsdann ist W gleicb und R lie 8 t J enseits des K / elSeS ' 

II. Wenn ACB in eine Gerade iibergeht und 

!) die Basis SCSS eine beliebige Curve bleibt. 

In diesem Falle ist offenbar 

T == 0, G — 0 und q — 0, 

und deshalb verschwindet der Punct S; daher vereinigt sich der Punct @ 
mit S dieser aber liegt in der Geraden AB selbst, namlich ei ist lhi 
Schw.'iuact, won. do „ S ch»e, godacM wd, *» die 
einzelnen Puncte sich verhalten, wie die Krummungen der Basis 3123 
den correspondirenden Puncten. Daher wird ferner der ausgezeichnete 
Punct R erhalten , wenn man in dem Puncte auf der Geraden AB 
gleich b ein Perpendikel errichtet (nach der Basis 3123 hin) und m dem- 
selben R so nimmt, dass (122) 

(135) S i R = = P- 


2q 


da 


Hiernach reduciren sich die obigon Formeln (125) und (126) 

*mch p gleich 0, weil S, in AB liegt - auf folgende: 

(136) w = t— ~£ b 2q = 

(137) = i5 3 +iq»' s = t+iq(»- J — P')- 

Also: „Walzt sich eine Gerade AB (von dem einen Endpuncte A bis 
zum anderen P) auf irgend einer festen, stetig convexen Curve 
m, so beschreibt unter alien mit ihr fest verbundenen I uncten 
(d.h. die ihre Lage gegen die Gerade AB, wahrend diese sich bewegt, 
nicht andern) der besonders bestimmte Punct R die kleinste 
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gur w; die von irgend einem anderen Puncte P beschriebene 
Figur W ist jedesmal um den Kreissector, dessen Radius r 
gleich PR und dessen Centriwinkel q (gleich dem Winkel zwischen 
den Normalen in den Endpuncten der Basis 2123) grosser als jene.“ 
Far den besonderen Fall, wo r gleich [3 ist, und somit der Punct P 
in der mit dem Radius 3 gleich RS t um den Punct R beschriebenen 
Kreislinie liegt, hat man nach Gl. (137) 

(138) W 1 = t; 

und in der That fallt die von dem in dieser Kreislinie liegenden Puncte 
S t beschriebene Figur mit der Figur t zusammen. 

Unter alien Puncten, welcjie in der Geraden AB selbst liegen, be- 
schreibt S 1 die ldeinste Figur t; jeder aber beschreibt eine Evolvente der 
Curve 2(33 (oder vielmehr zwei Bogen derselben, nur der Endpunct A 
oder B beschreibt bloss einen Bogen), so dass also in diesem Falle die 
Figur W irgend ein bestimmtes Stiick der Evolvente ist (im Allgomcinen 
zwei Sectoren derselben); zudem fallt W mit der durch £ bezcichneten 
Figur zusammen (§ 34), und in der That geben die Formeln (117) und 
(137) fur beide den namlichen Inhalt, indem r, p und s, die Seiton eines 
rechtwinkligen Dreiecks sind, so dass 

= •? 
ist. 

2) Wenn die Basis 2(23 insbesondore ein Kreisbogen ist, 
dann liegt nothwendig in der Mitte der Geraden AB. Dor Radius der 
Basis sei gleich a; so ist der uberrollte Bogen 

2123 = qa = b, 

und folglich nach Gl. (135): 

(139) (3 = |a, 

d. lx. „der Abstancl p des ausgezeichneten Punctes R von der 
Geraden AB ist halb so gross als der Radius a der Basis, so 
dass er also constant bleibt, wenn dor lotztcre gegeben ist. 
mag die rollende Gerade AB grosser oder kloiner angcnommen 
werden; zudem liegt R nach dor Basis 2(23 hin, und das aus ihm 
auf AB gefallte Perpendikel trifft die Mitte S 1 der lotzteren.“ 
Die von dem Puncte S, beschriebene Figur t (137) besteht hier aus 
zwei gleichen Sectoren der Evolvente des Grundkreises, wenn dieser von 
der Mitte des gegebenen Bogens 2(23 bis zu dessen Endpuncten 2( 
und 23 abgewickelt wird. Daher ist 

t=^q6 3 = ~q(qa)*=- W , 


(140) 
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und nach den 61. (136) und (lo7) 


(141) 

(142) 


w ■ 


W-- 


24q 
q 2 — 3 


24 


-qor 


q 2 -3 

6 


qP 2 , 




-qp 2 +iq r '- 


ur* 1 6 

Die von dem Puncte R beschriebene kleinste Figur to kann, me man 
sieht (141), negativ oder positiv warden; auch wirdj msbesondere to g^h °, 
wennder Winkel q gleich ]/3, oder i gleich «l/3; alsdann ist die von 
irgend einem Punete P beschriebene Figur 

(143) ^ = V"3, 

d.h. gleich dem doppelten Xnl.lt. dee gleichseitigen Breiecks 

fiber dem Abstandc des Punctes P von -R* . , 

Liegt der Punct P in der rollenden Geraden AB selbst und wire 

PS, gleich o, gesetzt, so ist ( 

r — p -M,? 

und daher hat man nach Gl. (142) 

(144) Tr=^q6 3 -+-iqs 2 = 4 qV+iqs! = iq3p2+iqS ’’ 

w0 jetzt W ein bestimmtes Stuck irgend einer Evolvente des Gjundkreises 
ist, welches von einem Bogen PP, derselben, den Normaien i 31 m d P 3 
in dessen Endpuncten und dem correspondirenden Bogen W& dei Basis 

begrenzt wud. and eren Fallen der Scliwerpunct S, in die 

^ Mien kann, wie z. B. wenn die Basis WB m Bezug 
symmetrisch ist, also etwa der Bogen euies Kogd- 
schnittes in dessen Mitto der Scheitol emer Axe desselben lie a t. Vo 
solchen Beispielen mag hicr noch das folgende in Betracht kommen, wo 

nimliCl1 8) die Basis MS ein gans.r Bogen dor gemeinon Cy- 
kloide ist. 

In diesem Falle wird 

q = tc, also ft = 2^5 

woduroh die Ug, des Punctes R (in MM der rollendcn Geraden ,1B) 
vollkommen bekannt ist, indem S, in der Mitto von AB lregt D Kadm 
Is Kreisos, dnrclr wclchon die Cykloido » emougt .order, set «, so 

ist bekanntlich 

8a = 2ia3 = AP = i = 2x:p. 

Aus einer anderen allgemein bekannten _ Eigenschaft der Cykloide folgt 
leicht, dass der Inhalt dor von S, beschnebenen iigui 
^45^ t — 4tta 3 = === P* * 
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Daraiis folgt weiter nacli den GL (136) und (137) 

rr*. 2 7T"^ 2 cr ^ -2 

(146) ic = = — a 3 = — — -r-~~ ’• 

' lbT: it 4 1 - 

(147) W= = 4^~a s +^r 3 = K* : 2 -2)itfi 3 -+-J-w 3 . 

Fiir die von dein Endpuncte A oder B beschriebene Figur (die Evol- 
vents der Cykloide 21®), far welche 

hat man 

(148) . W = Y^xb 2 = 127ra 3 = f-7C :i [3 3 . 

HI. Wenn ACB ein Kreisbogen und 

1) die Basis 21® eine belie bige Curve is t. 

Hier fallt S in den gewohnlichen Schwerpunct- des Bo gems AB; die 
iibrigen wesentlichen Puncte £„ @ und R werden nicht nahor bostimmt; 
allein ohne dieselben genauer zu kennen, kann dock der Inhalt der dem 
Mittelpuncte Q des Kreises AB entsprechenden Figuren W und gefundon 
werden. Denn da fiir diesen Fall in den obigen Formeln (114) und (115) 
der Strahl a constant, namlich gleich dem Radius des Kreises AB 1st, 
so wird 

T= *2(al4) = ^a 2 2(A) = 

und 

(149) « = *qa*; 

ferner ist der Sector 

F = iqa\ 

so dass (113) 


( 15 °) W= |(2 : ? +q)o*. 

Hiemach hat man folgende zwei Satze: 

a) „Bewegt sich eine constante Tangente 31^3 gleich a 
langs emer festen, stetig convexen Curve 21®, so beschreibt, sic 

TA f e / en * nhaIt 6inem Kreissector gloicb ist, gleich 

-rfa (149), welcher d ie Tangente zum Radius und den Winkel 
zwischen den Nornaalen in den Endpuncten der Curve zum 
en uvin'e at. — Hierdurch lassen sich vcrschicdone sogenannte 
„Zuglimen (Tractonen) unmittelbar quadriren. 

Curved 0 / 1 * 6m Krek auf der convexen Sejte eincr festen 

grosser ak r ^ ^ AB glcidl 3133 ’ dcr khhm ' 

gosser als dei Kreisumfang sem kann), so beschreibt sein Mittel- 

all ° mal d6m Sector des K rotes 
S 1 st, welcher den doppelten Centriwinkei liber dem abge- 
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rollten Bogen AB und den Winkel zwischen den Normalen in 
den Endpuncten der Basis 2123 zusammengenommen, zum tent 
winkel hat (150).“ - Die vom Mittelpuncte Q des Kreises^beschriebene 
Curve QQ. und die Basis 21$ heissen „parallele Curven Dre ligu 
W ist ein Stfick des Ringes zwischen denselben begrenzt durch die ge- 
meinschaftlichen Normalen QS und Q t $. Die Lange der 
gleich ( 2 +q)a, was aus einer anderen geometnschen Botraohtun 
folgt (Ver<d Abh. von Crelle in Gergonne's Annales de Mathematiques, t.XIL) 
2) Wenn die Basis 21$ auch ein Kreisbogen ist, 
dann fallt auch S l in den gewohnlichen Schwerpunct des Bogens > ,so 
dass folglich die drei Puncte S, S, und 6 in demselben vereuugt nd. 
Nun lieo't der eigenthiimliche Punct R in dem durch @ gehenden Dmch- 
rnesser des Kreises AB, und sein Abstand vom Mittelpuncte P des letz- 

teren ist nach den Gl. (131) und (122) 

b b 3 g-h 2 q b_ 

QR = -+ 2 ( ? +q) “ 2j-+-2q ‘ q 

(^^•) ' 2a~t-3d b 3-b-2ra b_ 

= 2a+2a ’ ~q ~~~ 2(l-t-») 2 

wo a der Radius der Basis 21$ und das Yerhaltniss der Radien a: a 

gleich n gesetzt, ist (es ist dann auch q : q gleich n). 

Da hierdurch. der Abstand r, des Mittelpunctes Q von dem 1 uncte R 
gegeben ist, und da man auch den Inhalt der von ihm beschriebenen 1 igur 
W kennt (150), so wird dadurclr der Inhalt der von R beschnebenei 
kleinsten Figur w gefunden, namlich nach den Gl. (126) un ( ) ^ 

, (3<H-2q) 2 (by 


(152) 


■^(22+q)o s — lQlA-q)r] = 

■lO" J rn)q(a J — r?) 


‘iff** 


s+q 

«-b-2a 3 , (2ffl+3a)‘ ,,, 


! *3«* 


s „ (3+2 w)% 2 

-K . 


Nun wird weiter der Inhalt der von einem bcliebigen Puncte P be- 
schriebenen Figur W gefunden, sobald man dessen Abstand r von K 
kennt, namlich es ist nach Gl. (126) 

W = %(2qA-q)a*~%(qA-q)r]+-KqA-qy s 

= ri+r*) 


(2^& — | — 3 ct) ** 72 


( 158 ) 


, a+2a 3 . __ 

¥ q a ' s (a-+-(X)qa 

i q K'2 -+- «) a ‘ + ( i + n ) 


, a-HCt 

-i— t-T 


, ( 3 Jl 

'*(!+»)? 


igf(2+»)o 3 -F-(H-»)»’*-- (‘ 2 )_’ etc ' 
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Dio Figur W ist hier ein bestimmtes Stuck irgend einer Epicykloide, 
dessen Quadratur durch die vQrstehende allgemeine Formel gegeben wird. 
Der Winkel q (so wie q) kann beliebig gross sein, d. h. er kann beliebige 
Vielfache von 2r entlialten, wo dann zugleich auch der Bogen AB ebenso 
oft den ganzen Kreisumfang umfasst. Ist q gerade ein Vielf aches von 
2 so ist allemal die. Sehne b gleich 0, und daher auch QR oder r 
gleich 0, d. L dann fallt der ausgezeichnete Punct R in den Mittelpunot 
Q des rollenden Kreises, und aus den Formeln (152) und (153) ver- 
schwinden die mit b (oder r x ) behafteten Glieder. Uni dieses Verschwin- 
den in den Formeln selbst anzudeuten, darf nur 2asin-|-</ statt b gosetzt 
werden. — Es sei q gleich w2it, wo m eine ganze Zalil ist, so hat man 
w = m(2-f-%)7ca 2 ; W — m(2~f-^)'ira 2 H-m(l-f- n) izr 2 , 

und wenn zugleich q gleich m27t, wo m ebenfalls eine ganze Zahl, jedocli 
m und m relative Primzahlen sind, so ist 

(154) w — (2^-+-m)rafc 2 , 

und 


(155) W = (2m -j- m) iza 2 -f- (m -f- nt) izr ( 

wobei namlich die von dem Puncte P beschriebene Curve (Epicykloide) 
sich schliesst (oder in sich zuruckkehrt), und der Kreis 25 oder AB gerade 
m-mal um die Basis U oder 2123 herumrollt. 

In Hinsicht der ldeinsten Figur w, wofem der Winkel q beliebig ist, 
wie in Gl. (152), kann noch bemerkt werden, dass ihr Inlialt positiv oder 
negativ sein kann, und dass dazwischen w gleich 0 wird, wenn 


(156) 

oder 


n-jr2 2 
n-hl ? 


(156 fl ) 



= 4 .(”+ 1 )(»H- 2) . 
(2n-h3)~ a ' 


und somit die Abstande t\ mid ~ der Punctc R und © von dem Mittel- 

puncte Q des roUenden Kreises durch die Radien beider Kreise geueben 
sind. Die Werthe von W sind dann 

(1°0 W— i(^H-q)r 2 = i(l-F -ri)qr 2 . 

Und wenn fur diesen Fall insbesondere 


& — a, also n — 1 

ist, so hat man 



f. 8 , 816 ^ n0cl l 1 andere Klle > bei allgemeineren Curven, wo der eieen- 
thumhche Punet R sich unmittelbar angeben lasst, wie z . B. folgende: 
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IV. Wenn iede der beiden Curven 23, It geschlossen ist, 
und die rollende 23 einen Mittelpunct hat; wenn ferner 
ihre Umfange sich verhalten, wie zwei ganze Zahlen 
die keinen gemeinschaftlichen TheUer haben, 
iedoch * gerade ist; und wenn endlich SS so lange 
rollt, bis sie wieder genau in ihre anfangliche Lage 

»elangt, d. h. bis wieder die namlichen Puncte A un 

I beider Curven sich treffen, was erst nach v um- 
laufen der SB am U eintritt, und wo dann jeder mit 
33 verbundene Punct P in seine ursprungliche Lage 
kommt, also die von ihm beschriebene Curve W in 
sich zuriickkehrt, so fallt der eigenthiimliche Punct 
R allemal mit dem Mitelpuncte der rollenden Curve 

33 zusammen. _ , 

Namlich unter diesen Bedingungen vereinigen sich die vier iuncte 
S S @ und R alle mit dem Mittelpuncte der Curve 23. Denn das 
zunachst S in denselben fallt, ergiebt sich daraus dass der m Betrach 
kommende Bogen AB bei 33 gerade aus dem «-& chen Umfange dies 
Curve bosteht, folglich der Kriimmungs-Schwerpunct S des ganzen Bo ons 
mit dem dos einfachen Umfanges der Curve 23 zusammenfallt und mitlnn 
der Mittelpunct der letzteren ist (§ 22). Zugleich folgt hieraus, dass der 
Winkel 

q = u2 tc, 

und da der Endpunct B des Bogens mit dem Anfangspuncte A zusammen- ' 
fallt, dass die Sehne b gleich 0 ist. Ebenso ist der Winkel 

q == v2%, 

well der iiberrollte Bogen aus dem u-fachen Umringe dor Basis It 

beSt Um zu zeigen, dass auch der Schwerpunct S 1 des Bogens AB, welcher 
von der Krummung der Basis 2123 abhangt, in denselben Mittelpunct lallt, 
denke man die Curven 23 mid It von den Anfangspuncten A und 11 aus 
beziehlich in « und u gleiche Theile getheilt, so sind diese lheile alle 
von gleicher Lange. Die Theile von 23 mogen nach der Reihe von A 
anfangend, durch 23 t , S8„ 23„ • • • 23 0 bezeichnet werden Sic stehen cm- 
ander’ paarweise gegeniiber und sind congruent — well 23 einen Mitt 1 
punct hat und v gleich 2 n cine gerade Zahl ist — so dass also 
25, = 23 w+ i, 25 2 = 23 m+2 , - • - 33» = 
und dass ferner irgend ein Punct X, in 25, und der homologe Punct X M +i 
in 25„+i allemal die Endpuncto eines Durehmossers der Curve -b sind, 
also ihr Mittelpunct in der Mitte der Geraden X,X n+ i liegt. Ileissen die 
Theile der Basis It, von 2t aus nach entsprechender Richtung gonommen, 
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lt n 11 2 , U 3 , . . • 1 Jedei' clieser Theile wird je einmal von jedem cler 
y Bmfangstheile der 2> - wahrend diese v Umlaufe iim 11 macht — 
iibeiTolIt, wo von man sicli durch blosses Abzahlen leicht iiberzeugt. In 
iigend oinem Theile von 11, etwa in \l v , fixire man einen beliebigen 
Punct X, so kommt derselbe mit solchen v Puncten X n X„ X , ... X )t 
dei lollenden Curve 2> in Beriihrung, welche auf ihre v Umfangstheile 2$ t , 
23 2 , . . . 2k so vertheilt werden, dass sie die Endpuncte von n Durch- 
messern der 23 sind. Daher haben die Gewichte, welche je einem System 
von solchen « Puncten X, , X 3 ,,... X w vermoge der Kriimmung der 
Lasis U im Puncte 3£ zukommen, allemal den Mittelpunct der Curve $ 
zum Schwerpunct; und folglich muss auch der gemeinschaftliche Schwer- 
punct aller Systeme, d. i. in diesen Mittelpunct fallen. 

Wenn aber 8 und S 1 zusammenfallen, so vereinigt sich auch (§ mit 
ihnen, und da ferner die Sehne b gleich 0 ist, so liegt auch R im nam- 
lichen Puncte, so dass also die vier Puncte S, S t , @ und R alle mit, 
dem Mittelpuncte der rollenden Curve 23 zusammenfallen. 

■ ^ Werden die oben angezeigten Werthe fur die Winkel q und q in die 
Foimel (126) eingesetzt, so hat man fur den gegenwartigen Fall 
( 159 ) W = w-\-(;o-\~u)Tir 2 : 

das heisst: * 

„Wiid in einer beliebigen Kreislinie, welche mit der rol- 
lenden Cui ve 2> denselben Mittelpunct R hat, irgend ein Punct 
P angenommen, so ist die von ihm beschriebene Figur W alle- 
mal gerade urn die (v+«> facie Kreisflache grosser als die voin 
Mittelpuncte R beschriebene Figur w“ 

In Riicksicht der obigen Bedingungen (IV) kann man verschiedene 
Modificationen eintreten lassen, wobei dann analoge Resultate stattfindon 
wie z. B. 

1) „ Wenn 23 insbesondere ein Kreis, dagegen die Zalil 
v beliebig — - ■ gerade oder ungerade — nur nicht 
gleich 1 *) und wenn immerhin v und u relative 
Primzahlen sind, so findet der Satz gleicherweise 
statt.“ 


Denn wenn auch v ungerade ist, so haben doch die Puncte X 17 X, 
X 3 , ... X, da sie nothwendig den Umfang des Kreises 23 in v gleichc 
Theile theilen, immerhin dessen Mittelpunct zum Schwerpunct. 

Tiii diesen Fall hat man, wenn der Radius des Kreises gleich a ge- 
setzt wird, nach den Gl. (150) und (159) 

(160) w — (2'r-f-^)Tua 3 , 

n . / DieS ® ™* de ^ch ™ Versehen bei cier ersten Mittheilung des 

Satzes (in CrelW s Journal Bd. XVIII. S. 278, cf. Bd. II. S. C>5 dieser Ausgabo) nicht 
ganz richtig angegeben. 
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und 

Q61) W = (2'w+M)Tta 2 +C«+tt)™’ 2 , 

und far den speciellen Fall, wo P in der Kreislinie S3 selbst liegt, 

(102) • W = (3iH-2w)im 2 . 

InHinsicht dieser Formeln, sowie in Bezug auf Gl. (159), ist zu 
bemerken: „dass die nahere Form der Basis 11, wofern nui i vl 
Umfano' den geforderten Bedingungen geniigt, auf den lnhait 
der Figuren W und to keinen Einfluss hat.“ Ebenso verhalt es sich 
bei einigen fruheren Formeln. 

2) „Wenn 23 beschaffen ist wie anfangs (IV), dagegen 
11 aucli einen Mittelpunct hat, und wenn die Zahlen 
v und u beide ungerade — aber immerhin relative 
Primzalilen — sind, so findet der Satz sammt dor 
Formel (159) gleielierweise statt." 

Denn wenn 11 einen Mittelpunct hat, so hat sie in den Endpuncten 
3£, g) jedes Durchmessers gleiche Kriimmung; zwei solche Puncte aber 
treffen mit zwei Reihen Puncten auf 23 zusammen, etwa mit X„ X, • • ■ X, 
und Y Y. Y v welehe paarweise die Endpuncte von Durchmessern 
der SB "sind,’ namlich so gepaart, dass je ein Punct X mit irgend einem 
Puncte Y zusammengehort (weil v und u ungerade sind); daher muss der 
Schwerpunct dieser zwei Reihen Puncte, wenn sie — vermogc dor Krum- 
mungen in $ und % - gleiche Gewichte haben, hi den Mittelpunct der 
Curve 23 fallen; woraus folgt, dass auch der Schwerpunct S l in denselben 
Mittelpunct fallt. 

Dieser Satz findet auch .statt, wenn msbesondere 

V = U— 1 . 


§36. 

Zum Schlusse luge ich noch folgende Bemerkungen hinzu: 

1) Wenn insbesondcre die beiden Curven 23 und 11 einander gleich 
sind (congruent), und wenn sie einander — wahrend 23 auf 11 rollt — 
stets in homologen Puncten beriihren, so ist die von irgend einem mit 2> 
verbundenen Puncte P beschriebene Curve W allemal der dcm homologen 
Puncte $ in Bezug auf die Basis 11 entsprechenden Fusspuncten-Curve V 
ahnlich, und zwar haben dieselben den festen Punct 25 zum (ausseren) 
Aehnlichkeitspunct und ihre entsprechenden Dimensionen verhalten sich, 
wie 2:1. Denn die gemeinschaftliche Taiigente der Curven 25 und U in 
ihrem Beriihrungspuncte (MSt) geht offenbar in jcdem Augeiiblicke durcli 
die Mitte der Geraden und stelit auf ihr senluecht, woraus das lie- 
hauptete folgt. 
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Zugleich folgt hieraus, dass die Curve W selbst als Fusspuncten-Curve 
angesehen werden kann, namlich des Punctes ^3 in Bezug auf eine Curve 
U, , welche der Curve U ahnlich, mit ihr $ zum Aehnlichkeits punct uud 
zuderu doppelt so grosse Dimensionen als diese hat. So z. B. sind also die 
sammtlichen Fusspuncten-Curven in Bezug auf einen gegebenen Kreis 
nichts anderes, als die verschiedenen Epicykloiden, welche entstehen, wenn 
der rollende Kreis der Basis gleich, und wenn ihr Durchmesser dem Radius 
jenes Kreises gleich ist. Gleiche Folgerungen ergeben sich fur die ubrigen 
Kegelschnitte; woraus verschiedene Satze hervorgehen, deren nahcre An- 
gabe hier iibergangen wircl *). 

Ueberhaupt linden also hier fur die Figuren W die namlichen Gesetze 
statt, wie oben fiir die Fusspuncteu-Figuren V (Anm. § 35, I, 1 und § 21); 
denn immer fallt der Punct — und somit aueh © — mit dem Kriim- 
mungs-Schwerpuncte S zusammen, und der namliche Punct R, welchem 
die kleinste Fusspuncten-Figur v entspricht, beschreibt auch die kleiuste 
Figur w. 

2) Ist AB Bogen eines Kreises 23, dessen Radius gleich a, und 2123 
eine beliebige, stetig convexe Curve, auf deren convexen Seite AB rollt; 
sinct ferner P„ P, P 3 , ... P n irgend ein System von n Puncten in der 
Ebene des Kreises, die dessen Mittelpunct Q zum Schwerpuncto haben 
und von ihm beziehlich um r } , r 2 , r 3 , ... r n abstehen, wild 

hrZ = s 2 

gesetzt, und ebenso die Suimne der von den n Punctcn beschriebenen 
Figuren W v W v ... W n durch S; so wie die Summe der n excentrischen 
Kreissectoren P X AB, P 2 AB, . . . P n AB durch © bezeichnet, so hat man 

(163) S = @+£w(g'+q)a 2 +i( ? -H-q) s :i . 

Liegen die n Puncte P u P 2 , ... in einer mit 23 concentrischen Kroislinie. 
deren Radius gleich r, so ist 

(1^4) S = @+^ra(g'-|-q)(a 2 +r !! ). 

Ist die Curve 2125 oder 11 geschlossen, verhalten sich die LTmfangc 
von 23 und It wie zwei relative Primzahlen v und u, und rollt 23 genic h 

»-mal um tt herum, wo dann die n Puncte in ihre anfangliehe Lam; zu- 
ruckkehren und 

' q — m2h, q = v2k 

wird, so ist jeder Sector gleich wtm, 2 und die Gleichungen (163) und (164) 


*) Emige von diesen Siitzen befinden sich in KliigeF s Math. Wtirterh. Art, Eni- 
eykloide, wo es aber (Bd. II. S. 128) statt: der „Durchmossor“ dor von do,, 
brennpuncten beschriebenen Kreise sei gleich der Hauptaxe der Ellipse odor HvnerM- 

heissen muss: der „Radius“ etc. yf 
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gelien liber in 

(165) S = 7mTza i +n(u-{-v)'ica i -\-(u-+-v)v8 i , 
unci 

(166) S — n(2u+v)rM~ +n(^i-\-v)nr\ 

Haben 33 und U gleichen Umfang, so dass 

V — u = 1, 

so 1st beziehlich 

( 167 ) S = inna* -^2^, 
und 

(168) S = B« < ica a -+-2»TW' a , 

und wenn r gleich «, also die n Puncte in der Kreislinie 25 selbst liegen, 
so ist 

(169) S = 5wtu a 2 . 

Hat die Basis 11 eineu Mittelpunct, so haben die Figuren W„W,,... W n 
in jedem der zwei letzteren Falle (1 68) und (169), unter sich gleichen 
Inhalt, so dass also fur jede einzeln, beziehlich 

(170) W = 37c« a -+-2'iw a , 

und 

(171) W = 5 tt :a 2 . 

Wie man sieht, sind auch die yorstehenden Formeln von der speciellen 
Natur der Basis 11 (ihrer Gleichuug etc.) unabhingig (s. § 3.J, I V, 1). 

Mehrere von den in dieser Abhandlung vorgetragenen Siitzen habe 
ich bereits fruher in Orelle 1 s Journal Bd. XVIII. (cf. Bd. II. S. 63—74 
dieser Ausgabe) zu beweisen vorgelegt. 
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TJeber einige allgemeine Eigenschaften der 
Curven yob doppelter Kriimnmng. 

(Bericht fiber cine am 25. April 1839 in der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin gelesene Abhandlung.) 

Zuerst wil'd die charakteristische Eigenscliaft der kurzesten Linie aul 
irgend einer krummen Fliiche auf elementare Weise bewiesen; sodann 
wendet sich die Betrachtung zu dem beruhmten Ghmssischcu Satze fiber 
das Dreieck, welclies auf einer solclien Fliiche durcli drei jener Linien 
o-ebildet wird. Den Beweis dieses Satzes hat Jacobi (im Orelle ' schen 
Journal Bd. XVI) beroits bedeutend voreinfacht und ihu auf oin anderes 
Theorem zurfickgcffihrt, was der geometi'ischen Betrachtung aiiheimfiillt. 
Hier wird eine noch weitero Vereinfachung gegeben, wodurch die Beweis- 
grfinde aus einer fast unmittelbaren geometrischen Anscliauung hervorgehen. 
Femer ergeben sich bei dieser Untersuchung zugleich einige Eigenschaften 
der Curven von doppelter Kriimmung. Es sei namlich C iigend cine 
solclie Curve. Die Normalebenen langs derselben berfihren bekanntlich 
eine abwickelbare krumme Fliiclie F, die voin Verfasser „Evolutlliiche“ 
der Curve C genannt wird; aucli berfihren jene Ebenen zugleich die 
Knotenlinie (arete de rebroussement) K der Fliiche F } sowie die Duich- 
schnitto der unmittelbar auf einander lolgenden Ebenen die rangonten 
der Curve K, oder das System von Geraden sind, welclie die Fliiclie F 
enthiilt. Die Knotenlinie K ist der Ort dor Mittelpuncte aller Sclimie- 
gungskugeln der Curve C; letztero liat, eine unendliche Menge von Evo- 
luten, sie liegen siimmtlich auf der Fliiche F, sind ktirzeste Linien aul 
dieser, jede ist Knotenlinie einer abwickelbaren Fliiclie und von diesen 
Flachen schneiden. sich je zwei liings der Curve C iiberall unter demselben 
bestimmten Winkel. Die Kriinnnungsmittelpuncte der Curve C liegen in 
einer bestimmten Curve M auf der Fliiche F; sie ist eine kfirzeste Linie 
fur die letztere. Bollt eine Ebene E, oline zu gleiten, als Tangential- 
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ebene auf der Flache F (also eine der vorgenannten Normalebenen), so 
wird sie stets im namlichen Puncte P von der Curve C geschnitten, oder 
so beschreibt ein bestimmter Punct P derselben die Curve C. Auf diese 
Weise beschreibt jeder Punct der rollenden Ebene E irgend eine Curve G 
von doppelter Krummung, und diese Schaar von Curven haben die niim- 
liche Evolutflache F gemein; dagegen sind die Curven ihrer Krummungs- 
mittelpuncte ( M ), so wie ihre Evoluten verschieden. Wird umgekehrt 
die Ebene E als fest angenommen, und lasst man die Evolutflache F 
darauf rollen, wodurch diese auf der Ebene abgewickelt wird, so gelit 
wiederum die Curve C stets durch den namliclien Punct P der Ebene, so 
dass man sagen lcann, sie reducire sich auf diesen Punct. Dagegen wird 
die Knotenlinie K in eine andere Curve AT, umgebogen, die ihr an Lange 
gleicli und in den correspondirenden Puncten mit ihr gleiche Kriimmungs- 
halbmesser liat. Die verschiedenen Evoluten der Curve C wiclceln sicli 
auf der festen Ebene in gerade Linien ab, welche sammtlich durch den 
Punct P gehen. Die Curve der Krummungsmittelpuncte M driickt sich 
mit unveranderter Lange in einer anderen bestimmten Curve M l aul der 
festen Ebene ab, und zwar ist diese Curve der Ort der Fusspuncte der 
aus dem Puncte P auf die Tangonten der Curve AT, gefallten Perpendikel. 
Diese Perpendikel selbst sind den ihnen correspondirenden Krummungs- 
radien der Curve C gleich, sowie die Strahlen, die den Punct P mit 
den Beruhrungspuncten der Tangenten verbinden, den Radien der ent- 
sprechenden Schmiegungskugeln gleich sind. Ferner ist der Flacheuraiun 
zwischen der Curve K x und der Fpsspuncten-Curve gleich dem^ ent- 
sprechenden Theile der Evolutflache F zwischen ihrer Knotenlinie K und 
der Curve der Krummungsmittelpuncte M; u. s. w. Die Relationen zwischen 
den verschiedenen Grossen: dem Kriimmungshalbmesser der Cuive C, deni 
Radius der Schmiegungskugel, dem Winkel, don beide mit einander bilden, 
den Bogenelementen der Curven C und K, welche Jacobi im XIV. Bande 
des Orel'le 1 schen Journals in besonders symmetrischer Form ausgedruckt 
hat, lassen sich hiernach aucli von ebenen Curven ableiten, namlich sie 
sind Eigenschaften der Curve AT, und der Fusspuncten-Curvc M y . Ebenso 
sind umgekehrt die Satze iiber die Fusspuncten-Curven, welche vom Ver- 
fasser in einer im vorigen Jahre gelesenen Abhandlung*) bewicsen wordtm. 
unmittelbar auf Curven von doppelter Krummung zu iibertragen; so nament- 
lich der Satz iiber diejenige Fusspuncten-Curve, deren Inhalt ein Minimum ist. 

Die angedeuteten Satze haben auch eigenthiimliches Interesse in dem 
besonderen Falle, wo die Evolutflache F irgend eine Kegelllache, und sennit 
C eine spharische Curve ist. Die Curve ist alsdann immer ein Krcis- 
bogen, dessen Radius gerade halb so gross als der Radius der Kugeltlaclie 


*VOf. RrT. TT. Seite 97 — 157 dieser Ause^abe. 
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ist, auf welcher C liegt. Ein anderer besonderer^Fall ist derjenige, wo 
fiberhaupt der Radius der Schmiegungskugel der Curve C constant ist. 
Die beiden Curven C und K haben dann eine bestimmte Reciprocitat, jede 
ist der Ort der Mittelpuncto der Schmiegungskugeln der anderen, sowie 
zugleich der Ort der Krummungsmittelpuncte, so dass also auch .der 
Kriimmungshalbmesser fur boide constant und zwar dem Radius der 
Schmiegungskugel gleich ist. Wird in diesem Falle die Evolutilache F 
der einen oder anderen Curve auf einer Ebene E abgewickelt, so wird K x 
ein Kreis, dessen Mittelpunct P und dessen Radius jenem constanten 
Radius gleich ist. Wenn insbesondere die eine Curve cine Schraubonlinie, 
cylindrische Spirale, so ist die andere von gleicher Art; die Cylinder , in 
denen sie liegen, haben dieselbe Axe; die Summe dor Steigungswinkel 
beider Spiralen ist gleich einem Rechten; wenn also der eine Winkel 
gleich 45°, so ist der andere ihm gleich, und es liegen dann die Spiralen im 
namlichen Cylinder, sind symmetrisch gleich, d. h. die eine rechts die 
andere links um den Cylinder gewunden. Hierauf griindet sich die ein- 
fache und strenge Losung eines in der Technik (bei der Tuchscheer- 
maschine) vorkommenden Problems. 

Noch bemerkt der Yerfasser bciliiufig, dass er bei gelegentlichen 
Untersuchungcn fiber die Curve vom kurzesten Perimeter zu einem ncuen 
und sehr allgemeinen Satze gelangt ist, namlich: „Wenn auf irgend einei 
krummen Oberfliiche ein von beliobigen Curvonbogen begrenztes Vielcck 
gegeben ist, und wenn in dasselbe eine andere Figur von gogebenem Um- 
fange so beschrieben werden soli, dass ihre Grenzlinie an jede Seite jenes 
Vielecks anstosst, aber fiber keine hinausreicht, jedoch fetiecken mit den- 
selben gemein haben darf, und dass ihr Inhalt ein Maximum sei, so bo- 
steht ihre charakteristische Eigenschaft darin, dass 1) sammtliche Theile 
ihres Umfanges, die nicht auf die Seiten jenes Vielecks fallen, mit dei 
Curve vom luirzesten Perimeter von gleicher Bescliaffenheit sind, so dass, 
wenn man langs eines solchen Theiles an die gegebene Flache die be- 
ruhrende abwickelbare Flache logt, und diese sodann abwickelt, jener 
Theil in einen Kreisbogen tibergeht; dass forner 2) alle diese Kreisbogen 
gleiohe Radien haben; und dass endlich 3) jede der genannten Yielecks- 
seiten, ffir sich betrachtet, von den beiden an sie anstossenden Theilen 
unter gleichen Winkeln gesclmitten, oder insbesondere von beiden berfilirt 
wird." 
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Ueber ein einfackes Princip zum Ouadriren 
yerschiedener Curven. 

(Bericht liber eine am 17. Febraar 1840 in der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin gelesene Abhandlung.) 

Duvch elementare Botrachtung gelangt man leicht zur Quadra, tur vieler 
Curven, ohne die Gleichung der letzteren zu konnon, sondern wenn nur 
gewisse geometrische Bedingungen gegeben sind, dureh welche dieselben 
bestimmt oder erzeugt werden. Das Princip dieser Quadratur beruht auf 
folgenden Satzen: 

1) „Bewegen sich in der Ebene ein veranderlicher Strahl a um semen 
festen Endpunct and eine veranderliche Tangente b langs einer festen, 
stetig convexen Curve mit gleicher Winkelgeschwindigkeit und unter der 
Bedingung, dass in jedem Augenblicke 

a — b, 

so sind die von a und b beschriebenen Flachenraume jedesmal von glei- 
cher Grosse.“ 

2) „Bewegen sich drei veranderliche Strahlen a, b, c in einer Ebene 
um ihre festen Endpuncte mit gleicher Winkelgeschwindigkeit und unter 
der Bedingung, dass stets 

e* — a ! -+-S s 

so ist der Inhalt der von dem Strahle c beschriebenen Figur (Sector) 
gleich der Summe der von a und b beschriebenen Flachenraume. “ 

Aus diesen Satzen folgt leicht ein zusammengesetzterer Satz, namlicli: 
„Bewegen sich beliebig viele veranderliche Strahlen a,, a 3 , a 3 , ... um 
ihre festen Endpuncte und beliebig viele veranderliche Tangenten b v b 21 
b z , ... langs festen stetig convexen Curven, alle mit gleicher Winkel- 
geschwindigkeit, und findet in jedem Augenblicke zwischen den Quadraten 
der Strahlen und Tangenten irgend eine constante Relation statt, wobei 
jedoch die Quadrate nur dureh Addition und Subtraction mit einander 
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verbunden sein durfen, so findet die namliche Relation auch fur die von 
den Strahlen und Tangenten beschriebenen Flachenraumc statt.“ 

Sind die einzelnen Quadrate dor Strahlen und Tangenten mit gege- 
benen Coeffxcienten multiplicirt, so muss man auch die respectiven Flachen- 
raume mit den letzteren multipliciren. 

Es zeigt sich, dass unendlich viele Curven durch geometrische Be- 
dingungen bestimmt und durch die angefuhrten Siitze unmittelbar quadrirt 
werden konnen, ohne dass man nothig hat, vorerst ihre Gleichung aufzu- 
suchen. Insbesondere gehoren dahin, als einfachste Beispiele, die ver- 
schiedenen Fusspunct-Curven in Bezug auf die Kegelschnitte, wolche bei 
der Ellipse und Hyperbel vom vierten, boi der Parabel aber nur vom 
dritten Grade sind. Ferner die sogenannten Tractorien oder Zuglinien; 
u. s. w. Auch viele in des Verfassers Abhandlung*) vom 5. April 1838 
enthaltene Satze lassen sich aus dem gegonwartigen Principe herleiten. 


i!s ) Ueber den Krilmmungs-Schwerpunet ebener Curven. Of. Bd. II, S. 97 — 159 dioser 
Ausgabe. 
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Ueber parallele Flacben. 

(Bericht fiber eine am 14. Mai 1840 in der Akademie dev Wissenschaften zu Berlin 

gelesene Abhandlung.) 

Unter parallelen ebenen Curven versteht man bekanntlich solche, die 
iiberall gleicbweit von einander abstehen, oder die gemeinschaftliche Nor- 
malen haben, oder die Evolventen einer und derselben Curve sind. 
Leibniz scheint zuerst solche Curven angedeutet zu haben; Kastner und 
de Prasse haben sicli spater mit ihrer Betrachtung beschaftigt. In neuerer 
Zeit hat Orelle zwei wesentliche Satze fiber dieselben aufgestellt und be- 
wiesen ( Annal es de Mathem.). Zu diesen zwei Satzen kann man auch 
auf elementarem Wege gelangen. Rollt ein constanter Kreis, dessen Radius 
gleich h, auf einer gegebenen Curve A, so beschreibt sein Mittelpunct eine 
mit A parallele Curve B. Wil'd nun anfanglich die Curve A als Vieleck 
angenommen, so ergeben sich die genannton zwei Eigenscliaften unmittel- 
bar. Namlich es zeigt sich, dass B gleich AAzhy, wo 9 der Winkel 
zwischen den gemeinschaftlichen Normalen in den Endpuncten der Bogen 
A, B (oder die Totalkrfimmung des Bogens A) ist; und dass der von 
beiden Bogen und jencn Normalen eingeschlossene Elachenraum gleich 
A h(A-\-B) ist. Der letzte Satz wurde bereits in der Abhandlung vom 
5. April 1838*) auf diese Art bewicsen. 

Bei Curven von doppelter Krfimmuug kann der Parallelismus duich 
constanten Abstand im engeren oder weiteren Sinne bestimmt werden: 
entweder durch gerade oder bestimmte krumme Linieu. Durch. die ge- 
gebene Curve A (von doppelter Krfimmung) denke man irgend eine krumme 
Flache F und auf dieser alle kfirzesten Linien, die zu A rechtwinklig sind, 
schneide von denselben (auf cinorlei Seite von A) gleich lange fetficke 
gleich h ab, so liegen die Endpuncte in einer Curve B, die aul den nam- 
lichen kfirzesten Linien rechtwinklig ist, und welche der Curve A parallel 
heisst (Gauss Disqu. gen. dr. supf. cun.). Ist nun die Eliiche F gerad- 
linig (d. h. durch Bewegung einer Geraden erzeugt), und ist A zu den 


*) Of. Bd. II. S. 97—159 dieser Ausgabe. 
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Geraden rechtwinklig, so sind diese das vorgenannte System von kiirzesten 
Linien , anf denen man die constante Strecke A abzutragen hat, um die 
mit A parallele Curve B zu erhalten. Und ist ferner die Flache F ins- 
besondere eine abwickelbare , so ist ihre Knotenlinie eine gemeinsame 
E volute der parallelen Curven A und B> und in diesem Falle allein haben 
letztere die Eigenschaft, dass auch ihre Tangenten in entsprechenden 
Puncten parallel sind. Flir belie bige parallele Curven A und B auf einer 
abwickelbaren Flache F findet der obige zweite Satz auf analoge Weise 
statt, was sogleich folgt, wenn die Flache auf einer Ebene abgewickelt 
wird. — Parallele spharische Curven A, B haben die besondere Eigen- 
schaft, dass sie zugleich in einer abwickelbaren Flache F liegen und zu 
ihrem System von Geraden normal sind, so dass also sowohl ilir splili- 
rischer Abstand A, als auch ihr geradliniger Abstand g y constant ist; jener 
(A) ist ein Bogen des Hauptkreises (kurzeste Linie auf der Kugel) und dicser 
(ff) die zugehorige Sehne. Die Differenz der Curvenbogen A und B \mt 
sich hier auf zwei verschiedene Arten angeben, den beiden Flachen ge- 
masSj in denen sie liegen. Noch leichter sind die Raume zu linden, 
welche die Bogen A und B mit ihren Grenznormalen auf beiden Flachen 
begrenzen; dieselben sind von einander abhangig, namlich cs verbal t sich 
der spharische Raum zum Raume auf der geradlinigen Flache F 3 wie 
y z u sin A. 

Zur Bestimmung paralleler, krummer Flachen kann derselbe Begrill 
dienen, wie bei Curven. Zwei Flachen A und B sollen parallel heisson, 
wenn sie gemeinschaftliche Normalen haben, oder wenn sie liberal! gleicli 
weit von einander abstehen, etc. Dann folgt umgekehrt: werden von den 
Normalen der Flache A auf einerlei Seite derselben gleiche Stiicke, 
gleich A, abgeschnitten, so liegen die Endpunete in einer mit A parallelen 
Flache B; oder: rollt eine constante Kugel, deren Radius gleich h y auf 
der gegebenen Flache A , so beschreibt ihr Mittelpunct M eine mit A 
parallele Flache B. Aus dieser Entstehungsart paralleler Flachen A, H 
ergeben sich leicht Ausdriicke fur ihre Differenz, so wie fur den zwischen 
ihnen liegenden Korperraum. Man denke sich fur einen Augenblick die 
gegebene Flache A polyedrisch und lasse die Kugel M auf ilirer convexen 
Seite rollen, so sieht man, dass die Flache B , sowie der zwischen beiden 
Flachen enthaltene Raum, aus folgenden Theilen bestehen: 

a) Wahrend die Kugel auf der namlichen SeitenHache a von A rollt, 
beschreibt ihr Mittelpunct ein der a gleiches ebenes Vieleck a x in dor 
Flache und der zwischen den Flachentheilen a und a x befindlicho Korper- 
raum ist ein senkrechtes Prisma, dessen Inhalt gleich ha. Die Summe 
aller solcher Yielecke a 1 ist gleich M und die Summe aller Prismen gleich Ad. 

p) So lange die Kngel eine und dieselbe Kante y von A beriilirt, 
beschreibt ihr Mittelpunct M ein Stiick y 1 von B, welches einer geraden 
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Cylinderflache angehort, die 7 zur Axe mid h zum Radius liat und cer 
zwischen 7 und 77 befmdliche Korperraum ist ein Ausschnitt c des Cylin- 
ders. Heisst der an der Kante 7 liegende Nebenflachenwinkel cp, so ist 
7 j — 7^cp und c = 

Wird die S umm e aller solchen Flachenstiicke 7, durch K und die Summe 
aller Cylinderausschnitte c durch C bezeichnet, so ist 

7<p) und C—\TiK=W^iTf)- 

7) So lange die Kugel die namliche Ecke $ der polyedrischen Fliiche 
A bertihrt, beschreibt ihr Mittelpunct ein spharisch.es Tieleck s, m der 
Fliiche B, das ebenso viele Seiten hat, als die Ecke s Kanten, welclie 
Seiten die an diesen Kanten liegenden Nebenflachenwinkel messen. Der 
zwischen der Ecke s und dem Violecke s, liegende Raum ist eine soge- 
nannte Kugelpyramide p, deren Inhalt gleich Die Summe aller 

spharischen Vielecke s, heisse E und die Summe der Pyramiden p sei P, 

S ° 1St E = 2 s, mid P = -}hl^ = l-hE. 

Hiernach hat man fur die Fliiche B und for den zwischen beiden 
Fliichen A und B liegenden Korperraum / folgende Ausdrucke: 

(1) B = A-t-/iE(7cp)-l-Ee 1 = A-\- K-P-E, 

( 2 ) I = hA i A 3 2 (7?) -P ^A 2 s , = hA-h^hK-Pl/hE; 

oder, wird irgend eine bestimmte Liinge des willkiirlichen Abstandes k 
zur Einheit angenommen, gleich 1 gesetzt, und werden liir diesen ball 
die Grossen K und E durch k und e bezeichnet, wo dann fur jeden au- 
deren Fall K gleich hk und E gleich IPe ist, so hat man: 

QY) B = A — ! — A A "H / i ~c ; 

(4) I — kA -\~ = \h(A -+-B -\h e). 

Die Constante k ist eine Liingen-Grosse, namlich 

k = 2(t?), 

d. h. gleich der Summe der Produkte aus den Kanten des Polyeders A 
in die anliegenden Nebenflachenwinkel, diese in Zalilen ausgcdriickt; wo- 
ceo'en e gleich 2 e, eine Zahl ist, namlich die Summe der Zahlenwerthe 
der den Ecken e des .Polyeders A entsprechenden Polar-Korperwinkel. 
Da die Grossen k und « bloss von den Kriimmungen der Fliiche A ab- 
hiingen, so mogen sie die Krummungs-Summen derselbeu heissen, und 
zwar „k die Summe der Kanten-Kriimmung" und „e die Summe 
der Ecken-Kriimmung“. 

Die obigen Formeln bleiben ollenbar bestehen, wenn die polyednsche 
Fliiche A in eine krummc Fliiche iibergeht. In diesem Falle gelangt man 
aber zu neuen Ausdriicken fur die Grossen B und I, so wie fur k uud. e. 

In irgend einem Puncte der gogebenen Fliiche A scien die Hauptkrum- 
mungsradien r mid 17; das Flachenelement sei a. Im correspondirenden 
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Puncte der mit A paralleled. Flache B heisse das Flachenelement l , so ist 
(5) b = = + ■ 


Fur die Sumrne aller Elemente b, oder fur die Flache B , hat man 
demnach 

( 6 ) B = + 

unci fur den Kbrperraum I: 


rr 


(7) /=^+*A*2(-f + ^-) 
Aus den Formeln (3) und (6) folgt: 

( 8 ) k 
und 


-KA 3 2 


a 

rr 


V r r x ) 


rr . 


und 


( 9 ) 

woraus erkannt wird, welche Bedeutung die Grossen + ~ ^ 

2—^- bei der krummen Flache A haben. Sie sind zusammen die „Total- 
rt\ 

kriimmung" der Flache A. Gauss giebt cliesen Namen clem Ausdrucke 

v allein, welcher aber nur die Summe der Eckenkrummung e repriiscntut 
rr l 

Die Grosse e lasst sicli im Allgemeinen bestimmen, die Grosso k nicht. 
In einigen besonderen Fallen kann jedoch k auf e zuruckgeltdirt werden, 
wie z. B., wenn fur alle Puncte der Flache A die Summe der Kriimmungs- 
radien r- \~r 1 gleich s constant ist, denn alsdann ist 

k : e = s:h. 

Ist insbesondere A eine kleinste Flache, so sind bckanntlich in jedem 
Puncte derselben die Krummungsradien einander gleich und entgegengesetzt. 
also 

r — — r und — -f- — = 0 (auch k = O), 

i r ^ 

und daher 

a 


( 10 ) 


B 


A—h 9 2- 


d. h. „jecle kleinste Flache A hat die Eigenschaft: 1) class in jedem Puncte 

derselben die Kantenkriimmung ~ — h-f Null ist; 2) class sie unter alien 

mit ihr parallelen Flachen B ein Maximum ist, und class von die, sen 
Flachen (j B) je zwei, welche gleichweit von jener abstehen (auf entgegen- 
gesetzten Seiten), gleich gross sind." 


Ueber Maximum und Minimum bei den 
Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
flacke und im Eaume iiberhaupt. 

Erste Abliamllung. 


Hierzu Taf. IX— XI Fig. 1-19. 
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Diese und die folgende Abliandlung, welche von Steiner der Pariser Akademie vur- 
gelegt waren (Compt. rend, XII. 1841, p.479), erscheinen hier zum erstemnalc nach drin 
deutscken Original -Manuscripte gedruckt. In franzosischer Uebersetzung ist dk erst,, 
im Liouville' schen Journal (t VI. p. 105— 170) und im CVe&’schon Journal (Bd. XXIV, 
S. 93 162), die zweite bloss in letzterem (Bd. XXIV. S. 189—250) veroffentlicht word™. 



Ueber Maximum und Minimum bei den 
Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
Mche und im Raume tiberhaupt. 

Erste All)haxidlung. 

Die Erforschung der Eigenschaften , durch welche bei geometrisehen 
Figuren ein Maximum oder . ein Minimum bedingt wird, bietet unge- 
wohnliche Scliwierigkeiten dar, mit deren Ueberwindung man sicli bis 
dahin noch niclit genug beschaftigt zu haben scheint, oder wenigstens 
nicht init geniigendem Erfolg. Von den zwei Methoden, welche man bei 
der Behandlungsweise des Gegenstandes zu unterscheiden pflegt, hat man 
die eine, die synthetische, sehr vernachlassigt und sie iiberlmupt als 
eine unzulangliche hintansetzon zu mixssen geglaubt, wahrend man in 
der anderen, der analytischen, alle Vorziige zu besitzen walmte. Allein 
die allgemeinen Vorschriften, welche die Analysis zu diesem Zwecke giebt, 
fiihren in vielen Fallen nicht leicht zum Ziele; ja oft scheinen sie gar 
nicht geeignet, das eigentliche Wesen oder die wahre Ursache des Maxi- 
mums und Minimums anzugeben, sowie sie in anderen Fallen nur irgend 
eine, von der primitiven Ursache mehr oder weniger weit entfernte, jedoch 
von ihr abhangige Eigenschaft anzeigen, nicht aber diese Ursache selbst. 
Es schien daher zweckmassig, einen anderen Weg der Betrachtung einzu- 
schlagen, oder vielmehr zu jener verlassenen Methode zuriickzukehren, und 
zwar vor Allem nach den Grundursachen zu forschen, durch welche das 
Maximum und Minimum auf diesem Felde bedingt wird. Wenn sich nun 
. auch fur alle zu betrachtenden Gegenstande nicht ein einziges gemein- 
sames Grundprincip aufstellen lasst, so giebt es doch verschiedene Funda- 
mental-Eigenschaften, aus deren jeder ein System von innig zusammen- 
hangenden Satzen folgt. Dabei gelangt man zu vielen Satzen, deren Be- 
weis ausser diesem Zusammenhange oft grosse Schwierigkeiten darbieten 
mochte, wie z. B. die Satze 62 und 65 in der nachfolgenden Abhandlung. 
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Die Fundamental-Eigenschaften sind gleichsam der Keim, aus welchem 
die Satze nebst ihrem Zusammenhange als notlnvendige Folgen hervor- 
gehen; diese Abhangigkeit aber diirfte wold als wichtiger angesehen wer- 
den, oder grosseres Interesse gewahren, als die einzelnen Satze selbst. 

Die umfassendsten Arbeiten -fiber elementare Behandlung des Maximums 
und Mim'mmn s in der Geometrie verdankt die Wissenschaft Lhuilier*). 
Er bediente sich bei seinen Forschungen der synthetischen Metbode und 
behauptete , dass dieselbe liierffir die geeignetste sei. Alles , was seine 
Vorgiinger auf diesem Wege geleistet, von den ersten Anfiingen der Grie- 
cken bis auf die Fortsetzungen durch R. Simson und Andere, hat er mit 
Umsicht zu samm engefasst, mit Scharfsinn verbessert und betrachtlich er- 
weitert. Leider haben seine Nachfolger diesen natfirlichen Gang verlassen; 
wohl haben sie sein Werk offer citirt und einzelne Beispieje daraus ent- 
lehnt — aber nicht die darin herrschende Methode befolgt. Anstatt jene 
natttrliche Betrachtungsweise zu vervollkommnen, nahm man lieber zu 
kfinstlichen Mitteln, zur Rechnung Zuflucht; ja selbst, wo man geometrisch 
verfuhr, verschmahte man, die von ihm gegebenen einfachen Beweise mit 
den Satzen zugleich aufzunehmen (wie z. B . Legendre, M. Hirsch und Andere). 
Dadurch verschwand aber auch immer mehr die schone Einfachheit und 
Eleganz der Beweise, sowie der organisehe Zusammenliang der Satze, 
und die wunschenswerthe Fortentwickelung der ganzen Doctrin gerieth 
unvermerkt inis Stocken. Verleitet durch den fast mfiheloscn IVtechanismus, 
womit die Rechnung eine gewisse Klasse von Aufgaben lost, wollten Einigo 
alles diesem bequemen Hfilfsmittel fiberlassen, so dass sie sogar glaubten, 
von der synthetischen Methode abrathen zu mfissen. Allein hierin hat 
man sich gewiss ebenso sehr geirrt als Lhuilier, wenn er behauptet, dass 
viele Satze durch Differentialrechnung gar nicht zu beweisen seien. Ilei 
diesen Untersuchungen sind allerdings die Schwierigkeiten sehr gross und 
mannigfaltig, die unerledigten Fragen zahlreich; aber eben deshalb sclieinon 
mir die beiden Methoden noch nicht berechtigt, einander auszuschliessen, 
oder sich fiber einander zu erheben; vielmohr mochten beide, gesondort 
und vereint, noch lange Zeit vollauf zu thun haben, um des Gegenstandes 
auch nur einigermassen Herr zu werden; und alsdann erst mag fiber ihr 
gegenseitiges Verdienst gerichtet werden. 

Denn in der That scheint kein Theil der Geometrie so vielen Schwie- 
keiten unterworfen zu sein, als eben dieser. Ueberall, wo man umlassend 
zu Werke gehen will, finden sich neben den leichtesten Aufgaben soglcich 
solche, welche ganz unerwartet schwer zu behandeln sind. Dazn. gesellt 
sich noch die Eigenthfimlichkeit, dass es in vielen Fallen bosonders darauf 


*) Dt relatione mutua capacitatis et terminorum jigurarum etc. Varsaviae 1782 uud 
A br€g& d’isop €rim£trie €l4mentaire etc. Geneve. 
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ankommt, auf welche Weise der Satz oder die Aufgabe angefasst wird; 
denn oft stosst, man von der einen Seite her auf uniiberwindliche Hinder- 
nisse, wahrend von einer anderen Seite durch die trivialsten Mittel das 
Ziel erreicht wird (wie in der nachfolgenden .Abhandlung z. B. der Satz 26 
fiber spharische Polygone). So wie fur einzelne Satze, verhalt es sich m 
dieser Hinsicht auch mit ganzen Systemen von Satzen. Fur mehrere Be- 
trachtungen glaube ich nun wohl so ziemlich die vortheilhafteste Seite 
aufgefunden zu haben, indem ich namlich solche Fundamentalsatze auffand, 
aus denen sich eine grosse Reihe von Satzen mit Leichtigkeit und Eleganz 
entwickeln lasst; allein inmitten einer solchen Reihe bieten sich wieder 
Fragen dar, deren Beantwortung ganz andere, neue Hulfsmittel erheischt. 
Besonders gross sind aber die Scliwierigkeiten bei. den Untersuchungen lm 
Raume (in der Stereometric); dabei haben die beiden Methoden, in lvfick- 
sicht des Vorzugs, sich gcgenseitig nicht viel vorzuwerfen; dennhier haben 
beide bis jetzt noch so wcnig geleistet, dass man sich lcaum eines eigent- 

lichen Anfangs zu erfreuen hat. . 

Wenn nun aucli die synthetische Metliode meines Erachtens zur Er- 
forschung und Begriindung jener Fundamentalsatze, sowie zu deren nach- 
sten Entwickelung am geeignetsten 1st, so diirfte dagegen bei den sich 
spator einstellcndon Fragen die Hiilfe der Analysis nicht am unrechten 
Orte sein, um in passendcn Fallen den Gegenstand weitei zu yerfolgen. 
I)er letzteren muss durch die Forschungen der ersteren vorerst die richtige 
Grundlage gegeben werdon, auf der sie sodaun, ihre Kraft entlaltend, mil 
Erfolg weitCT bauc'n kann; wie dies iiberhaupt in der Geometric meist 
geschah, ohne dass man es immer eingestand. 

Von meinon Versuchen fiber diesen Gegenstand habe ich bereits mehrere 
Proben bekannt gemacht*). Die gegonwiirtige Abhandlung boschaftigt sich 
insbesondcro mit den Relationen zwischen dem Umfange und inlialte der 
Figuren in der Ebenc und auf der Kugelflache; und zwar enthiilt sie nur 
die ersto von don ffinf Entwickelungsarten, nach welchen ich diesen Theil 
behandclt habe. Diese ffinf Beweisarten gelton siimmtlich fill- die ebenen 
Figuren; sic unterscheiden sich zwar nur durch den Gang der Botrachtung, 
wel'cho zum Hauptsatzc ftihrt; aber doch bieten sich auf jedem dieser 
Wege manche Siitze von selbst dar, welche auf den tibrigen nur mit Mtihe 
zu beweisen sein dttrftcn. Ausser der Beweisart der gegenwartigen Ab- 
handlung ist auch die zweite auf die spharischen Figuren gleichmassig 
anwendbar; wogegen die Figuren im Raume sich nur nach den drei 
fibrigen Methoden einigermassen analog behandeln lassen. 

^yfo-Journal fur Mathem. von CrelLe, und in den Sohriften der KSnigl. Akademie 
der Wissenschaflen ;u Berlin. Auch finden sich in den Berichten derselben Akademie 
einige noch nicht gedruckte Abhandlnngen dem Inhalte nach angezeigt. (Cf. Bd. II. b. 
s. 75 und S. 165 dieser Ausgabe.) 
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Die erste Beweisart, welche in dieser Abhandlung allein zur Anwen- 
dung kommt, besteht darin, dass aus zwei einfaclien Fundamentalsiitzen 
zuniichst ein gewisser Hauptsatz gefolgert wird, aus welchem sodarni die 
iibrigen Satze sich entwickeln lassen. Denn es zeigt sicli dabei, dass 
zwischen den Figuren , denen ein Maximum oder ein Minimum zukommt, 
selbst ein eigonthiimlicher Zusammenhang stattfindet, namlich dass sie 
gewissermassen nur Theilo von derjenigen Figur sind, auf welche sich der 
Hauptsatz bezieht, und dass die Griinde, auf denen dieser beruht, auch 
alle jene zusammengesetzten anscheinend schwierigeren Siitze hedingen. 


Erster Abschnitt. 

Von den eFenen und spharischen Figuren. 

Erste Beweisart. 

§ 1. Fundamentalsatze fur die ebenen Figuren. 

1. Iliilfssatz. Die Spitzen aller gleichschenkligen Dreiecke liber 
derselben Grundlinie liegen in der Geraden, welche die Grundlinio in 
Hirer Mitte rechtwinklig durchschneidet. Von je zWei solchen Dreiecken 
hat dasjenige grosseren Inhalt, welches grosseren Umfang hat, und aucli 
umgekehrt. 1 

2. Hulfssatz. Die Inhalte beliebiger Dreiecke iiber derselben Grund- 
linie verhalten sich wie ihre Hohen. Haben die Dreiecke gleichen Inhalt, 
und liegen sie auf einerlei Seite, so liegen ihre Spitzen in einer mit der 
Grundlinie parallelen Geraden. 

Erster Pundamentalsatz. 

B. I. „Unter alien moglichen Dreiecken iiber derselben 
Grundlinie und von gleichem Umfange hat das gleichschcnklige 
clen grossten Inhalt. “ 

II. „Von je zwei der genannten Dreiecke hat dasjenige 
den kleineren Inhalt, welches an der Grundlinie den ldeinsten 
oder grossten Winkel, oder welches den klcinstcn odor grossten 
Schenkel hat; und auch umgekehrt.“ 

Beweis. I. Von den zwei Dreiecken ACB, AJDB (Taf. IX Fig. 1) 
iiber der Grundlinie AB sei das erste gleichschenklig, also 

AC = BC , 
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und nach der Forderung des Satzes sei 

ACa-BC = AD+BD. 

Da die Fliiclien der Dreiecke immer ein Stiick AEB gemein haben'), so 
ist der Satz bewiesen, wenn gezeigt wird, dass Dreieck 

AEG > BED. 

Da Winkel 

a — P, 

so ist und dalier AE > BE. Man nehme 

EF = EB. 

Wird ED von E aus auf EC abgetragen, sei otwa 

EG = ED, 

so muss der Endpunct G notliwendig zwischon E und C fallen. Denn 
Hole er in C, so ware 

ED = EC, 

und mithin die Dreiecke BED und FEC congruent, daber 

FC = BD; 

ferner ware 

BC = FD, 

und folglich miisste, da nach der Voraussetzung 

AC-\~BC = AD-\-BD, 

BDa-AF Oder FC+AF gleich AC sein, d. i. die Summe zweier Seiten 
des Dreiecks AFC gleich der dritten, was unmoglich ist. Noch wemger 
kann aber der Punct G jenseits C, etwa in II fallen, well sonst aus glei- 

clien Griinden 

AFa-FII-aEC = AC 

sein miisste, d. h. die gebrochene Linie AFEC gleich der Geraden AC. 
Demnach kann der Endpunct G nur zwischen E und 6 lallen. Dann 
aber ist Dreieck 

FEG — BED, 

daher Dreieck AEC>' BED, und folglich auch das gleichsclienklige Drei- 
eck ACB grosser als das ungleichschenklige ADB. 

II. Sind ACB und ADB (Taf. IX Fig. 2) zwei beliebigo Dreiecke 
von gleichem Umfango (also das erste nicht notliwendig gleichschenklig, 
wie vorhin), und wird angenommcn, von ihren vier Winkelii an der Grund- 
linie sei T der kleinste, also so kann ebenso, wie vorlun (I), gezeigt 

werden, dass Dreieck ADB ■< ACB, d. h. dass das Dreieck mit dcm 
kleinsten Winkel an der Grundlinie kleineron Inlialt hat als das andere. 

*) Denn es kann niemals die Spitze des einon Dreiecks innerhalb des anderen 
liegen ( Euhlides , Buch I. Satz 21), 
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Dass ferner ebenfalls Dreieck ADB cACB, wenn angenommen wird , es 
sei entweder 8 der grosste Winkel, oder es sei BD der ldeinste oder AD 
der grosste Schenkel, kann, wie folgt, geschlossen werden. Namlich zn- 
nachst folgt, dass diese drei Bedingungen mit der vorigen Annahme, y<(3, 
zugleich stattfinden. Denn urn zu zeigeii, dass 8 der grosste Winkel, d. h, 
dass 8 ;> a sei, wenn y < (3 ist, darf man nur das Dreieck ABB so urn- 
wenden, dass es in die Lage von AD X B kommt, wodurch die Winkel y, 8 
die Lage von y 15 8 r erhalten, so dass also 

y 1 =7 und 8j = 8 

ist; denn dabei muss nothwendig die Spitze D x jenseits der Seite AC 
fallen, weil (3>y und y gleich y x ist, uiid dann ist offenbar o, > a oder 
8>>a. Um weiter darzuthun , dass BD der kleinste und AD der 
grosste Schenkel sei, behaupte ich, es kbnne AD weder gleich noch 
kleiner als AC, also nur AD>AC und daher BC>BD sein. Denn ware 

AD = AC, 

so wiirde auch 

BC = BD, 

und folglich Dreieck ACB congruent ADD sein. Ware aber AD < AC, 
so ware BD>BC, und in Hinsicht der Dreieck e ACD und BCD miisslo 
Winkel ACD C ADC, und zugleich Winkel BCD > BDC sein, was um 
moglich ist. Folglich ist 

AD > AC und BD < BC 

Nun folgt in gleicher Weise fur die Dreiecke ACB und AD X B, dass 
BD X > BC und AD X < AC, oder dass also 

AD > BC und BD < AC 

Demnach ist in der That BD der kleinste und AD der grosste unter 
alien vier Schenkeln. Nunmehr ergiebt sich leicht durch indirecte Schliisso, 
dass umgekehrt jede der drei genannton Bedingungen auch jeno orate, y<fi 
und dadurch allemal die Bohauptung des Satzes: „Dreieck ADBc. 
zur Folge hat, und dass ebenso mit der Annahme: „Dreieck ADBc ACBs\ 
jene vier Beziehungen zugleich stattfinden. 

Der zweite Theil (II) des Satzes umfasst, wie man sieht, den erst, on 
(I), welcher das Maximum, ausspricht, als bosonderen Fall JedOr Theil 
findet in der Folge seine eigenthtimliche Anwendung. 

4. Von alien Dreiecken iiber derselben Grundlinie und von 
gleichem Inhalte hat das gleichschenklige den ldeinsten Um* 
fang. 

Beweis. Es sei G das gleichschenklige und U irgend ein imgleieh- 
schenkliges Dreieck iiber derselben Grundlinie und. von gleichem Inha lb*. 
Ueber der namlichen Grundlinie denke man sich ein zweites gleich- 
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schenkliges Dreieck G 1 , mit U von gleichem Umfange, so ist G X >U (3) 
und rnithin, da U gleich G ist, auch G x > G, daher weiter: 

Umfang (x, > TJmfang G (1), 

und folglich auch 

Umfang U > Umfang G. 

5. Unter alien Dreiecken von gleichem Umfange hat das 
gleichseitige den grossten Inhalt. Und umgekehrt: Unter alien 
Dreiecken von gleichem Inhalte hat das gleichseitige den klein- 
sten Umfang. 

Beweis I. Dasjenigc Dreieck, welches bei gegebenem Umfange den 
moglichst grossten Inhalt haben soil, muss liber jeder Seite, als Grund- 
linie angesehen, gleichschonklig sein (3), daher miissen je zwei Seiten, 
und folglich alle drei Seiten einander gleich sein. 

Wenn auch gegen die Richtigkeit und Strengc dieses Beweises nichts 
einzuwonden ist, so hat or doch in der Beziehung etwas unbefiiedigendes, 
dass, wenn cin gleichseitiges und ein beliebiges ungleichseitiges Dreieck 
yon gleichem Umfange gcgcben sind, durch denselben nicht direct gezeigt, 
w or don kann, dass ersteres in der That grosseren Inhalt hat als das andcie. 
Urn diesem Mangel abzuhellen, gab IJmiUer oincn anderen Beweis, ge- 
griindet auf wiodorholto Vorwandluog des gogobonen ungleichseitigen Drei- 
ecks in gleichsohonkligo von gleichem Umfange, wodurch man sich durch 
oincn unendlichen Process immor mohr dem glcichseitigen milicrt 4 '). Allein 
auch diescr Beweis gewahrt noch nicht die gewiinsehte Bcfricdigung. Durch 
den hier folgenden Beweis suchto ich der Forderung zu goniigon. 

Beweis II. Es sei ein beliebiges ungleichseitiges Dreieck U gcgcben; 
fiber der grossten Seite, als Grundlinic, construiro man ein glcichschonk- 
liges G von gleichem Umfange, so ist G^>U (3). Das Dreieck G sei 

*) B. es sei irgend oin ungleichseitiges Dreieck U gegeben; man denke sich 
iiber seiner Grundlinic ein gleiehschenkliges Dreieck G von gleichem Umfange, so ist 
G > U. Der Unterschied zwischon der Grundlinic und einem Schenkel des Dreiecks G 
sol gleich u; iiber einem dieser Schenkel, als Gmndlinie angesehen, donka man sich 
ein neucs gleiehschenkliges Dreieck G i von demselben Umfange, so ist G\ > 6, und 
es wird der Unterschied zwischcn der Gmndlinie und einem Schenkel des- Dreiecks G\ 
gleich k u sein. Fiihrt man so fort, so erhalt man eine Reihc gleichsch'enkliger Diei- 
ecke G] G u G s , G 3 , ... von gleichem Umfange, wovon jedes folgende grosser ist als 
das vorhergehendo, und wobei der Unterschied zwischen der Gmndlinie und einem 
Schenkel immer kleiner wird, und zwar bilden diese Untcrschiede die abnehmonde geo- 
metrische Reihc 

111 1 
l G ~ 4 W? 8 W ’ * * * ^ jU ' 

Demnach* niihem sich die Dreiecke <?, G u <?*, - - - immer mehr dem gleichseitigcn, 
welches als Greuze odor als letztes Glied ihrer Reihc anzusehen, und dessen Inhalt 
so mit ein Maximum ist. 
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ACB (Taf. IX Fig. 3), so ist also die Grundlinie AB grosser und jeder 
der beiden Schenkel AC, BC ist ldeiner als ein Drittel Umfanges. 
Das Stlick BD *der Grundlinie sei ein Drittel des Umfanges; auf der 
Verlangerung des anliegenden Schenkels BC nehme man den Punct E so, 
dass das Dreieck DEB mit ACB gleichen Umfang hat, dass also 
DE+EC = DA+AC 

ist (weil BC und BD zu beiden Umfangen gehoren) *). Da BC kleiner 
als ein Drittel des <Umfanges, so ist BD> BC , daher Winkel x > y, 
mithin Winkel ADC> ECD, folglich Dreieck ECD> ADC (3, II), und 
daher endlich Dreieck 

DEB > ACB Oder DEB > G. 

Es sei Dreieck DFB gleichseitig, also mit DEB (sowie mit G und U) 
von gleichem Umfange (weil DB ein Drittel dieses Umfanges ist), so 
ist Dreieck DFB > DEB (3), also auch DFB>G, und folglich um so 
mehr 

DFB > U. 

Hiermit ist der Satz ebenso angenfallig als streng bewiesen. 

Der umgekehrte Satz ist leicht indirect zu beweisen, wie der vorige 
(4), oder er kann auch aus diesem gefolgert werden. 

Zweiter Fundamentalsatz. 

6. „Sind zwei Seiten eines Dreiecks gegeben, so hat es 
dann den grossten Inhalt, wenn dieselben einen rechten Winkel 
einschliessen.“ 

Beweis. Sieht man die eine gegebene Seite als Grundlinie an, so 
ist der Inhalt des Dreiecks um so grosser, je grosser die Holie wird ; diesc 
ist aber offenbar am grossten, wenn sie der anderen gegebenen Seito gleich 
ist, also wenn letztere auf der Grundlinie rechtwinklig steht. 

Um den Beweis anschaulicher und mit dem Beweise des unten fol- 
genden analogen spharischen Satzes (14) ubereinstimmender zu machen, 
kann mgp, wie folgt, verfahren: 

Es sei AB (Taf. IX Fig. 4) die eine gegebene Seite als foste Grund- 
linie angesehen, so ist der Ort der Spitzen aller Dreiecke, die mit den ge- 
gebenen Seiten moglich sind, eine Kreislinie FCG, welche A zum Mittcl- 
punct und die andere gegebene Seite AC zum Radius hat. Zieht man 
Gerade FG , DE, . . . , die der Grundlinie AB parallel sind und den Kreis 
schneiden, so sind die zwei Schnittpuncte einer jeden die Spitzen zweier 
Dreiecke mit den gegebenen Seiten, wie z. B. die Dreiecke ADB und 

*) Der Punct E kann ubrigens auch leicht construct werden nach dor bekanntcn 
Aufgabe: „Aus einer Seite BD , einem daran liegenden Winkel B und der Summe der 
beiden uhrigen Seiten BE+ DE das Dreieck zu construiren,“ 
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AEB, welche gleichen Inhalt haben; dieser Inhalt wird um so grosser, 
je weiter jene Gerade sich von der Grundlinie entfernt; sie ist aber offen- 
bar am weitesten entfernt, wenn sie den Kreis in C beriihrt, wo lhr also 
nur ein Dreieclc ACB entspricht; folglich hat dieses Dreieck unter alien 
den grossten Inhalt und auch die Eigenschaft, dass die gegebenen Seiten 
AB , AC einen rechten Winkel einschliessen. 

7. 1st die Summe zweier Seiten eines Dreiecks gegeben, 
so hat es dann den grossten Inhalt, wenn dieselben einander 
gleich und zu einander rechtwinklig sind. 

Beweis. Wie auch die gegebene Summe unter die zwei Seiten ver- 
theilt werden mag, so hat jedesmal das Dreieck den grossten Inhalt, wenn 
es zwischen denselben rechtwinklig ist (6). Daher ist nur noch zu zeigen, 
dass miter alien diesen rechtwinkligen Dreiecken das gleichschenklige das 
grdsste ist. Ueber der Hypotenuse eines der ungleiclischenkligen Dreiecke 
denke man sich ein gleichschenkliges Dreieck von gleicher Schenkelsumme, 
so ist dieses grosser als jenes, hingegen aber ist es kleiner als das genannte 
rechtwinklig-gleichschenklige Dreieck, mit dem es gleiche Schenkel hat. 

Es folgen hicr auch die Zusiitze: „Dass das Product aus den zwei 
Abschnitten einer gegebenen Geraden am grossten ist, wenn die Abschnitte 
einander gleich sind“, oder: „Dass unter alien Parallelogrammen mit den 
niimlichen Seiten das Recliteck das grdsste, und dass unter alien Recht- 
ecken von gleichem Umfange das Quadrat das grdsste ist. “ 

§ 2. Fundamentalsatze fur die sphiLrisch.cn Figuren. 

8. Hiilfssatz. Die Scheitel aller gleichschenkligen sphiirischen 
Dreiecke iiber derselben Grundlinie liegen in dem Hauptkreisc (grosster 
Kreis), welclier die Grundlinie in ihrer Mitto rechtwinklig durchschncidet. 
Von je zweien dieser Dreiecke hat dasjenige den grosseren Inhalt, welches 
grosseren Umfang hat, und auch umgekehrt. 

9. Hiilfssatz. Der Inhalt beliobiger spharisclier Dreiecke iiber 
derselben Grundlinie ist kleiner odor grosser, je nachdem der Kreis, 
welcher durch die Spitze des (jedesmaligen) Dreiecks und durch dio 
Gegenpuncte *) der Endpuncte seiner. Grundlinie geht, sich weniger oder 
mehr von der Grundlinie abneigt (d. h. je nachdem der Winkel zwischen 
dem Kreise und dor Grundlinie kleiner odor grosser ist), so dass also 
die Spitzen aller Dreiecke, welche je einen gleichen Inhalt haben, in dem 
niimlichen Kreise liegen, und auch umgekehrt**); und dass dann jedes 

*) Von don Endpuncten oincs Kugel-Durchmessers heisst jeder „der (Jegenpunct“ 
des anderen. 

**) Diesen Sate habe ich zuerst in cinor Abbandlung, betitelt: „Verwandlung 
und Theilung spharischer Figuren durch Construction” im CreMe’schen 
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andere Dreieck kleineren oder grosser en Inhalt hat als jene, je nachdem 
seine Spi'tze zwischen dem Kreise und der Grundlinie oder jenseits des 
Ereises liegt. 

10. Hiilfssatz. Wenn zwei Kreise auf der Kugelfi ache einander be- 
ruhren, so liegt der Beruhrungspunct mit ihren Polen in einem Haupt- 
kreise; so dass also der Hauptkreis , welcher durch irgend zwei der ge- 
nannten drei Puncte bestimmt wird, allemal auch durch den dritten geht. 

Erster Fundamentalsatz. 

11. I. „Unter alien spharischen Dreiecken liber derselben 
Grundlinie und von gleichem Umfange hat das gleichschenklige 
den grossten Inhalt. “ 

II. ,-,Von je zweien der genannten Dreiecke hat dasjenige 
den kleineren Inhalt, welches an der Grundlinie den klcinstcn 
oder grossten Winkel, oder welches den kleinsten oder grossten 
Schenkel hat; und aucli umgekehrt." 


Journ. far Mathew. Band II. S. 45, Marz 1827 (Of. Bd. I. S. 101 dieser Ausgabe) bekarmt 
gemacht. Er diente dieser Abhancllung zur Grundlage unci sollte eine nahcre Ueber- 
einstimmung der spharischen und ebenen Geometric in Betracht der genannten Opo 
rationen bewirken. War auch ein Theil des Satzes zuerst von Lexcll und spiitor von 
Legendre bewiesen, so wurdc er doch erst durch die wesentliche Erganzung: * „I)ass 
der Kreis, welcher die Spitzen aller Dreiecke von gleichem Inhalte 
enthalt, durch die Gegenpuncte der Endpuncte der Grundlinie g e h t u 
zur Anwendung recht bequem gemacht. Fur Leser, denen die citirto Abhancllung nichf 
zu Gebote steht,' mag der Beweis des obigen Satzes hier kurz angedeutet werden. Die 
erforderlichen Figuren lassen sich gemass. der Beschreibung leicht zeichnen. 

1. Im gleichschenkligen spharischen Dreiecke sincl die Winkel an der Grundlinie 

einander gleich. • ‘ 

2. In jedem spharischen Vierecke ABCD , das einem Kreise eingeschrieben ist, 
sind die Summon der gegenuber stehenden Winkel gleich gross, also 

A + C = B + D. 

Derm zieht man aus clem Pole P des Kreises nach den Ecken des Vierecks die sphil- 
rischen Radien PA, PA?, PC, PD, so entstehen vior gleichschenklige spharische Drei- 
ecke APB, BPC , wovon jedes an der Grundlinie gleiclio Winkel hat, und woraus 
sofort die Gleichung 


A + C = B+D 


folgt. 

o. Man ziehe in dem namlichen eingeschriebenen Vierecke ABCD die spharische 
Diagonale AC, nenne die Stucke, in welche sie die Winkel A , G theilt, boziehlich a 
und a l5 y und Yj , und zwar so, dass a, y im Dreieck ABC, und a x , Yi im Dreieck ADC 
liegen, so hat man, da a + a x + y + Ti gleich B + D (2) ist, 

(a + Y)—P = B — (a* + Yi)- 

Bleiben die drei Ecken A, D, C fest, wahrend B sich in dem Bogen ABC des 
Kreises P bewegt, so andern zwar die Winkel B, a, y ihre Grosse, aber die Different 
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Der Beweis dieses Satzes ist dem Beweise des obigen analogen Satzes 

(3) ganz ahnlich; nur ist zu bemerken, dass hier die den Dreiecken BED 
.und EEG (Taf. IX Fig. 1) entsprechenden spharischen Dreiecke. nicht con- 
gruent, wohl aber symmetrisch gleich sind, wodurcli die Schlussfolge nicht 
gestort wird; (zudem kann man bekanntlich zwei solche Dreiecke iminer 
in congruente Stiicke zerschneiden). Diese Bemerkung gilt zugleich fiir 
alle folgenden .Falle, wo eine ahnliche Verschiedenheit eintritt. 

12. Von alien spharischen Dreiecken fiber derselben Grund- 
linie und von gleichem Inhalte hat das gleichschenklige den 
kleinsten TJnrfang. 

Der. Beweis dieses Satzes ist dem des obigen entsprechenden Satzes 

(4) ahnlich. 

13. Unter alien spharischen Dreiecken von gleichem Um- 
fange hat das gleichseitige den grossten Inhalt; und unter alien 
spharischen Dreiecken von gleichem Inhalte hat das gleich- 
seitige den kleinsten Umfang. 

Die Beweise des obigen Satzes (5) finden in ahnlicher Weise fiir den 
gegenwartigen Satz statt. 


( a-py)—.# bleibt constant, denn sie ist stets der unveriinderlichen Differenz .0 — (a. + y,) 
gleich. Also: 1st die Grundlinie AC eines spharischen Dreiecks ABC der 
Grosse und Lage nach, und ist die Differenz zwischen der Summe der 
Winkel an der Grundlinie (a + y) und dem Winkel an der Spitze (B) ge- 
geben, so ist der Ort dor Spitze B ein bestimmter Kreis P, welcher alle- 
mal durch die Endpuncte A, C der Grundlinie geht. 

4. Es seien ferner A,, C, die Gegenpuncte der festen Puncte A, C; sie liegen in 
den fiber B hinaus verliingerten Schenkeln AB, CB , so dass man .zwei Scheitel-Drei- 
ecke ABC und A,BC, hat, die sich gleichzeitig andern; ihre Winkel an der gemein- 
schaftlichen Spitze B sind gleich als Scheitelwinkel, und von den Winkeln a und y, 
A 1 und <7, an den festen Grundlinien AC, A,C\ sind die in dem einen Dreieck bezieh- 
lich den Nebenwinkeln von denen in dem anderen Dreieck gleich, so dass 
ct + + = u und y + C, = it. 

Da nach (3) a + y— B constant ist, namlieh gleich A> — a,— y, gleich K, so ist folglich 

A l -j-B-|-C' 1 = 2it — K, 


d. h. wenn im ersten Dreieck ABC die Differenz a + y— B constant ist, so ist im an- 
deren A X BC { die Summe der drei Winkel, also auch sein Inhalt constant, und auch 
umgekehrt. Da nun aber unter dieser Bedingung der Ort der Spitze B ein Kreis P 
ist, der allemal durch die festen Puncte A, C geht, so ist dadurch die Wahrheit des 
obigen Satzes dargethan. 

Wenn insbesondere die feste Grundlinie AC Durchmosser . des Kreises P wird, so 
ist IC gleich 0 (also D gloich a, + yi und B gleich a+y), und auch umgekehrt. In 


diesem Falle ist dann ■ „ 

A, + B + Ci = 2ir, 

und folglich der Inhalt des Dreiecks A t BC l gleich dem vierten Theile der Kugelflache. 
Ein anderer, noch eiufacherer Beweis des obigen Satzes ergiebt sich durch stereo- 


metrische Betrachtungen. 
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Zweiter Fundamentalsatz. 

14. „Sind zwei Seiten eines spharischen Dreiecks gegeben, 
so hat es dann den grossten Inhalt, wenn der von denselben 
eingeschlossene Winkel so gross ist als die Summe der beiden 
ubrig'en Winkel, oder wenn der umschriebene Kreis die dritte 
Seite zum Durchmesser hat. w 

Beweis. Die eine gegebene Seite AC (Taf. IX Fig. 5) sei die Grund- 
linie und fest, so ist der Ort der Spitze des Dreiecks eine Kreislinie DBE , 
welche A zum Pol und die andere gegebene Seite AB zum (spharischen) 
Radius hat. Seien . 4 , C t die Gegenpuncte der festen Puncte A, C. Jeder 
Kreis durch A 1 und 6^, wie z. B. der Kreis A X DEC X , ist Ort der 
Spitzen eines Systems Dreiecke von gleichem Inhalte iiber der Grundlinie 
AC (9); schneidet er-den festen Kreis A in zwei Puncten D und E, so 
sind diese die Spitzen zweier Dreiecke ABC und AEG mit den gegebenen 
Seiten und von gleichem Inhalte, woraus also beilauflg folgt: „I)ass 
unter den gesammten Dreiecken, welche mit den gegebenen 
zwei Seiten moglich sind, immer zwei und zwei gleichen Inhalt 
haben.“ Der fnhalt wird um so grosser, je mehr der Ortskreis A, DEC, 
sich von der Grundlinie AC abneigt (9); wofern aber dieser Kreis dem 
festen Kreise A begegnen soil, so entfernt er sich am meisten von der 
Grundlinie, wenn er denselben nur noch in einem Puncte B beriihrt; folg- 
lich hat das Dreieck ABC unter alien, die mit den gegebenen Seiten 
moglich sind, den grossten Inhalt. Der Pol F des beruhrenden Kreises 
A X BC\ liegt in der Yerlangerung des Schenkels AB (10). Da 

FA, = FB = FC^ 
so ist im Dreieck A,BC, Winkel 

Ti = «i+Px; 

da ferner 

a+ctj =T+Ti 

(weil otj, 7 l den Nebenwinkeln von a, 7 gleich sind) und 

p, = 

so ist folglich 

a = P+t, 

d. h. in dem genannten grossten Dreiecke ABC ist der von den gegebenen 
Seiten AB , AC eingeschlossene Winkel a so gross als die Summe der 
beiden iibrigen (3+y, wie im Satze behauptet wird. Durch den Haupt- 
kreis AG theile man den Winkel a so, dass Winkel BAG gleich (3 und 
Winkel CAG gleich y, so ist 

AG = BG = C% 
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und folglich ist G der Pol und BC der Durchmesser des dem Dreieck 
ABC umschriebenen Kreises, was die weitere Angabe des Satzes bestatigt. 

15. 1st die Summe zweier Seiten eines spharischen Drei- 
ecks gegcben, so hat es dann den grossten Inhalt, wenn die- 
selben einander gleich sind und einen Winkel einschliessen, 
der so gross ist als die Summe der beiden iibrigen. 

Der Beweis dieses Satzes ist dem des entsprechenden ebenen Satzes 
(7) ganz analog. Auch hier linden analoge Zusatze iiber spharische Vier- 
ecke statt. 

§3. Ausgedehntere Siiitze iiber ebene und spharische Figuren. 

. Allgemeine Vorb emerkung. 

16. Gleichwie im Vorhergehenden die Satze iiber das ebene und 
spharische Dreieck gewissermassen gleichlautend ausgesprochen und ihre 
Beweise iibcrbinstimmend gefiihrt werden konnten, ebenso kann es auch 
mit den Siitzen und Beweisen iiber andere Figuren geschehen. Der Kiivze 
wegen sollen abor im Folgenden die Satze fur beide Figuren-Arten, ebene 
und spharische, immer vereinigt ausgesprochen, oder doch, wenn auch 
bless die fur die ebenen Figuren passenden Benennungen gebraucht wer- 
den, vereinigt ausgesprochen gedacht werden. Ich habe mich bemiiht, die 
Beweise so zu ffihreu, dass sie fur die spharischen Figuren meist gleich- 
fiirmig und mbgliehst gleichlautend abgefasst werden konnen. Bei den- 
jenigen Beweisen, wo ein wesentlicher Unterschied stattfindet, ist derselbe 
angedeutot, zuwoilen auch naher erortert. Um den Grand (Ursprung) 
dieser Untcrsehiede im Allgcmeinen anzuzeigen, mag schon hier auf einige 
besondore Eigenschaften der spharischen Figuren, sowie auf eine eigen- 
thiimliche Beziohung derselben unter sicli aufmerksam gemacht werden. 

I. Der Umfang eines convexen, spharischen Yielecks ist im Allge- 
mcinon kleinor als der Hauptkreis, welchen er zur Grenze hat. Ebenso 
kann der Inhalt (oder die Summe der Winkel) nicht jede beliebige Grosse 
haben (wenn die Kugel gegcben ist); sondern er hat die halbe Kugelflache 
zur Grenze. Oder, wofcrn man nach Belieben den einen oder anderen der 
zwei Thcilc, in welche die Kugelflache durch die Grenzlinie des Yielecks 
geschieden wird, als Inhalt des letzteren ansehen wollte, so hatte der In- 
halt die gauze Kugelflache zur Grenze. In diesem Falle aber, wo der 
grosser© Theil als Inhalt angenommon wiirde, ware das-Yieleck nicht 
convex, sondern concav zu nennen. Gewohnlich pllegt man den klei- 
ncren Theil als Inhalt zu betrachten. Indessen sind beide Theile von 
einander so abhangig, dass mit dem einen auch zugleich der andere ge- 
geben ist, und dass, wenn z. B. der eine unter irgend welchen Bedingungen 
ein Maximum wird, dann gleichzeitig der andere ein Minimum sein muss, 
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und auch umgekehrt. — Was hier von Vielecken gesagt worden, gilt auch 
von convexen gesclilossenen Curven. 

II. Die Eigenschaft der Polarfiguren auf der Kugelflache bewirkt exile 
bes timm te Dualitat und Reciprocity der spliarischen Satze, so namlich, 
dass jedenx Satze fiber ein w-Eck, welcher unter gewissen Voraussetzungen 
in Betreff der Seiten und Winkel, des Umfanges und Inhaltes u. s. w. 
stattfindet, allemal ein bestimmter anderer Satz, ebenfalls fiber das rc-Eck, 
entgegensteht, welcher durch jenen bedingt und dadurch aus ihm abge- 
leitet wird, dass man in Hinsicht der gegebenen Voraussetzungen sowohl 
als in Rucksicht der daraus gesehlossenen Eigenschaften, fiberall Seite mit 
Winkel, Umfang mit Inhalt, sowie z. B. Maximum mit Minimum, u. s. w. 
vertauscht *). Yon diesem Ableitungsgesetz der Siitze von einander war- 
den wir jedoch im Folgenden keinen Gebraucli machen, weil es fiir die 
Figuren in der Ebene nicht auf gleiclie Weise vorhandon ist. Nur die 
folgende Eigenscbaft, die aus demselben entspringt, mag bier noch angc- 
deutet werden. 

Bei je zwei spliarischen reciproken Polarfiguren findet zwischon dcm 
Umfange einer jeden und dem Inhalte der anderen eine bestimmte con- 
stante Relation statt, wodurch jede der beiden Grossen sogleicli gefunden 
wird, wenn die andere bekannt ist. W r ird namlich einerscits der vieide 
Theil des Hauptkreises (Quadrant) und andererseits der achte Theil der 
Kugelflache (Octant) zur Einheit angenommen, und werden der Umfang 
der einen und der Inhalt der anderen Figur beziehlich in solchen Ein- 
heiten ausgedrfickt, durch (die Zahlen) u und / bezeiclmet, so ist allemal 

«-+-/ = 4 , 

d. h. „je zwei spharische gegenseitige Polarfiguren haben die 
Eigenschaft, dass der Umfang (u) einer jeden mit dem Inhalte 
(/) der anderen gerade vier betragt.“ 

Aus diesem Gesetz ergeben sich z. B. nachstehende Folgerungon: 

„Wenn von den zwei Grossen u und f, d. i. dem Umfange 
der einen .und dem Inhalte der anderen Figur, die cine ein 
Maximum oder Minimum wird, dann geht gleiehzoitig die an- 
dere in ein Minimum oder Maximum fiber." 


*) So ist z. B. aus dem obigen Satze (11) unmittelbar der folgende almiloiten: 

I. jjUnter alien spharischen Dreie cken mit demselben 'Wink el an der 
Spitze und von gleichem Inhalte hat das an der Grundlinie gleicli wink- 
lige den kleinsten Umfang. a 

II. „Yon je zwei der genannten Dreiecke hat dasjenige den grosseren 
Umfang, welches den grossten oder kleinsten Schenkel, oder welches an 
der Grundlinie den grossten oder kleinsten Winkel hat; nnd auch uni- 
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„Wenn eine spharische Curve entweder rectificirbar oder 
quadrirbar ist, alsdann muss ihre Polarcurve beziehlich qua- 
drirbar oder rectificirbar sein; und wenn jenes ’ nicht statt- 
findet, dann ist auch dieses unmoglich." 

Und ferner: 

„Wenn man die eine Curve rectificirt oder quadrirt hat, 
dann kennt man zugleich beziehlich den Inhalt oder den Um- 
fang der anderen. c< U. s. w. 

Hauptsatz. 

17. „Unter alien ebenen (oder spharischen) Figuren von 
gleichem Umfange hat der Kreis'den grossten Inhalt. “ Und um- 
gekehrt: „Unter alien Figuren von gleichem Inhalte hat der 
Kreis den kleinsten Umfang.“ 

Beweis. Dass bei gegebenem Umfange unendlich viele Figuren von 
verschiedener Form, sowie von ungleichem Inhalte moglich sind, ist von 
selbst klar. Ebenso ist es einleuchtend, dass der Inhalt (wohl beliebig 
klein, aber) nicht beliebig gross sein kann, indem sich allemal, -nach 
Massgabe des gegebenen Umfanges, leicht eine Flache angeben lasst, die 
*ihn an Grosse ubertrifft. Eine solche Flache ist z. B. der Kreis, dessen 
Mittelpunct auf der Umgrenzung liegt, und dessen Radius der Halfte des 
gegebenen Umfanges gleich ist. Wenn aber bei demselben gegebenen 
Umfange die Figuren ungleichen Inhalt haben konnen, dieser jedoch nicht 
beliebig gross sein kann, so muss es nothwendig entweder eine Figur 
geben, die unter alien den grossten Inhalt hat, oder es miissen mehrere, 
verschieden geformte Figuren stattfinden, die diese Eigenschaft gemein 
haben, d. h. welche unter sich gleichen, aber grosseren Inhalt haben als 
jede der tibrigen. Dabei ist klar: „Dass jede Figur, deren Inhalt 
unter Beibehaltung des Umfanges sich vergrossern lasst, nicht 
zu jenen grossten Figuren gehort.“ Daraus folgt zunachst, dass 
jede von jenen Figuren, die den moglich grossten Inhalt haben sollen, 
nothwendig convex sein muss, und dass sie nicht geradlinig sein kann, 
oder wenigstens keine zwei auf einander folgende gerade Seiten haben kann; 
denn in beiden Fallen liessc sie sich vergrossern, wie leicht zu sehen ist. 

Es sei EFGrH (Taf. IX Fig. 6) eine von den genannten Figuren mit 
dem grossten Inhalte. Zu jedem beliebigen Puncte A in der Grenzlinie 
giebt es einen bestimmten zugehorigen Punct der mit ihm zusammen 
den Umfang halftet, so dass in Hinsicht der Lange Linie 

AEFB = AIIGB 

ist. Angenommen A und B haben diese Eigenschaft, so muss die Gerade 
AB nothwendig auch die Flache der Figur in zwei gleich grosse Stiicke 
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theilen; denn ware das eine, etwa AHGBA, grosser als das andere 
AEFBA so konnte letzteres jenem gleich gemacht werden, da beide die 
Grandlinie AB gemein und somit gleichen Umfang 'haben; dadurch wiirde 
aber der Inlialt der ganzen Figur bei gleichem Umfange vergrosaert, was 
aeffen die Voraussetzung ware; folgliclr miissen beide Stficke gleicli gross 
sein. Waren sie nun femer in Form vcrscliieden, so kann man immorliui 
das eine, z. B. AEFBA, sicb so andern lassen, dass es deni anderen 
AHGBA symmetrisch gleicb wird, so namlicli, dass die gemeinschaftliehe 
Grandlinie AB die Symmetral-Axe ist; denn alsdann wiire die aus beiden 
Stuck en bestehende neue Figur an Umfang und Inhalt der vorigen gleich, 
und gehorte daber mit zu den grossten Figuren. Nebmen wir also auf 
einen Augenblick an, es sei AEFBA das umgewandelte, zu AHGBA 
symmetrische Stiick selbst, so folgt, dass das aus irgend einem Panote D 
der einen Umfangs-Halfte AHGB auf die Axe AB gefiillte Perpendikel 
DJ, verlangert, die andere Halfte AEFB in einem von der Axe gleich 
weit abstehenden Puncte C triffl, so dass irnrner 

DJ = JC 

ist; pud wetter folgt, dass die Dreiecke ADB und ACB symmetrisch 
<deich oder congruent sind. Waren nun in diesen Droiocken die lionio- 
l 0ffen Winkel bei D und C nicbt rechte, so liessen sicb ihre Inhalto, 
unter Beibebaltung der Schenkel DA und DB, CA und CB, glcichzeitig 
verarbssem (6), wahrend die fiber den Schenkeln liegenden Segmonto der 
Fiunr, namlich AHD, DGB, BFC, CEA, constant blieben, und nur die 
o'emeinscbaftlicbe Grandlinie AB sich anderte; aber dadurch wiirde darn 
aucli der Inlialt der ganzen Figur vergrosaert (namlich ein Theil von ihr, 
das Viereck ADBC ), obne dass ihr Umfang seine Grbsse anderte , was 
der Voraussetzung widersprache; demnacb miissen die gonannten W inlcol 
bei D und C rechte sein. Und daber muss femer — da die Puncte A 
und B fest, der Punct D aber jeder beliebigo in der Umfangs-Halfte 
AHGB sein kann — die in Betracht stcbonde Figur ein Kreis sein. 
Nun gebort freilich nur die eine Halfte dieses Krcises, namlich AHGBA, 
der ursprfinglicben Figur an, denn von der anderen, AEFBA , musstc 
oben eingeraumt werden, dass sie andere Form haben kbnne; alloin da 
nach dem eben ausgesprochenen Resultate die unvciandoite IL.il 1 to dci 
ursprfinglicben Figur allcmal ein Halbkrcis {AHGBA) sein muss, dalici 
aber einerseits die Walil der Theilungspunctc A und B, odci andeici- 
seits die Wahl derjenigen Halfte, welche unverandert bleibon soil, will- 
kfirlich ist, so schliesst man aus dem Einen oder Anderen, dass die gauze 
Figur ein Kreis sein muss. Demnacb sind also aucli nicbt melucie 
verschieden geformte Figuren moglicb, welchen die Eigenscbait „l>ei gc- 
gebenem Umfange den grossten Inhalt zu haben" zukommt, sondern nur 
eine, und diese ist der Kreis. 
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Anmerkung. I. Was den obigen umgekehrten Satz betrifft, so 
folgt sein Beweis indirect, gestfitzt auf den ersten Satz. — Aehnlich ver- 
halt es sich .mit den meisten spater folgenden umgekehrten Satzen, wes- 
halb ihre Beweise fortan mit Stillschweigen ubergangen werden sollen. 

II. In Hinsicht der spharischen Figuren mag nochmals erinnert wer- 
den (16), dass, wenn in einem Beweise auf einen Fundamentalsatz fiber 
das ebene Dreieck oder auf andere Satze verwiesen wird, dann fur jene 
Figuren gewohnlich der entsprechende Satz fiber das spharische Dreieck 
u. s. w. zu berficksichtigen ist. Wenn also z. B. im vorstehenden Beweise 
geschlossen wird: „dass in den Dreiecken ADB und ACB die Winkel D 
und C rechte sein mussen“, so schliesst man bei den spharischen Figuren 
(14): „dass jeder dieser Winkel der Summe der beiden Winkel an der 
Grundlinie gleich sein mfisse.“ 

18. Der vorstehende Satz (17) bewahrt sich in der That dadurch 
als „Hauptsatz“, dass in ihm, gleichsam wie in einem Ganzen, die 
wesentlichsten Grande concentrirt sind, welche die meisten Fragen fiber 
Maximum und Minimum in Hinsicht des Inhalts, Umfangs, u. s. w. bei ebenen 
und spharischen Figuren entscheiden. Und zwar geschieht die Beantwor- 
tung dieser Fragen moglichst einfach und unmittelbar, indem namlich die 
daruber entscheidenden Satze durch stufenweise Ableitung aus jenem Haupt- 
satze folgen, von welchem sie deshalb nur als Theile, oder vielmehr nur 
als Satze -fiber einzelne Theile derjenigen Figur, welche der Gegenstand 
dieses Satzes ist, erscheinen. Denn gleichwie der gauze Kreis die doppelte 
Eigenschaft besitzt: „dass er unter alien Figuren von gleichem Umfange 
oder gleichem Inhalt beziehlich den grossten Inhalt oder den kleinsten 
XJmfang hat c<: , ebenso verhalt es sich auch mit den einzelnen Theilen oder 
Stficken von ihm, woraus denn jene Satze hervorgelien. Dadurch stehen 
diese Satze mit dem Hauptsatze in einem solchen Zusammenhange, dass 
sie wie Zusatze aus ihm folgen, oder dass doch ihre Beweise sehr einfach 
und meist indirect zu ffihrcn sind. Gleichwohl mochten sich viele der- 
selben weniger leicht und einfach behandeln lassen, wenn man sie ausser 
diesem natfirlichen Zusammenhange, einzeln und auf anderem Wege be- 
weisen wollte; es ist dies auch vielleicht der Grand, warum dieselben, 
meines Wissens, bisher noch nicht aufgestellt und bewiesen worden sind. 

Um aber die abzuleitendcn Satze leichter aussprechen und sicherer 
behandeln zu konnen, ware es zweckmassig, ffir die verschiedenen Theile 
oder Stficke, in welche die Kreisllache sammt dem sie umgebenden fibrigen 
Raume der Ebene durch Sehnen, Secanten und Tangenten zerschnitten 
werden, bestimmte Benennungen festzusetzen, sowie einige darauf bezfig- 
liche Ilfilfssatze voranzustellen. Allein da die vollstandige Erorterung 
dieser Gegenstande hier zu viel Raum einnehmen wfirde, so soil nur Einiges 
davon kurz angedeutct werden. 
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Sowie man namlich gewissen Stiicken der Kreisflache die Namen: 
„Segment" und „Sector" gegeben hat, ebenso mtisste auch jedem an- 
deren Flachensttick, welches z. B. 

a) yon mehreren Sehnen und den dazwischen liegenden Bogen; 
oder 

b) Yon mehreren umschriebenen Winkeln und den dazwischen 
liegenden Bogen; oder 

c) von Sehnen und umschriebenen Winkeln nebst den dazwischen 
befmdlichen' Bogen; u. s. w. 

begrenzt wird, ein eigenthiimlicher Namen beigelegt werden. Ich wahlte 
dazu beziehlich folgende: 

a) „Kreisstiick zwischen n Sehnen*; 

b) „Kreisstiick zwischen m umschriebenen Winkeln"; 

c) „Kreisstuck zwischen n Sehnen und m umschriebenen 
Winkeln"; u. s. w. 

Sodann miisste ferner untersucht werden: unter welchen Bedingungen jodes 
dieser Kreisstucke bestimmt sei; wenn gewisse Elemente desselben gegeben 
sind, welchen Spielraum und welche Grenzen dann die iibrigen haben; u.s.w. 

I)iese Untersuchung kann auf geometrischem Wege dadurch geschehen, 
dass man den Kreis (oder andere Elemente) sich stetig andern lasst, wobei 
man dann durch unmittelbare Anschauung sich von der Moglichkeit ge- 
wisser Zustande und Eigenschaften iiberzeugt, welche die oben genannten 
Hiilfssatze enthalten. Im Folgenden werden wir also dicse Hulfssatze oline 
Weiteres voraussetzen, sowie man schon einen Theil derselben gewohnlich 
anzunehmen pflegt, als z. B. „dass, wenn die Seiten eines Vielecks ge- 
geben sind, dann ein Kreis moglich sei, in welchen os eingeschrieben 
werden kann". 

Zur Erlautemng des Gesagten moge hier das einfachstc Kreisstiick, 
das Segment, auf die angezeigte Weise betrachtet werden. 

1) Die Kreisflache wird durch eine Sehnc a (Taf. IX Fig. 7) in zwei 
Abschnitte aa, a$ getheilt, welche durch die Bciworter: das „spitz- 
winklige" und das „stumpfwinklige" Segment, sich genau von ein- 
ander unterscheiden lassen; wo namlich die Benennung von dem Winkel 
herruhrt, welchen die Sehne mit dem Bogen bildet. Darnaeh ist recht- 
winkliges Segment gleichbedeutend mit Halbkreis. 

2) Sind die Sehne a und der Kreis K gegeben, so bleiben die In- 
halte und die Bogen (a, fi) der Segmente constant, es mag die Sehne i lire 
Lage andern, wie man will. 

3) Ist nur die Sehne a gegeben, und lasst man den Kreis wachsen 
oder abnehmen, so andert sich der grossere Bogen p auf gleiche Art, 
wogegen der kleinere a umgekehrt abniramt oder wachst; auch die 
Inhalte der Segmente ap, aa andern sich gleicherweise wie die zuge- 
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horigen Bogen. Die Zu- ocler Abnahme des grosseren Bogens p ist grosser 
als die Ab- oder Zunahme des ldeineren a, und ebenso verhalt es sich 
mit den zugehorigen Segmenten. — * Erreicht der Kreis sein Minimum, 
wird a sein Durchmesser, so ist 

a = p 

und 

m = ap; 

wird dagegen der Kreis unendlieli gross, so geht der Bogen a in seine 
Grenze, in die Setae a liber, sowie das Segment an seinen Grenzwerth 0 
erreieht, wogegen p und ap unendlich gross werden. Also: wahrend der 
Kreis sich so viel wie moglich andert, durchlaufen die Bogen n und p 
zusammen alle moglichen Grossen von a bis oo, und die Inhalte der 
Segment© aa und ^ alle Grossen von 0 bis oo. Man schliesst ferner: 

4) Wenn von den vier Grossen: 1. der Kreis AT, 2. die Sehne a, 
3. der Bogen a oder p, 4. der Inhalt des Segments an oder ap, irgend 
zwei gegeben sind, alsdann sind die jedesmaligen beiden tibrigen einfach 
(oder absolut) bestimint; ausgenommen ist der Fall, wo der Bogen und 
der Inhalt gegeben sind, wobei im Allgemeinen zwei verschiedene Seg- 
mente moglich sind, das eine spitz-, das andere stumpfwinldig , was sich 
spater zeigen wird (33)- Die gegebenen Grossen diirfen jedoch in Riick- 
sicht der angezeigten Grenzen (3) einander nicht widersprechen. 


Fol genmg en axis deni Hauptsatze. 

19. Besteht die Greuze ciner Figur aus einer beliebig lan- 
gen Geraden G und. einer nach Form willkurlichen Linie L, 
und ist entweder die Lange der Linie L oder der Inhalt ge- 
geben, so ist beziehlich der Inhalt am grossten oder die Linie 
L am kleinste n, wenn die Figur ein Halbkreis ist. 

Be we is. Jede im Satze inbegriffene Figur kann als die eine Halite 
einer symmetrischen Figur angesehen werden, welche die Gerade G zur 
Symmetral-Axe hat, und deren Umfang, aus 2 L bestehend, gegeben ist. 
Da nun der Inhalt der Halite mit dem der ganzen Figur gleichzeitig cm 
Maximum werden muss, so f'oigt also aus No. 17 die Richtigkeit des 
Satzes*). 


*) Der gegenwartige Sate kann auch fur sich bewiesen und dann umgekehrt der 
Hauptsatz (17) aus ihra gefolgert, werden, und zwar lasst sich der Bewois sehr kurz 
fiihren, wonn man. weniger Strong und allgemeiri als bei diesem verfahren will, nam- 
lich wenn man voraussetzt, dass es eine grosste Figur geben mfisse; derm alsdann tolgt, 
leicht, dass dieselbe nur der Halbkreis sein kann, weil jede andere Figur sich ver- 
grossern lasst, wie AEFBA (Taf. IX Fig. 6) (wo AB die beliebige Gerade ffund Ahbh 
die gegebene Linie L vorstellt), wenn nicht fur jeden Punct C in der Lime Ah < > 
der Wink el A OB ■ ein rechter ist. 
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Insbesondere folgt aus clem vorstehenden Satze: ,,'Dass unter alien 
Kreissegmenten von gleich langem Bogen ocler von gleichem 
Inhalte dor Halbkreis beziehlich den grossten Inhalt oder den 
ktirzesten Bogen hat. a 

20. Von alien Figuren, die von einer gegebenen Geraden .a 
unci einer willkiirlich geformten Linie L begrenzt werden, hat 
das Kreissegment bei gleicher Lange der Linie L den grossten 
Inhalt unci bei gleichem Inhalte die ktirzeste Linie L. 

Be we is. Die Linie Zrhabe irgend welche Form und begrenze mit 
der Geraden a eine Figur aL, Immer ist fiber a ein Kreissegment m 
moglich, dessen Bogen a gleich L (18), und zwar mogen a unci L auf 
gleicher Seite von a liegen. Man denke sich den ganzenKreis und nenne 
den ancleren Bogen p, so ist der von a+p begrenzte Kreis grosser als die 
von L+p begrenzte Figur .(17), also 

aa+ap > aL-\-a$, 

folglich 

aa > aL, 

Anmerkung. Aus clem vorstehenden Satze entnimmt man die all- 
gemeine Regel, welche zum Behufe spaterer Satze wohl zu bcacliten ist, 
namlich: 

Pass bei jeder Figur, cleren Inhalt unter irgend welchen 
Bedingungen ein Maximum sein soil, jeder Theil cies Umfanges, 
welcher zwischen irgend zwei festen Puncten beliebige Form 
haben kann, allemal ein Kreisbogen sein muss. 

21. Von alien Figuren, cleren Grenzlinie aus zwei gege- 
benen Geraden a, b und aus einer oder zwei. willkiirlichon Linien 
l> h bestehen soli, hat das Kreissttick zwischen den Geraden, 
als Sehnen genommen (18), bei gleicher Summe der Linien £-+•/, 
gleich L den grossten Inhalt und bei gleichem Inhalte die 
kleinste Summe L der Linie l , 

Beweis. Es sei K clas Kreissttick und' F irgend cine ancle re , im 
Satze inbegriffene Figur. Man erganze K mittelst der zwei Segment© cm, 
ip fiber den Sehnen a, b zu einem Kreise K x und vermehre F urn die 
namlichen Segmente iiber den Seiten a, b zu einer Figur F i , so haben 
A 1 und F 1 clen gleichen Umfang L-ha-f-p; an Inhalt ist daher K i > F l , 
und folglich auch 

K > F, 

Anmerkung. Wie man sieht, ist es gleichgultig, ob die Geraden 
a > & im Umfange unmittelbar auf einander folgen, einen Endpunct gemoin 
haben, oder nicht, ob also nur eine Linie L stattfindet, odor zwei l, l v 
deren Summe gleich L ist. 
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22. 1st statt der einzelnen Geraden a, b wie 1 m vorigen 
Satze (21), deren Summe s gleich a-\-b gegeben, so. wird untei 
denselben iibrigen Bedingungen der Inhalt des Kreiss tucks em 
Maximum Maximorum, oder die Summe L der Linien , i e * n 
Minimum Minimorum, wenn die Geraden einander gleich sin , 

wenn also 

a = b = -|-s. 

Beweis. Man nehme a und b beliebig ungleich an und denke das 
Kreisstiick zwischen ihnen, aber so, dass sie emen Endpunct 6' gemem 
haben (wobei also etwa /, gleich 0 und l gleich L ist) ; verbmde lhre 
anderen Endpuncte A, B durch die Sehne AB, wodurch die Bigur m ein 
Segment MB und in ein Dreieck ACB getheilt wd, so wird dieses 
Dreieck iiber seiner Grundlinie AB vergrossert, wenn man die Schenkel 
a, b gleich macht; aber dadurch wird auch die ganze Figur grosser, und 
vergrossert sicli no.ch mehr, wenn sie in ein Kreisstuck zwischen den 
gleichen Schenkcln, als Sehnen, iibergeht, was die Wahrheit des Satzes 

be statist. . , 

23. Unter alien Figuren, deren Grenzlime aus n gegebenei 

Geraden a , b, c, ... und aus 1, oder 2, oder 3, . . . oder w o ic- 
bigen Linien l, k, l, ■ ■ ■ l n besteht, hat das Kreisstiick zwischen 
jenen Geraden, als Sehnen (18), bei gleicher Summe L der Li- 
iion 1, l,, ... den grossten Inhalt und bei gleichem Inhalte die 

kleinste -Summe L jener Linien. 

Der Beweis ist dem des Satzes (21) ahnlicli. 

24. 1st in llinsiclit des vorigen Satzes (23) statt der n ein- 
zelnen Geraden a, b, c, . . . deren Summe gleich s gegeben, so 
wird bei gleichem Umfange der Inhalt des Kreisstucks ein 
Maximum Maximorum, oder bei gleichem Inhalte die Summe L 
der Linien l, l v . - . ein Minimum Minimorum, wenn die Goiadei 
einander gleich sind. - Aehnlich verhalt es sich, wenn bloss die 
Summe einzelner Geraden gegeben ist, oder wenn m verscliiedenen ^ - 
theilungen die Summon von einzelnen Geraden gegeben und, 

die Geraden jeder Abtheilung unter sich gleich sein mussen. 

Der Beweis ist ahnlicli wie beim obigen Satze (22). 

25. Wenn bei den Satzen 23 und 24 msbesondere die Bogcn i, 

I “ alle Null sind, so hat man folgende belcannte Satze: 

3 ’ I. Sind die Seiten a, b, e, ... eines Vielecks gegeben so 
hat es den grossten Inhalt, wenn es ein Kreisstiick zwischen 
don sohnll 4, o, ... ist. d. X wenn os cinen Krc-so 

sohmben^ist^ ,i n os n-Eclts gegeben, so ist sem Inhalt 

am grossten, wenn es gleichseitig und einem Kreise emge- 
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schrieben, d. h. wenn es regelmassig ist. Und umgekehrt: Unter 
alien »-Ecken von gleichem Inhalte hat das regelmassige don 
kleinsten Umfang. 

26. Betrachtet man Yielecke von ungleicher Seitenzahl aber von 
gleichem Umfange oder gleichem Inhalte und fragt, welches beziehlich 
den grossten Inhalt oder den kleinsten Umfang habe, so hat man cs nur 
mit den regelmassigen zu thun (25); fiir diese aber findet foJgendes Ge- 
setz statt: 

Bei regelmassigen Vielecken von gleichem Umfange bilden 
die Inhalte eine steigende Reihe, welche mit dem Dreiecke bc- 
ginnt und mit dem Kreise schliesst; und bei gleichem Inhalte 
bilden die Umfange vom Dreieck bis zum Kreise eine abneli- 
mende Reihe. 

B ewe is. Haben zwei regelmassige Yielecke von gleichem Umfange 
ungleiche Seitenzahl, wie z. B. ein Fiinfeck ABODE und cin Viereck 
abed, so kann man immer das letztere als ein Fiinfeck ansehen, dessen 
eine Seite Null ist; oder — wenn in der einen Seite ad ein Punct e 
angenommen wird — als ein Fiinfeck abode, dessen Winkel bei e gleich 
ir ist; also ist das regelmassige Viereck abed ein ungleichseitiges Fiinf- 
eck und hat folglich kleineren Inhalt als ienes regelmassige Fiinfeck 
ABODE. 


Bemerkung. I. Aehnliche Steigerungen oder Gesetze linden sich 
beim obigen Satze (24), sowie bei vielen spiiter folgenden Siitzen, wenn 
man namlich die Summe aller geradlinigen Seiten a, b, c, . . . als ge- 
geben annimmt und die Zahl derselben sich andern lasst; cs gonii«t 
bloss darauf aufmerksam gemacht zu haben. 


II. So auffallend vielleicht der vorstehende Beweis ist, ebenso aul- 
fallend ist es, dass er nicht schon friiher gefunden worden. Die mir l)e- 
kannten Beweise des Satzes fiir die ebenen Figuren sind mchr oder 
wemger unbehiilflich und weitliiuftig, den elegantesten gab Lhuilter; fiir 
die spharischen Figuren aber scheint gar kein Beweis vorhanden zu sein. 
Allem ich muss gestehen, dass erst, nachdem ich fiir die ebenen Figuren 
verschiedene andere Beweise aufgestellt und mich nicht wenig bemiiht 
hatte, dieselben^ m analoger Weise auf die spharischen Figuren zu iiber- 
tragen — dass ich erst dann auf den obigen Beweis gefiihrt wurde we.l- 
cher nun fiir beide Arten von Figuren gleichmassig gilt. 

27 I. Von alien Figuren, deren Grenzlinio aus n gege- 
benen Geraden «, b, c, ..., aus einer willkiirlich laugen Gora- 
den G und aus beliebig geformten Linien l, L, . ' beslein 
(wo bei die Anzahl dieser Linien von 1 bis n viriiron kann)! 
hat das Kreisstfick zwischen den Sehnen a, b, c, ... und der 
Geraden G als Durchmesser bei gleicher Summe L der Linien 
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l, Z 15 Z 2 , ... den grossten Inhalt, und bei gleichem Inhalte die 
kleinste Summe L jener Linien. 

II. 1st die Summe der n Geraden a, b, c, . . . gegeben, so 
findet der Satz in ahnlicher Weise statt, wenn dieselben ein- 
ander gleich sind. 

III. Sind in beiden Fallen I und II die Linien l , Z,, Z 3 , ... 
alle gleich Null, so gelit die Figur in oin (w-l-l)-Eck iiber, das 
einem Kreise eingeschrieben ist, welcher die willkiirliche Seite 
G zum Durchmesser hat. 

Der Beweis stiitzt sich auf vorhergehende Satze und ist dem des 
Satzes (19) ahnlich. « 

28. Von alien Figuren, deren Grenzlinie aus den beliebig langen 
Schenkeln AB, AC eines rechten Winkels A und aus einer beliebigen 
Linie L besteht, hat der Kreisquadrant bei gleicher Liinge der Linie L 
den grossten Inhalt, und bei gleichem Inhalte die kurzeste Linie L. — 
Ist die Linie L zusammongesetzt aus gegebenen Geraden a, b, c, . . . und 
aus beliebigen Linien l, Z 3 , ..., so findet der Satz in ahnlicher Weise 
statt, wenn die Figur ein Kreisstiick ist zwischen den Selmen a , b; . . • 
und den Radicn AB, AC. Ebenso, wenn die Summe und Anzahl der 
Geraden a, b, c, ... gegeben ist. 

In alien diesen Fallen kann die Figur als die eine Halfte einer an- 
deron Figur angosehen werdcn, welche AB oder AC zur Symmetral-Axo 
hat, und dann folgcn die Satze unmittelbar aus den friiheren (19 und 27). 

29. I. Wenn ferner die Linie L von einem gegebenen Puncte B 
des einen Schenkels AB ausgohcn soil, so findet das gonannte Maximum 
oder Minimum statt (28), wenn die Figur die eine Ilalfto eines Kreisstiickes 
ist, welches den anderen Schenkol AC zur Symmetral-Axc hat, so dass 
also dor Mittelpunct des Kreiscs in diosem Schenkel liegt, und L zu ihm 
rochtwinklig ist. 

II. Ware statt des rechten Winkels ein spitzer BBC und im Schenkel 
DB der Punct B gegeben, so hat man dieselben Satze, nur dass die Figur 
nm ein constantes Dreiock BAD vermehrt ist, welches durch das Perpen- 
dikel BA aus B auf den Schenkel DC von dem Winkel abgeschnitten 
wird. Auch hier liegt der Mittelpunct des Kreises in dem Schenkel DC. 

SO. Von alien Figuren, welche von den willkiirlich langen 
Schenkeln AB, AC einesi gegebenen Winkels BAG und von einer 
beliebigen Linie L, deren Lange aber gegeben ist, begrenzt 
werden, hat dor Kreissector den grossten Inhalt. 

Beweis. Ueber dem einen Schenkel AC denke man sich die Figur 
doppelt und symmetriseh, auf der einen Seite ABLC und auf der anderen 
AB X D X C, so muss, wofern der Inhalt ein Maximum scin soil, die Lime 
BLCL X B X und also auch ihre Halfte L ein Kreisbogen sein, dessen Mittel- 
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punct im Schenkel AC liegt; aber aus gleichen Grtinden muss dieser 
Mittelpunct (von L) auch im Schenkel AB liegen; er liegt folglich in 
ihrem Durehschnitte, in A. 

Ein anderer Beweis folgt aus (29, 1). 

31. I. Wenn die Linie L (30) aus gegebenen Geraden a, b, 
G • • • und aus beliebigen Linien l, . . . bestehen soil, so findet 
der Satz in analoger Weise statt, namlich die grosste Figur ist 
ein Sector-Kreisstfick zwischen den Sehnen a, b, c, ... und den 
Radien AB, AC. Und: 

II. Lasst man die Bogen l, l n . . . schwinden, bis jeder gleich 
Null wird, so hat man einen Satz fiber das Vieleck, wenn ein 
Wink el BAG desselben und alle nicht daran liegenden Seiten 
a, b, . . . gegeben sind*). 

Diese Satze, sammt dem vorigen (30), gehen in verschiedene fruhero 
Satze fiber, wenn man dem Winkel A die Werthe |tc, tt, 2k giebt. 

32. Unter alien Kreissectoren von gleichem Umfang hat 
derjenige den grossten Inhalt, dessen Bogen dem Durchmesser 
gleich ist. 

Beweis. Jeder Sector ist gleich der Halite eincs rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen Katheten beziehlich dem Bogen und dem Durchmesser 
gleich sind; dieses Dreieck aber wird ein Maximum, wenn os gleicli- 
schenklig ist (7). 

Bemerkung. Fur den spharischen Kreissector findet der Satz nicht 
ganz gleichmassig statt, namlich der Bogen ist nicht dem spharischen, 
sondern dem wirklichen geradlinigen Durchmesser des Kreises gleich. 
Auch der Beweis scheint nicht auf analoge Art geometrisch gefiihrt wer- 
den zu konnen; dagegen ergiebt er sich leicht durch Rechnung. 

Beide Satze stimmen ausserdem folgendermassen iiberein: 

I. Der Centriwinkel des grossten Sectors bleibt constant, mag der 
Umfang kleiner oder grosser angenommen werden, und zwar ist or auf 

der Kugel und in der Ebene derselbe, namlich gleich —90°. 

TC 

II. Der Inhalt des obenen Sectors ist gleich dem Quadrate des 
Radius; der Inhalt des spharischen Sectors ist gleich dem Quadrate dor 
geradlinigen Sehne, welche zum spharischen Radius geliort (welchc also 
dessen Endpuncte verbindet). 

Ist insbesondere der Umfang des spharischen Sectors gleich dem 
gaazen Umfange des halben Hauptkreises, also gleich rit-h2r, so gchort 


*) Insbesondere folgt: Von alien Dreiecken mit demselben Winkel A an 
der Spitze hat das gleiohschenklige bei gleicher Grundlinie a den 
gi ossten Inhalt und bei gleichem Inhalte die kleinst-e Grundlinie. 
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der Sector zu einem Hauptkreise, und sein Inhalt ist gleich 2r\ oder gleich 
JL, w0 0 die Oberfiache der ganzen Kugel mit dem Radius r ist. 

S3. Von je zwei spitzwinkligen (18) Kreissegmenten mit 
gleich langem Bogen hat dasjenige grosseren Inhalt, welches 
den grosseren Winkel oder die kleinere Sehne hat; und von je 
zwei stumpfwinkligen Segmenten mit gleich langem Bogen at 
dasjenige grosseren Inhalt, dessen Winkel kleiner oder dessen 
Sehne grosser ist. 

Beweis. Es seien ALB und A X L X B X zwei spitzwinklige feegmente 
(Taf. X Fig. 8), Bogen L gleich L x und Sehne AB<A l B i ; ferner sei 
C das Centrum von L; man verlangere die Radien CA, CB und trage 
zwischen ihnen die Sehne A X B X ein, parallel zu AB (also jenseits dieser), 
und fiber ihr das Segment A X L X B X , nach aussen liegend, so ist der Sector 
CALBC > CA X L x B x C (30), daher auch, wenn man von beiden das Urei- 
eclc HCB'wegnimmt, Segment A LB > AA X L X B x BA, und folglxch um so 

Segment ALB > Segment A X L X B X . 

Aehnlich wird der andere Theil des Satzes bewiesen. 

Bemerkung. I. Zwischen den spitzwinkligen und stumpfwinkligen 
Segmenten mit gleich langem Bogen steht das rechtwinklige oder der 
Halbkreis in der Mitte und hat den grossten Inhalt (19), jene aber wer- 
den um so kleiner, je mehr sie von ihm abweichen, und da ihre Grosse 
stetig abnimmt, so miissen immer zwei und zwei gleichen Inhalt haben, 
namlich je ein spitzwinkligcs mit einem stumpfwinkligen, so dass also, 
wenn der Inhalt und der Bogen gegeben, immer zwei, aber nur zwei ver- 
schiedone Segmente moglich sind; nur muss der Inhalt kleiner sein, als 
der Halbkreis mit dem gegebenen Bogen. Hierdurch wird die obige Bc- 

hauptung (18, 4) bestatigt. _ 

II. Fur andere Figuren (Kreisstiicke) iiber zwei ungleichen tmmd- 
linien (Selmen) AB und A 1 B l , deren iibrige Umfangstheile L und L l 
aus den namlichen gegebenen Geraden a , b, c, ... und aus anderen be- 
licbigen Stucken l, l x , ... von gleicher Summc bestehen, so dass L 
gleich L 1? linden analoge Satze statt, deren Beweis aus (31) folgt. 

34. Von alien Figuren, deren Grenzlinie aus den Sclienkeln 
cines gegebenen Winkels A, wovon der eine AB in B begrenzt 
und gegeben, der andere AC aber willkfirlich ist, und aus einer 
von B nach dem Schenkel AC gezogenen, aber nicht daruber 
hinaustretenden beliebigon Linie L besteht, hat das eonvexe 
Rreisstiick zwischen der Secante AB und der Tangente AC bei 
gleichem Umfange (oder bei gleicher Summe LA- AC) den 
grossten Inhalt; und auch umgekehrt. 
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Beweis. Es sei BLC (Taf. X Fig. 9) ein Kreisbogen, der den 
Schenkel AC in C berfihre, wobei L-+-AC die gegebene Lange habe, so 
dass ABLCA das genannte Kreisstfick ist, so ist zu zeigen, dass aus B 
keine andere Linie L i nach irgend einem Puncte E oder F des Schenkols 
AC moglich sei, welche , ohne fiber diesen Schenkel hinauszutreten, eine 
Figur von gleichem Umfange und gleichem oder von grosserem Inhalte gabe. 

Man denke sich die Linie L x nach E gezogen (Taf. X Fig. 9), so 
haben das Segment BLC und die Figur BL 1 EC dieselbe Grundlinie BC 
und gleichen Umfang, daher ist (20) BLC> BL l EC, und folglich 

ABLCA > ABL V EA. 

Nun denke man sich die Linie L x nach F gezogen, so muss sie, urn 
einen moglichst grossen Raum zu begrenzen, immerhin ein Kreisbogen" sein 
(20, Anmerk.) und auch sich zum Theil fiber don Bogen L erheben, ihn 
also, ausser in B, noch einmal schneiden, aber offenbar muss sie auch 
die Yerlangerung von L, den Bogen CD schneiden, somit mrjssten zwei 
Kreise drei Puncte gemein . haben, was unmoglich ist. — Sollte diese 
Schlussfolge nicht ganz befriedigend erscheinen, so kann man, wie folgt, 
anschaulicher verfahren. 

Welche Form die von B nach F gehende Linie L l haben mag, sie 
muss nothwendig immer den Kreisbogen CD (Verlangerung von L ) in 
irgend einem Puncte G schneiden (weil sie wedor zwischen dem Kreise 
und dem Schenkel AC durchgelien kann, noch fiber den letztercn hinaus- 
treten darf), so dass ein gemischtliniges Dreieck FGC entsteht, in welchem 

FGa-CG > CF, 

oder 

(a) CF—CG < FG. 

Da die Figuren ABLCA und ABL X FA gleichen IJmfang haben sollen, 
so ist 

(P) BLC-\~ CF = BL l G-\~GF ) 

und daher ist, wenn man (a) von (p) abzieht, 

(?) ' BLC+CG > BL t G, 

woraus man schliesst, dass das Kreissegment BLCG grosser ist als die 
fiber der namlichen Grundlinie BG stehende Figur BL X G; folglich ist auch 

ABLCA > ABL,FA, 

und zwar urn so mehr, indem zu der ersteren noch das Dreieck FGC 
mehr hinzukommt. 

Ueber den Spielraum und die Grenzen des Satzes ist zu bemerken, 
dass, wenn auch der Umfang der Figur im Yerhaltniss zu dem gegebenen 
Schenkel AB sehr gross angenommen wird, der Satz doch immer mog- 
lich ist, es sei denn, dass man die Bedingung stellte: „die Linie L 
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dfirfe auch nicht fiber die Verlangerung des Schenkels AB hin- 
austreten", well alsdann der Satz nur so lange moglich ware, bis der 
Punct D in B fiele, und der Kreis L den Schenkel AB in B beriilirte; 
denn iiber diese Grenze hinaus mfisste der Satz sich andern, niimlich er 
mfisste in einen spater folgenden Satz (37) iibergehen. Wird hingegen 
der Umfang kleiner, oder der Winkel A grosser, so rfiekt der Berfihrungs- 
punot C dem Scheitol A naher, bis er ihn endlicli erreicht, wobei die 
Figur ein Kroissogment iiber der Sehne A. B wird, welches in gewissem 
Sinne als Grenze des Satzes zu betrachten ist, indem der Schenkel AC 
gleich 0 wird; denn wird alsdann der Umfang noch kleiner oder der 
Wink el A noch grosser, so bleibt die Figur ein Kreissegment fiber der 
Sehne AB, aber der Bogen L berfihrt nicht mehr den Schenkel AC, 
sondern schneidet ihn in A. 


35. Wean in Riicksicht des vorigen Satzes (34) anstatt 
der Sum me L-+-AC die Differcnz L — AC oder AC— L gegeben 
wird, so ist der Inhalt der Figur ein Minimum (statt Maxi- 
mum), wenn sie ein concaves Kreisstfick (Taf. X Fig. 10) zwi- 
rtchon der Secante AB und der Tangente AC ist. 

Bonn zieht man aus B nach einem liinreichend entfernten Puncte A 1 
des Sehenkels AC die Gerade BA l , so ist, wenn L — AC oder AC—L 
gegeben wird, auch zugleich B-\-A x C gegeben, indem man AA X kennt. 
Nun ist offonbar dor Raum ABLC ein Minimum, wenn A X BLC ein 
Maximum wird, dieses aber tritt ein, wenn die im Satze ausgesprochene 
Bedingung erfiillt wird (34). 

30. Wenn in Riicksicht der beidcn letzten Satze (34 und 35) 
die Linic L aus gegebenen Gerade n a, b, c, ... und aus belie- 
bigen Stricken L,l t , bostehen soil, so ist in gleicher Weise 

die Figur boziehlich ein Maximum oder ein Minimum, wenn 
sie ein convexes odor ein concaves Kreisstfick zwischen der 
Secante AB, der Tangente AC und den Sehnen a, b, c, .... ist. 

Die Erorterung des Spielraums und der Grenzen dieser zwei Satze 
irehort in den Bereich der in (IS) angezeigten Untersuchungen. Hier mag 
nur bemerkt wordon, dass, wenn der Winkel A, der Schenkel AB und 
die Geraden «, h, c, ... gegeben sind, dann im Allgemeinen fur zwei be- 
stimmte Werthc des Umlanges das genannte Kreisstfick in em Yieleck 
Qbergeht (also alle Bogen l, /„ l, ■■■ Null werden), und dass in dem 
Intervall zwischen beiden Vieleckcn der Satz unmoglich wird. _ 

37 Soli die Grenze einer Figur aus den beliebig langen 
Schenk ein AB, AC eines gegebenen Winkels A und aus einer 
dieselben verbindenden aber nicht darfiber hinaustretenden, 
beliebigen Linie L bestehen, und ist der Umfang der Figur 
gegeben, so ist sie ein Maximum, wenn sie em convexes Kreis- 
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stuck ABLCA (Taf. X Fig. 11) im umschriebenen Winkel A 1st 
(d. h. wenn L ein die Schenkel beriihrender Kreisbogen ist). 

Und wenn statt des Umfanges die Differenz zwischen der 
Linie L { (statt L) und der Summe der Schenkel A B +AC ge- 
geben, so ist die Figur ein Minimum, wenn sie ein concaves 
Kreisstiick (ABL X CA) im umschriebenen Winkel ist. 

Beweis. Nimmt man in der Linie L irgend einen Punct D an und 
zieht die Gerade AD, so miissen, wofern die Figur ein Ma ximum sein 
soli, die Theile DB und DC Kreisbogen sein, welche die Schenkel AB 
und AC beruhren (84); da aber der Punct D ein beliebiger ist, so muss 
die ganze Linie L em Kreisbogen sein, welcher beide Schenkel beriihrt. 

Bemerkung. I. Wird der Winkel 

A = ir oder A >• it, 

so geht das convexe Kreisstiick in den ganzen Kreis iiber und der 
Satz verliert seine eigentliche Bedeutung. Das concave Kreisstiick ver- 
schwindet. 

II. Werden die Schenkel des Winkels A mittelst einer Geraden EF 
oder GE begrenzt, und wird dieselbe nebst den anliegenden Winkeln E, F 
oder G, E als gegeben angesehen, so gelten die Siitze in gleicher Weise 
fiir die Figuren EBLCF und EBLfiF, oder GBL l CH und GBLCE, 
namlich die erste ist bei gegebenem Umfange ein Maximum, und die 
andere bei gegebener Differenz (EB-\-FC) — L„ oder (GB-hEC) — L 
ein Minimum. Und diese Satze bleiben bestehen, wenn insbesondere 
(X gleich 0 und) die Schenkel EG und FE parallel werden. 

38. Wenn die Linie L oder L, (37) aus gegebenen Geraden 
a,b,c, ... und aus beliebigen Bogen l, Z„ l 3 , ... bestehen soil, 
so ist in gleicher Weise die Figur ein Maximum oder Minimum, 
wenn sie ein convexes oder ein concaves Kreisstiick zwischen 
den Sehnen a, b, c, ... und dem umschriebenen Winkel A ist. 

Bei den Grenzfallen dieses Satzes werden die Bogen l, Z,, l„. 

Null und die Figur geht in ein Yieleck iiber, in welchem die Seiten AB 
und AC einander gleich sind. 

39. I. Besteht die Grenze einer Figur aus den unbestimmt 
langen Schenkeln AB, AC eines gegebenen Winkels A und aus 
einer dieselben verbindenden, aber nicht daruber hinaustreten- 
den Linie D, und ist die Summe der Linie L und des einen 
Schenkels AC gegeben, so ist die Figur ein Maximum, wenn sie 
ein convexes Kreisstiick zwischen der Tangente AC und der 
normalen Secante AB (die durch den Mittelpunct geht) ist. 

II. Und ist die Differenz zwischen L und AC gegeben, so 
ist die Figur ein Minimum, wenn sie ein concaves Kreisstiick 
zwischen der Tangente AC und der normalen Secante AB ist. 
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III. 1st die Linie L aus gegebenen Geraden a, b, c, ... und 
aus beliebigen Bogen l, Z,, Z 3 , ... zusammengesetzt, so finden 
beide Siitze in ahnlicher Weise statt. 

Beweis. Wird die jedesnaalige Figur iiber dem Schenkel AB sym- 
metrisch verdoppelt, so folgen die Siitze aus den vorhergehenden (87 und 88). 

40. I. Soil eine Figur durclr die willkiirlich langen Schenkel 
AC und AF, BD und BE zweier gegebenen Winkel A, B (deren 
Lage unbestimmt ist) und durch eine oder zwei beliebige Linien 
l, Z,, welche jene Schenkel gegenseitig verbinden, begrenzt wei- 
den, und soil dieselb-e innerhalb beider Winkelraume liegen, 
wahrend ihr Umfang gegeben ist, so ist sie ein Maximum, wenn 
sie ein convexes Kreisstiick ACIDBEI X FA (Taf. X Fig. 12a) zwi- 
schen den umschriebenen Winkeln A, B ist. 

Oder wenn die Differenz zwischen der Summe der Schenkel 
des kleineren Winkels A und der Summe aller iibrigen Umfangs-' 
theile, also wenn 

(MC4-MF) — (BD-\-BE-\-lA- Z, ) 

gegeben, so ist die Figur ein Minimum, wenn sie ein concaves 
Kreisstiick ACIDBEI.FA (Taf. X Fig. 126) zwischen den umschrie- 
benen Winkeln A, B ist. 

Beweis. Das convexe Kreisstiick 

ACIDS El t F = K 

(Taf. X Fig. 12a) bestelit (wenn mittelst der Bogen a, p der Kreis ergiinzt 
wird) aus dem ganzen Kreise aZpZ, gleich K x urid aus den zwei Stiicken 
Aa, B[i (concave Kreisstiicke in den umschriebenen Winkeln A, B). Nun 
denke man sich irgend eine im Satze inbegriffene Figur S und schneide 
von ihr (in den Winkeln A, E) die namlichen zwei Stiicke A<x, B[i ab, 
so bleibt als Rest eine Figur F x , welche, wie leicht zu sehen, entweder 
gleichen oder kleineren Umfang hat als jener Kreis K x , so dass in 
alien Fallen K x > F v und folglich auch K> F ist. 

Ein anderer Beweis ergiebt sich durch folgende Schlussfolge : Zuerst 
lasst sich zeigen, dass die grosste Figur nicht durch die Schenkel der 
Winkel A, B allein begrenzt werden kann (also kein Yiereck sein kann), 
sondern dass Linien Z, Z, vorhanden sein miissen; sodann folgt, dass diese 
Linien Kreisbogen sein miissen (20), welche die Schenkel beriihren (34 
oder 37), und dass sie einem und demselben Kreise angehoren (38). 
Denn nimmt man in l, Z, zwei beliebige Punctc x, x x an und.zieht die 
Gerade xx x gleich a, so theilt diese die Figur in zwei Theile, wovon jeder 
ein Maximum, wenn er ein Kreisstiick zwischen dem Winkel A odei B 
und der Sehne a ist (38). 

II. Die Form der grossten Figur ist nicht absolut bestimmt, viel- 
mehr konnen die Bogen l x ihre Grosse beliebig andern , wenn nur ihie 
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Summe constant und der Kreis derselbe bleibt; namlich wahrend z. B. 
der Winkel A fest bleibt, kann der andere Winkel B sich urn den Kreis 
bewegen, und zwar von dem Zustande, wo sein Schenkel BE mit AF in 
einer Geraden liegt, Ms dahin, wo der andere Schenkel BD auf AC (odor 
dessen Verlangerung) fallt. Inzwischen kommt er in die Lage, wo die 
Gerade AB durch die Scheitel der Winkel diese, sowie die ganze Figur, 
halftet und durch den Mittelpunct des Kreises geht. 

In dem Grenzzustande, wo die Schenkel BE und AF in einer Gera- 
den liegen (Taf. X Fig. 12c), kann der Satz auch, wie folgt, ausgesprochen 
werden: 

Soil die Grenze einer Figur aus drei auf einander folgen- 
den, unbestimmt langen Geraden CA, AB, BD und aus einer die 
erste und dritte (Gerade) verbindenden, aber nicht dariiber hin- 
austretenden, beliebigen Linie L bestehen, und sind die zwi- 
Schen den Geraden liegenden zwei Winkel A, B nebst dem Um- 
fange der Figur gegeben, so ist diese ein Maximum, wenn die 
Linie L einBogen des die drei Geraden beriihrenden Kreises ist. 

Fur das concave Kreisstiick (I) findet ein analoger Zustand statt. 

III. In dem angezeigten besonderen Falle (II), wo die Diagonale AB 
durch den Mittelpunct des Kreises geht und die Figur in zwei symmetrische 
Halften theilt, hat man den folgenden Zusatz: 

Besteht die Grenze einer Figur aus drei auf einander fol- 
genden Geraden CA, AB, BD und aus einer die erste und dritte 
Gerade verbindenden, aber nicht dariiber hinaustretenden Linie 
l, und sind die zwei Winkel l-B, zwischeu den Seiten, sowie 
die Summe der Linie l und der beiden ausseren Seiten CA, BD 
gegeben, so ist die Figur ein Maximum, wenn l Bogen cines 
Kreises ist, der die ausseren Seiten beriihrt, und dessen Mittel- 
puncte in der mittleren Seite AB liegt. 

41. Wenn, in Riicksicht des vorigen Satzes (40), statt der 
einzelnen Winkel A, B deren Summe S gloich A-\-B gegeben 
ist, so wird unter den niimlichen iibrigen Bedingungen die 
Figur ein Maximum Maximorum, wenn die Winkel einander 
gleich sind. 

Beweis. Man nehme die Winkel ungleich an, es sei A >• B; das 
Kreisstiick habe die Form, wie vorhin (40, II, Taf. X Fig. 12c). Die 
Gerade A,B X ziehe man so, dass Winkel 

CA 1 B l = DB X A X 

und die Dreiecke AA X B„ ABB \ gleich gross sind; dann ist aucli die 
Figur A,CLDB \ mit ACLDB von gleichem Inhalte. Hatten die Drei- 
ecke gleichen Umfang, ware 

AA l -\-A l B l = ABa-BB „ 
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so miisste Dreieck AA 1 B l > ABB, sein, weil x >• y ist (3,11); es sind 
aber die Dreiecke gleicli gross, folglich muss notliwendig 

AA,~ 1— A,B, <c AB~\~BB X , 

und mithin auch 

Umfang A , CLDB, < Umfang ACLDB 

sein. Wenn aber die erstere Figur bei gleichem Inhalte kleineren Umfang 
hat als die andere, so lcann sie offenbar bei gleichem Umfange grosseren 
Inhalt haben als diese, und zwar wird sie um so mehr grosser sein, wenn 
sie, wie die andere, ein Kreisstiick ist. 

Bei diesem Beweise ist hauptsachlich auf die spharischen Figuren 
Rficksicht genommen; donn fur die ebenen Figuren allein konnte man 
einfaclier verfahren, oder directer schliessen* z. B. wie folgt: 

Die Gerade A l B l sei so gezogen, dass Winkel 

A = B X 

und 

AA.+A.B, = AB-hBB,, 
so ist, weil Dreieck 

AA X B X > ABB l (3, II), 
und folglich bei gleichem Umfange die Figur 

A l CLDB 1 > ACLDB, u. s. w. 

Femer kann auch die Figur, welche Gegenstand des vorigen Zusatzes 
(40, III) ist, zu einem anderen Beweise benutzt werden. 

42. I. Soil die Grenze einer Figur bestehen: 

1) aus den unbestimmt langen Schenkeln von m gegebenen 
Winkeln A, B, C, ..., deren Summe grosser als (m— 2)-, 

2) aus beliebigen Linien l , l x , Z 2 , ..., welche die Schenkcl 
verschiedener Winkel verbinden, und deren Anzahl von 1 bis m 
beliebig sein kann; 

soil ferner die Figur liber keinen der to Winkelriiume 
hinaustreten, und ist ihr ganzer Umfang gegeben, so ist ihr 
Inhalt e'in Maximum, wenn sie ein convexes Kreisstiick zwi- 
schen den umschriebenon Winkeln A, B, C, ... ist. 

Ist A dor kleinste unter den gegebenen Winkeln, und zwar 
so beschaffen, dass sein Nebenwinkel grosser als die Summe 
der Nebenwinkel aller fibrigen ist, und ist die Differenz zwi- 
schen der Summe der Schenkel des Winkels A und der Summe 
aller fibrigen Umfangstheile gegeben, so ist die Figur ein Mi- 
nimum, wenn sie ein concaves Kreisstiick zwischen den um- 
schriebenon Winkeln A, B, C, . . . ist. 
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Dieses concave Kreisstiick hat gleiche Form wie das in (40) be- 
trachtete. Bei den folgenden Satzen werden wir dasselbe ubergehen. 

II. Wenn statt der einzelnen Winkel A, B, C, ... deren 
Summe S gegeben is t, so wird die Fignr ein Maximum Maxi- 
morum, wenn die Winkel einander gleich sind, und die Figur 
in gleicher Weise ein Kreisstiick zwischen ihnen ist. 

Der Beweis dieser Satze ist ahnlich wie beim obigen Satze (40). 

43. I. Sind die Winkel und der Umfang eines m-Ecks ge- 
geben *), so ist sein Inhalt ein Maximum, wenn es einem Kreise 
umschrieben ist**). 

II. Ist bloss der Umfang gegeben, so ist das m-Eck ein 
Maximum, wenn es gleichwinklig und einem Kreise umschrie- 
ben, also wenn es regelmassig ist (vergl. 25,11). 

Diese Satze folgen als Grenzfalle aus den vorigen (42), wofern man 
bei diesen die Summe der gegebenen Winkel kleiner werden lasst, bis 
sie zuletzt gleich (m — 2 )tc wird, in welchem Falle dann das Kreisstiick 
in ein m-Eck iibergeht, indem die Bogen l, l i: Z 2 , . . . (deren Summe 

gleich (m — 2)tc) alle Null werden. — Uebrigens kann 

man die gegenwartigen Satze auch unmittelbar beweisen, auf gleiche Art, 
wie den Satz (40). 

44. I. Soil eine Figur begrenzt werden: 

1) durch die unbestimmt langen Schenkel von m gegebenen 

Winkeln B , C, ..., deren Summe grosser als (m — 1)tu, 

2) durch eine Gerade g von willkiirlicher Lange, und 

3) durch beliebige Linien l, Z 2 , ...; 

soil ferner die Figur sich innerhalb jedes Winkelraumes 
befinden, und ist, ausser der Grundlinie g , der iibrige Theil 
des Umfanges gegeben, so ist ihr Inhalt ein Maximum, wenn 
sie ein Kreisstiick zwischen den umschriebenen Winkeln A, B 7 
C, . . . und dem Durchmesser g ist. 

Wird also die Grundlinie g von einem Schenkel eines der gegebenen 
Winkel begrenzt, so ist sie auf demselben rechtwinkiig. 

*) Beim ebenen ?»-Eck diirfexi nur m — 1 Winkel gegeben sein, indem der letzto 
dadnrcb bestimmt wird. Beim spbarischen m- Eck ist dagegen durch die gegebenen 
m Winkel der Inhalt schon bestimmt, daher muss fiir dasselbe der Satz anders lauten, 
namlich: Sind die Winkel eines spbarischen m-Eck s gegeben, so ist sein 
Umfang ein Minimum, wenn es einem Kreise umschrieben ist. Der Satz 
uber das ebene m-Eck wird mit diesem ubereinstimmender, wenn man die Winkel und 
den Inhalt als gegeben annimmt. 

**) Diesen Satz (fiir die ebenen Eiguren) seheint Lhuilier in seinem Eingangs ge~ 
nannten Werke zuerst aufgestellt zu haben. Er beweist ihn durch Kechnung, nicht 
sehr einfach, aber scharfsinnig. Bei spateren Schriftstellern habe ich den Satz nicht 
gefunden; sie scheuten wahrscheinlich den Beweis, 
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Lasst man die Summe der Winkel schwinden, bis sie gleich ( m — 1)tc 
wird, so hat man folgenden Zusatz: 

II. 1st die Summe der beiden Winkel an der Grundlinie g 
eines Yielecks gleich tu, sind alle ubrigen Winkel einzeln und 
ist die Summe aller Seiten, ausser der Grundlinie gegeben, so 
ist das Vieleck ein Maximum, wenn jene Seiten alle den Kreis 
beriihren, welcher die willkurliche Grundlinie g zum Durch- 
messer hat; die an der Grundlinie liegenden Winkel muss on 
somit rechte sein. 

Wenn statt der einzelnen Winkel A, B, C \ ... die Summe von 
zweien, dreien, . . . gegeben ist, mogen sie im Umfange auf * einander 
folgen oder nicht, so wird der Inhalt am grossten, wenn dieselben ein- 
ander gleich sind. 

Diese Satze folgen aus den vorhergehenden (42), wenn die Figur 
fiber der Grundlinie g symmetrisch verdoppelt wird. 

45. I. Wird in No. 44 die Gerade g weggelassen und da- 
gegen angenommen, es sei die Summe der m Winkel grosser 
als (m— |)tc, der WinkelJ-C^Tc, von seinen Schenkeln AA X ] AA a 
sei der erste AA 1 willkiirlich, und also nur der tibrige Theil 
des Umfanges gegeben, so ist die Figur ein Maximum, wenn sie 
eii Itreis stuck zwischen den umschriebenen Winkeln B , C, ..., 
der Tangente AA 2 und der normalen Secante AA X ist. 

Wird die Summe der Winkel gleich (m — f)rc, so heisst der Satz: 

II. Sind die Winkel eines Vielecks gegeben, ist jedoch 
von den beiden Winkeln an der Grundlinie AA X der eine AC^n 
und der andere A x gleich -J-tt, ist ferner die Summe aller Seiten 
ausser der Grundlinie gegeben, so ist das Vieleck ein Maximum, 
wenn die Seiten einen Kreis beriihren, dessen Mittelpunct in 
der Grundlinie AA X liegt. 

IE. Wenn statt der einzelnen Winkel A , B, C, D, . . . deren 
Summe gegeben ist, so wird in beiden Fallen (I und II) die 
Figur ein Maximum Maximorum, wenn Winkel 
B = C = D = ••• = 2A 

ist, und die Figur den genannten ubrigen Bedingungen geniigt; 
auch sind die zwischen den Winkeln B , C, I), ... liegenden 
Seiten einander gleich und zwar ist jede doppelt so gross als 
die in A x zur Grundlinie rechtwinklige Seite. 

Diese Siitze folgen in gleicher Weise aus No. 42, wie die vorigen in 
No. 44, 

46. I. Besteht die Grenzc einer Figur 

1) aus den Schenkeln von m gegebenen Winkeln A, B, G, 
D. ..., deren Summe grosser als (m — 2)tt, 
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2) ‘aus beliebigen Linien l , Z 1? l 2 , 

sind die Winkel A, B beide spitz, und fallen von ihren 
Schenkeln AA 1} AA 2 und BB 19 BB 2 zwei, etwa AA 1 und BB^ in 
eine Gerade AB; ist ferner der Umfang, ausser der Grundlinie 
AB, gegeben, so ist der Inhalt der Figur ein Maximum, wenn 
sie ein Kreisstiick zwischen den umschriebenen Winkeln C, 
D , . .., den Tangenten AA 2 , BB 2 und der normalen Secante 
AB ist. 

IL Sind die Winkel eines Vielecks a gegeben, sind jedoch 
die beiden Winkel A, B an der Grundlinie AB spitz, oder ho Gli- 
stens rechte, und ist die Summe aller Seiten, ausser der Grund- 
linie, gegeben, so ist das Yieleck ein Maximum, wenn diese 
Seiten all e einen Kreis beruhren, dessen Mittelpunct in der 
Grundlinie AB liegt. Und ferner: 

III. Sind die Winkel beliebig, so ist das Vieleck ein Maxi- 
mum, wenn Winkel 

C=D=-- = 2A = 2B 

1st; auch sind alle Seiten, ausser der Grundlinie, einander 
gleich; oder: 

IY. Ist nur der Winkel A gegeben, jedoch nicht grosser 
als -J-Tt, so ist das Yieleck am grossten, wenn 

C=D=- = 2B; 

zugleich sind alle Seiten, die nicht am Winkel A liegen, ein- 
ander gleich. Fur das Yiereck und Dreieck mag dieser Satz (IV) noch 
besonders wiederholt werden: 

1) Wenn von einem Yiereck ABCD der eine Winkel A, der < 
ist, und die Summe der drei Seiten BC, CD, DA gegeben sind, so ist 
sein Inhalt am grossten, wenn Winkel 

C=D = 2B, 

und 

BC = CD; 

— und wenn A gleich -J-ju, so ist zudem noch 

2DA = BC=CD. 

2) Wenn von einem Dreieck ABC der eine Winkel A an dor Grund- 
linie AB, der ist, und die Summe der Schenkel ACa-BC gegeben 

sind, so ist der Inhalt am grossten, wenn der Winkel C an der Spitze 
doppelt so gross als der andere Winkel B an der Grundlinie ist *); — 


*) Selbst, in diesem einfachsten Falle ist die Construction der grossten Figur (des 
Dreiecks) nicht geometrisch ausfuhrbar, weil sie, wie man sieht, die Trisection des 
Winkels erfordert, namlich des Nebenwinkels yon A, welcher gleich 3 B ist. 
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oder wenn A gleieh so ist 

6'= 25 = lit 

und zudem 

BC = 2 CA, 

was eine bekannte Eigenschaft ist. 

47. I. Wird eine Figur begrenzt: 

1) durch die Schenkel von m gegebenen Winkeln A, B, C,..., 
deren Summe 7>(m — 1)« ist, 

2) durcli beliebige Linien l, Z 3 , ...; 

sind die Schenk el AA,, AA., des Winkels A von willkur- 
licher Lange, ist dagegen der iibrige Theil des Umfanges ge- 
geben. so ist .die Figur ein Maximum, wenn sie ein Kreisstuck 
zwischen den umschriebenen Winkeln B, C, ... und dem Oentri- 

winkel A ist. * > . . 

Die Sclicnkel AA 19 AA 2 sind somit R&dicn des Kieises, wild einer 

derselben nicht von einem Bogen (l), sondem von einem Schenkel eines 
Winkels begrenzt, so steht erdarauf rechtwinklig. 

* II. Ist die Summe zweier Winkel A 1: A 2 eines Vielecks, 
zwischen welchen nur ein anderer Winkel A liegt, gleieh ir, 
sind die iibrigen Winkel A, B, C, . . . einzeln und ist die Summe 
aller nicht am Winkel A liegendon Seiten gegeben, so ist das 
Yieleck ein Maximum, wenn die willktirlichon Seiten AA 1 und 
AA., Radien eines KreisoS sind, welcher alle iibrigen Seiten 
beriihrt; so dass also die Winkel A v A 2 einander gleieh und 

rechte sind. Oder: , 

III. Ist von don iibrigen Winkeln nur der Winkel A einzeln 
o-egebon, so ist unter denselben Bedingungen das Yieleck ein 
Maximum, wenn die Winkel B, C, ... X einander gleieh sind, 
wo dann zugleieh auch die zwischen diesen Winkeln liegenden 
Seiten einander gleieh, sowie’ die zwei am ersten und letzten 
Winkel liegenden Seiten BA ± und XA 3 unter sich gleieh und 

h alb so gross wie jene sind. . 0 

Niimlich in diesem Falle ist das Yieleck besclialfen, wie em Sector 
eines rcgelmassigen Vielecks, und es wird in der That ein solcher, wenn 
der Winkel A zu tu commensurabel ist. 

Bei diesen Satzen kann der Winkel A jede beliebige Grosse haben. 
Ist insbesondere A gleieh ic, odor A gleieh 2 tt, so gehen die Satze uber 

in (44) oder in (42). . 

48. I. Blcibt aides wie vorhin (47), nur dass der eme 
Schenkel AA. des Winkels A gegeben ist, und also bloss der 
andere AA, willkurlich ist, so ist die Figur ein Maximum, wenn 
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sie ein convexes Kreisstiick zwischen den umschriebenen Win- 
Icelxi B, C, ..., der Secante AA„ und der normalen Secante AA 1 ist. 

Bei einer bestimmten Grosse des gegebenen Umfangstheiles geht die 
Figur in ein Yieleck fiber, welches sich als Grenzfall des Satzes darstellt. 

II. Ist Winkel A<d-Tt, und ist AA S einzeln (wie vorhin) 
und die Summe aller fibrigen Umfangstheile (also AA 1 inbe- 
griffen) gegeben, so ist die Figur ein Maximum, wenn sie ein 
convexes Kreisstiick zwischen den umschriebenen Winkeln B, 
C, . .., der Tangente AA 1 und der Secante AA 2 ist. 

Auch hier stellt sich der Grenzfall des Satzes in einem Yieleck dar. 

49. I. Soil die Grenzlinie einer Figur bestehen: 

1) aus n gegebenen Geraden a, b, c, ..., 

2) aus den unbestimmt langen Schenkeln von to gege- 
benen Winkeln A, B, C, , deren Summe grosser als 
(m — 2 )tc, 

B) aus beliebigen Linien l, £„ l, ..., deren Anzahl von 1 
bis n-±-m beliebig ist; 

soil ferner die Figur fiber keinen de’r to Winkelraume hinaus- 
treten, und ist ihr ganzer Umfang gegeben, so ist ihr Inhalt 
ein Maximum, wenn sie ein convexes Kreisstiick zwischen den 
n Sehnen a, b, c, . . . und den to umschriebenen Winkeln A, B 
C, ... ist. 

II. Wenn statt einzelner Seiten Oder Winkel deren Summe 
gegeben ist, so wird der Inhalt der Figur gesteigert, wenn die 
zu je einer Abtheilung gehorigen Elemento, deren Summe ge- 
geben, unter sich gleich sind, und die Figur den niimlichen ge- 
nannten Bedingungen genfigt; so dass also bei gleichcr Summe 
der n Geraden, gleicher Summe der m Winkel und gleicliem 
Umfange die Figur ein Maximum Maximorum wird, wenn so- 
wohl die Geraden (Sehnen) als die Wdnkel unter sich gleich sind. 

An der Grenze dieser beiden Satze (I und II), bei einer bestimmten 
Grosse des Umfanges, geht das Kreisstiick in ein Yieleck fiber, welches 
dem Kreise zum Theil eingeschrieben und zum Theil umschrioben ist, 
und welches von wenigstens fi-j-m-t - 1 bis hochsjens 2ra-t-»r odor 
n ~ j“ 2m (jenachdem m>n oder n>m), nach Belieben jedo Zalil von 
Seiten haben kann, je^ naclrdem man niimlich die Elemento a, b, c, . . . 
und A, . . in seinem Umfange auf einander folgen lasst. Die Siitze 

umfassen iibrigens viele vorhergeliencle. 

50. L TV enn die Grenzlinie der Figur ausser den vorigen 
Stficken (49, 1) noclr eine willkfirlick lange Gerade g enthalten 
darf, und wenn die Summe der gegebenen to Winkel grosser ist 
als (to— l)rr, so ist die Figur ein Maximum, wenn sie ein con- 
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vexes Kreisstuck zwischen den Selmen a , b, c, den um- 

schriebenen Winkeln A, B, C, .. . und dem Durchmesser g ist 

Beim Grenzfalle dieses Satzes geht das Kreisstuck in em Yieleck 
fiber; er tritt ein, wenn man den Umfang bis zu einer bestimmten Crosse 
abnehmen lasst. 

II. Bleibt die Grenzlinie wie in (49, 1), soil dagegen der 
Winkel A<.%i r, und von dessen Schenkeln AA„ AA 2 der eine 
AA y von dem gegebonen Umfange ausgeschlossen, und soli die 
Summe aller Winkel grosser als (m— |)ic sein, so ist fur das 
Maximum die Figur ein Kreisstuck zwiselien den Selmen a, b, 
c, ..., den umscbriebenen Winkeln B, C, ..., der Tangente AA 2 

und der normalen Secante AA,. 

Ware der Schenkel AA, einzeln gegeben, so miisste er Secante des 

Kreisstiickes sein. — Oder: __ 

III. Ist der Winkel A von beliebiger gegebener Crosse, 
sind seine Schenkel beide von dem gegebenen Umfangstheile 
ausgeschlossen, also willkiirlick lang, und ist die Summe aller 
m Winkel grosser als (m— l)ir, so muss fur den Fall des Maxi- 
mums A Centriwinkcl und seine Schenkel AA„ AA. 2 mussen 

Raclien des Kreisstiickes sein. 

Der letzte Satz (III) umfasst vicle fruhere Satze, welche aus xhm 
folgen, wenn der Winkel A glcich it oder gleich 2u wird; oder wenn 
man die n Selmen a, b, c, . . . , oder die m Winkel A, B, C, . . . weg- 
liisst. Bei seinem Grenzfalle, wclcher eintritt, wenn der gegebonc Um- 
langstheil bis zu einer bestimmten Crosse schwindet, geht das Kreisstuck 
in ein Vieieck iiber. 

A u m e r kun g. 

51. Bei den meisten vorhergehenden Satzcn, wo ein Kreisstuck m 
seinem Grenzfalle in ein Yieleck iibergeht, ist der jedesmalige Satz fur 
dieses Yieleck noch gultig, aber er ist zugleicli fur dieses Yieleck selbst 
nur ein bestimmter besonderer Fall, wofern man dasselbe fur sick bc- 
traohtet und den Elementen, welche zuvor (beim Kreisstuck) veranderlich 
waren, andere Wertho beilegt, als ilmen im Grenzfalle gerade zukommen. 
Denn werden diese Werthe iiberschritten, und soli dabei die Figur cin 
gleiclmamiges Yieleck bleiben (also koine Bogen 1,1,,... erhalten oder 
kein Kreisstuck werden diirfen), so ist dasselbe, fur den Fall des Maxi- 
mnms, ganz anderen -Bedingungen unterworfen, welche selbst noch ver- 
schieden sind, jo nachdem der gegebene Werth grosser oder kloiner 
als jener Grcnzwerth ist. 

Auf diese angodeuteten Eigenschaften des Yielecks wird man gefuhrt, 
wenn dasselbe in Riicksiclit auf Maximum und Minimum etwas allgememer 
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und vollstandiger untersucbt werden soU, als es bisher geschehen ist; 11 am- 
lioh wenn man in alien Fallen, wo von dem Violecke weniger Elemente 
gegeben sind, als zu dessen Bestimmnng erforderlich, nach dem Maxi- 
mum oder Minimum der iibrigen Elemente fragt. Die Zahl dieser Fi'ille 
ist, wie leiclit zu ermessen, ansehnlich gross, selbst wenn jene Elemente 
mu* auf Seiten, Winkel, Summe von mehreren Seiten oder Winkeln, und 
Inlialt beschrankt werden. Indessen scheint sich die ganze Untersucliung 
bloss auf das Viereck zu griinden (ebenso wie die Lehre von der Con- 
gruenz der Yielecke), so dass es also zunachst nur darauf ankame, alle 
Falle des Yierecks zu beantworten. Diese Fiille aber belaulen sicli viel- 
leicbt auf 25 bis 30, wovon durch die gegenwiirtigen Htilfsmittel sicli, 
wie es scbeint, kaum die Hiilfte unmittelbar beantworten lasst. Allein 
die iibrigen hangen wahrscheinlich so von einander ab, dass nur wenige 
unter iknen eines selbstandigen Beweises bediirfen, um alle anderen dara'us 
zu folgern. 


Satze, welche sich auf mehrere Figuren zuglcich beziohon, sowio auf 
Figuren, welche durch feste Grenzen beschrankt oder durch fcsto Ele- 
mente bedingt sind. 

52. I. Wird jede von zwei Figuren aa, 5(3 durch cine gerado . 
Grundlinie a, b und durch eine beliebige Linie a, |3 bogronzt; 
sind die Grundlinien a, b einzeln, und ist die Summe der Linien 
a, etwa a-f-[3 gleich a, gegeben, so ist die Summe der Tnhalte 
aa.-\-b$ gleich S ein Maximum, wenn die Figuren Scgmente glei- 
cher Kreise sind, und wenn ausdriicklich das Segment liber der 
kleineren Grundlinie' b spitzwinklig ist. 

Beweis. Angenommen es sei ein kreis ABC (Taf. XI Fig. 13) miig- 
lich, in welchem die Grundlinien a und b, als Sehnen AC und BC oin- 
getragen, iiber sich zwei Bogen a und (3 haben, deron Summe gleich c, 
aber kleiner als der ganze Kreis ist', so wird offenbar die Summe dor 
beiden Segmente aa-\-b$ unter den gegebenen Bedingungen ein Maximum. 
Derm halt man das Kreisstiick aby fest und lasst die Bogen a und 13 sich 
beliebig iindern, jedoch unter der Bedingung, dass aH-j3 gleich a bloibt 
so werden dieselben mit dem festen Bogen y immer eine Figur bogrenzon 
welche (bei gleicbem Umfange) kleiner als der Kreis ABC ist, und fok- 
beb muss aucb die Summe der beiden Figuren, welche sic mit den Gruntl- 
limen a und b begrenzen, kleiner als die Summe jener Kreissonnento 

sem ' ,^ abel ist das Segment b$ iiber der kleineren Selme notli- 
wendig spitzwinklig, wogegen das Segment m iiber dor grosseren Selme 
spitz- oder stumpfwinklig sein kann. 

der liach r weisen ’ dass der angenommene Kreis in 

clei lnat m alien Fallen moglich sei. 
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Der kleinste Kreis M, in welchen die gegebenen Grundlhrien a, b 
sich als Sehnen eintragen lassen, hat die grossere Sehne a zum Durch- 
messer. Man nehme ffir einen Augenblick an, ABC sei dieser Kreis M, 
so sind drei Zustiinde moglich, namlich entweder ist 

(1) 

oc — 1— p — a, 

ocler 

. 

(2) 

a-j-p > or. 

oder 


( 3 ) 

a+P < 3. 


Im ersten Falle (1) geniigt cler Kreis M dev obigen Forderung. 

Im zwoiten Falle (2) lasse man den Kreis M wachsen und dabci die 
Sehnen a, b sich von einander entfemen, so dass der Mittelpunct des 
Kreises zwischen beido, niimlicli in den Raum air;, zu liegcn kommt, und 
dass die Segmente aa, ip beide spitzwinklig sind, so mfissen beide Bogen 
a, (3 und somit auch ihre Summe a-\-$ stetig schwinden, also wird sich- 
diese Summe der gegebenen Grosse a nahern, bis sio cndlich boi einom 
bestimmton Kreise M x ihr gleich und folglich -wiederum die Forderung 
erffillt wird. 

Im dritten Falle (S) lasse man den Kreis M ebenfalls wachscn, aber 
die Selmo a sich der Sehne b nahern, so dass der Mittelpunct des Kreises 
in das Segment aa zu licgon kommt (welches also stumpfwinklig wird, 
wiihrend ip immor spitzwinklig bloibt), so wird zwar nur dor Bogen a. 
wachsen, dagegen p schwinden; allein da oll'enbar die Zunalimo von a 
grosser ist als die Abnahme von p, so muss die Summe a+p wachsen; 
und da fernor a beliebig gross worden, dagegen p nur bis zu der Grenzc b 
schwinden kann, so muss auch die Summe a-4-p jede Grosse erred, lien 
und folglich immerhin einmal bei cinem bestimmten Kreise M, der ge- 
gebenen Grosso s gleich werden, wio gross diese auch soin mag, wo dann 
wiederum der Forderung Gcniige geschieht. 

Dcmnach ist cs unter alien Umstanden moglich, der obigen Forderung 
zu geniigen (wofern nur a >- a+b), jcdoch jedesmal nur aul eine einzigc 
Art. Dabci ist in alien Fallen das Segment ip fiber der kleineron Sehne 
spitzwinklig, wogegen das andere aa spitz-, reclit- odor stumpfwinklig 
sein kann. 

II. Dor vorstehende Satz (I) bozeichnot nur das absolute oder das 
Ilauptmaximum, welches der Summe beider Figuren zukommt, weun sich 
diese so viel wio moglich iindern, namlich so viol cs die gegebenen Elo- 
mente gestatten. Will man den Gegenstand umfassendor behandeln, so 
kann man, wie folgt, zu Worke gehen: 

Wie auch die gegebene Summe a unter . die Umfangstheile a, p beider 
Figuren aa, ip vertheilt werden mag, so ist allomal jede von diesen, und 
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somit auch ihre Summe S, ein Maximum, wenn sie Kreissegmente sind. 
Dalier mag festgesetzt werden, die Figuren an, &[3 sollen in der That nur 
Kreissegmente sein. Lasst man nun ihre Bogen a, (3 sich stetig andern, 
jedoch unter der Bedingung, dass stets 

a-t-fl = 5 

ist, so wird auch die Summe ihrer Inhalte 

aa-t-bfi = S 

sich stetig andern, und es kann gefragt werden: unter welchen Bo- 
dingungen und wie oft diese letztere Summe ein Maximum oder 
ein Minimum werde? 

Die nahere Erorterung dieser Frage liefert folgendes Resultat: 

Sind von zwei Kreissegmenten aa, 5(3 die Sehnen a, b und 
die Summe der Bogen a-f-(3 gleich a gegeben, so ist die Summe 
ihrer Inhalte aa+S(3 gleich S im Allgemeinen ein Maximum 
oder ein Minimum, wenn die Segmente gleiche Radien haben; 
und ferner: wenn keines der beiden Segmente grosser als der 
ganze Kreis sein soil, so ist jener Zustand, dass sie gleiche 
Radien haben, im Allgemeinen und hochstens nur dreimal mog- 
lich; diirfen dagegen die Segmente ohne Einschrankung auch 
grosser als der Kreis sein, so kann der genannte Zustand hau- 
figer eintreten, und zwar urn so ofter, je grosser die Bogon- 
summe a im Verhaltniss zu den Sehnen a, b ist. 

In dem beschraakteren Falle, wo von den Bogen a, [3 keiner grosser 
als die ganze Kreislinie sein soli, lasst sich die Existenz derjenigen Kreise, 
bei welchen ein Maximum oder ein Minimum stattfindet, wie folgt, nach- 
weisen. 

Werden die gegebenen Geraden a, b in irgend einem Kreise als 
Sehnen eingetragen, und werden die kleinoren Bogen fiber denselben 
durch a, [i und die grosseren durch a,, ^ bezeichnet, so hat man zwischen 
diesen vier Bogen vier verschiedene Summen, namli ch 

a+p, a,+{3, a,+p„ 

und es ist zu beantworten, bei wie vielen Kreisen eine von diesen Summen 
der gegebenen Grosse a gleich sein konne. 

In Riicksicht der beiden ersten Summen «— )— [3 und « t — )— fl, worin sich 
der kleinere Bogen p fiber der kleineren Sehne b befindet, ist bereits oben 
(I) gezeigt worden, dass es allemal einen, aber nur einen einzigen Kreis 
M l giebt, welcher einer derselben genugt. Es bleibt daher nur nocli zu 

erforschen, wie viele Kreise einer der beiden Summen a-j-(3j und cc x — | p i5 

wobei das Segment fiber der kleineren Sehne b stumpfwinklig ist, genfigen 
konnen, . ^ ° 
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Man denke sich denjenigen Kreis N, bei welchem. die Summe des 
kleineren Bogens a iiber der grosseren Sebne a und des grosseren Bo gens 
liber der kleineren Sehne b, also die Summe a-hp 15 ein Minimum 
4eicli <j, wird, so sind drei Zustande moglich, namlich entweder ist 

a) a i > ^ 

oder 

( 2 ) «. = 

oder 

(3) g 1 < a. 

Im Falle (1) ist offenbar lcein Kreis moglich, welcher der obigen 
Forderung geniigt. 

Im Falle (2) wird die Forderung durch den Kreis N selbst erfullt, 
aber durch keinen anderen. 

Im Falle (3) wird die Forderung im Allgemeinen durch zwei ver- 
schiedene Kreise befriedigt, wovon man sich durch Beriicksichtigung fol- 
gender naheren Umstiinde uberzeugt: 

Es ist leicht zu sehen, dass die Summe der beiden grosseren Bogen 
bei demjenigon Kreise if. am kleinsten wird, welcher die grossere 
Sehne a zum Durchmesser hat; dabei ist a, nicht mehr eigentlicli der 
grossere Bogen, sondern es ist 

es sei diese kleinste Summe gleich u 3 , so sind, in Verbindung mit (3), 
folgende drei Zustande moglich, namlich es ist entweder 


0) 

tjj < a und zugleich 

«3 < 

oder 



(&) 

a t < a und zugleich 

G, = G, 

oder 



(«) 

cij <1 a und zugleich 

G„ > G. 


Bei jedem dieser drei Zustande lrann man nun, von den zu Grtmde 
gelogten Kreisen N und M ausgehend, zu zwei solchen Kreisen gelangen, 
welche der obigen Forderung geniigen, und zwar, wio folgt: 

A. Bei (a) lasse man or s tens den Kreis N wachsen, so muss auch 
die Bogensumme a+p, zunehmen (weil sie anfanglich ein Minimum gleich 
a L ist und p, rascher wiiclist, als a schwindet), und da p, beliebig gross 
werden, wogegen a nur bis auf a schwinden kann, so muss man zu 
einem Kreise iV, gelangen, welcher die Forderung befriedigt, d. h. bei 
welchem 

oc — I — P, ==z g 

wird. — Zweitens lasse man den Kreis M wachsen, so wiichst auch die 
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Siunme a,+p i3 und man muss zu einem Kreise M, gelangen, bei welchem 

a i+Pi — 5 

wil'd, und welcher also ebenfalls die Forderung erflillt. 

B. Bei (b) geniigt erstens der Kreis M selbst. — Zweitens lasse 

man den Kreis N wachsen, so wachst aucli und man wil'd, wie 

vorliin, zu einem Kreise gelangen, bei welchem 

a-f-pj = u 

ist. ' 

C. Bei (c) lasse man erstens den Kreis N wachsen, so gelangt 
man, wie zuvor, zu einem Kreise TV,, welcher geniigt, bei welchem also 

aH-(3, = a 

wird. — Zweitens lasse man den Kreis N schwinden, so muss a+p 
wachsen, und man muss, bovor der Kreis in den kleinsten Kreis M iiber- 
geht, zu einem Kreise iV„ gelangen, bei welchem 

a— P j = a 

wird. 

Nun liisst sich ferner durch Iliilfe des Satzes (1) geomotrisch er- 
weisen, dass diese verschiedenen Kreise, welche der obigen Forderung 
geniigen, folgende Eigonschaft haben: 

a) Bei ‘alien durch N, bezeichneten Kreisen ist die Summe der 
Segmente aa-4-Spj ein relatives Maximum. 

p) Beim Kreise Jl/ 2 , sowie beim Kreise M (in dem Fallo 71), ist die 
Summe der Segmente aa^b^, und beim Kreise N 2 ist die Summe der 
Segmente aa-t-Sft ein Minimum. 

T) Beim Kreise TV aber in dem obigen besonderen Falle (2) ist die 
Summe der Segments ao.-+-b$ l weder ein Maximum noch ein Minimum, 
denn dioser Fall ist nur als Grenze des Falles (6) anzusohen, weil niim- 
lich Iiier die beiden Kreise N i und 7V 3 sich mit N vereinigen, wo dann 
Hire entgegengesetzten Eigenschaften nothwendig einander aufheben. 

Ausser den bis dahin angegebenen Fallen linden fur die Summe der 
beiden Kreissegmente auch noch zwei bestimmte Grcnzminima statt, wenn 
namlich die Bogen a, p (luerbei sollen a, p nicht mehr ausdriicklich die 
kleineren Bogen bedeuten) bei stetiger Aenderung in ihre Grenzen iiber- 
gehen, d. h. wenn einerseits der Bogen p schwindet, bis er mit seiner 
Sehno b, oder andererseits der Bogen a stetig abnimmt, bis er mit seiner 
Sehno a zusammenfallt; denn in beiden Fallen nimmt dann auch die 
Summe der Segmente aa+Jp stetig ab, so dass sie in der Grenze selbst 
am kleinsten wird. Jedes dieser Grenzminima besteht demnach nur aus 
einem Segmente aa! oder ip', indem das andero gleich 0 wird, und die 
Bogen dieser Segmente sind beziehlich 

a' = a — b und pf = cr — a; 
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aucli ist von cliesen Segmenten dasjenige das kleinere, welclies die kleinere 
Sehne hat, also 

aa! > 6(3'. 

III. Die iiber die zwei Kreissegmente aa, Sp aufgestellten Resultate 
erlciden verschiedene Modificationen, jenachdem die gegebenen Sehnen 
a , b bosondere relative Grosse liaben, wie z. B. in den folgenden zwei 
Fallen : 

1) Wenn 

a = b, 

so fJillt der Kreis N mit M und der Kreis N } mit M l zusammen, der 
Krais N . ' wird unmoglich, und bei den ubrigen treten folgende nahere 
Bcstimnumgen ein: 
a) Ist 

a > ria oder a = rc a, 

d. h. ist die gegebene Bogensumme a nicht ldeiner als die Kreislinie M y 
welch e a znm Durchmesser hat, so bestehen beim Hauptmaximum (I) die 
Rogcn a x und p (gleich a) zusammen aus der ganzen Kreislinie oder 
os ergiinzen sich die Segmente aa, und 6p zur ganzen Kreisflache M v 
Beim" Krei.se M 2 (II, p), wo die Summe aa 1 +b $ 1 ein Minimum wird, sind 
dagogen die Segmente einander gleich, 

aa, = und a! = P 15 

beide stumpfwinklig und somit zusammen grosser als der Kreis M 2 . 
p) 1st 

a < tc a, 

so liiulct nur das Hauptmaximum boim Kreise M, statt fur die Summe 
dor Segmente aa-b&P, welche einander gleich und spitzwinldig sind, also 

aa = &p. 

In boidon Fallen bleiben iibrigcns die Grcnzminima (II) bestehen. 


2) Wenn 

b = 0 

wird, so wird auch 

p = 0 und ip = 0; 

dagcmm isi; p, die ganze Kreislinie, sowie jp, die gauze Kreisflache. Daher 
bestcht in diesem Falle das Hauptmaximum (beim Kreise IQ nur aus 
elnem Segmente aa odor aa v Der Kreis N, bei welchem die Summe 

arhPx — 2a-4-a, 


(>in Minimum gleich a, wird (II), hat hier die besondere Eigenschaft: 
I) ass die Summe der Tangenten AD+BD in den Endpuncten 
dor Sehne a gleich AB bis zn ihrem gegenseitigen Durch- 
schnitto D gonommen, gerade gleich a+p, ist, d. h. gerade 
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gleich der Summe des kleineren Bogens a iiber der Sehne und 
der ganzen Kreislinie p,. 

Das Minimum <j 3 der Summe a l +p i , welches bei dem Kreise M, 
der a zum Durchmesser hat, stattfiudet, ist hier 

«s — |ira. 

a) Wenn 

a, < s und zugleich o 2 > a (II, c), 
so linden die zwei Kreise A 7 , und A 7 statt, wo beim ersten die Summe 
(d. i. die Summe des Segmentes aa und des ganzen Kreises A 7 ) 
ein relatives Maximum, und beim anderen die Summe au+bfi, ein Mini- 
mum wird, und zwar ist 

A 7 > A 7 und A 7 < N (II, C). 

P) Wenn c 2 < a, so tritt an die Stelle des Kreises N 2 der Kreis M „ , 
bei welchem die Summe ««,-(- 5p, ein Minimum wird. 

Mit Rticksicht auf die zuvor angegebene Eigenschaft des Kreises N 
lassen sich die zwei Satze (cc) und (P) umgekehrt, wie folgt, aussprechen: 
Wenn man in einem beliebigen Kreise p, eine Sehne AB gleich 
a und in deren Endpuncten die Tangenten AD, BD zieht, so 
ist die Summe des Kreises und des kleineren (spitz winkligen) 
Segmentes, also die Summe 6p,-|-aa, ein Maximum oder ein 
Minimum, jenachdem die Summe der Tangenten kleiner oder 
grosser als die Summe der ganzen Kreislinie und des kleineren 
Bogens ist, also jenachdem 

AD+BD 5: 

ist; namlich insofern dabei der Bogen a und der Kreis p, sich 
gegenseitig andern (ungleiche Radien erhalten) diirfen, abor 
unter der Bedingung, dass die Summe p,+a gleich a, sowie die 
Sehne a constant bleiben sollen. 

In gleichera Sinne ist die Summe in alien Fallen ein Minimum. 

IV. Aus den obigen Satzen folgen ferner unter anderen nachstehendc 
Zusatze: 

1) ^in spitzwinkliges Kreissegment 5p ist grosser als ein Sector Oy 
des namlichen Kreises C, wenn der Bogen y des Sectors doppelt so gross 
als die Differenz zwischen dem Bogen p und der Sehne b des Segmentes 
ist, also wenn 

y = 2(P-6). 

Dieser Satz gilt ubrigens auch noch fur Segmente, die grosser als 
der Halbkreis sind, namlich bis zu einem bestimmten stumpfwinkligen 
Segment, welches dem genannten Sector gerade gleich wird; iiber das- 
selbe hinaus wird dann der Sector grosser als das Segment. 
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Ebenso ist die Differenz zwischen den Inhalten des Kreises nnd eines 
eingeschriebenen convexen Vielecks grosser als ein Sector, dessen Bogen 
der doppelten Differenz zwischen den Umfangen jener Figuren gleich ist, 
wofern der Mittelpunct C des Kreises nicht ausserhalb des Yielecks liegt. 
Gleicherweise ist die Differenz zweier spitzwinldigen Segmente 5a— 5p 
fiber derselben Sehne b grosser als ein Sector Cf des Ideineren Kreises 
(von dem p ein Bogen ist), wenn 

y = 2 (a — P). 

2) Hat naan iiber derselben Sehne a und auf der namlichen Seite 
drei Kreissegmente aa, a% aj, zwischen deren Bogen die Gleichung 

2p = a+y 

stattfindet, so verhalten sich die zwischen diesen Bogen liegenden Mond- 
chen ap, (fy ihrer Grosse nach, wie folgt: 

1. Wenn p < w, _ so ist ap > pY ; 

und 

. 2. wenn p > it, so ist ap < Py- 
53. Wenn in Riicksicht des obigen Satzes (52, I) statt der 
einzelnen Grundlinien a und b deren Summe a+5 gleich s ge- 
(reben ist, so wird die Summe der beiden Kreissegmente aa+5p 
gleich S unter den namlichen angegebenen Bedingungen urn so 
kleiner, je kleiner die Diffferenz zwischen a und b ist, so dass 
also die Summe S ein Minimum Maximorum wird, wenn 

a = b — -\s 

ist; und dass dagegen S am allergrossten, oder ein Grenzmaxi- 
rnum wird, wenn z. B. 

a = s und 5 = 0 

ist, wo dann 5p gleich 0 und mithin aa allein diesen grossten 

Werth reprasentirt. _ _ . 

Beweis. Man nehme a und 5 beliebig ungleich an, es sei z. B. 
a>b ; die Kreissegmente, deren Summe aa+5p fur diesen Fall das 
Hauptmaximum darstellt, tseien in solcher Lage, dass sie emem und dem- 
selben Kreise aPY angehoren (Taf. XI Fig. 14), und dass ihre Sehnen AC 
und BC (d. i. a und 5) einen Endpunct C gemein haben. Nun sei ferner 

(i^ — H b^ = = Sj 

aber 

a t — \ < a— b, 

so ist zunachst Dreieck AC X B>ACB (3). Ueber «„ 5, denke man sich 
die Kreissegmente 6,p„ deren Summe for diesen Fall das Maximum 

darstellt, so dass also aucli die Bogen 

a 1 — H Pi = a-Hp = 5 


(52), 
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so sohliessen die drei Bogen a n (3„ y eine Figur ein, welclie bei gleichem 
Uinfange Ideiner als der Kreis af3y ist, woraus man schliesst, dass die 
Summe der Segmente 

<d ctct— j— £>[3 

ist, da jene Figur aus den Segmenten a x a x , 6,(3,, cy und dem Dreieclc 
AC X B besteht. 

54. Sind die geraden Grundlinien a , b, c, d, ... beliebig 
vieler Figuren aa, h% cy, <28, ... einzeln, und ist die Summe 
ihrer iibrigen Umfangstheile a, (3, 7 , 8 , . .., also ist 

^•+P+7-j-oH = a 

gegeben, so kann die Summe ihrer Inhalte nur dann ein Maxi- 
mum sein, wenn diese Figuren alle Segmente gleicher Kreise 
sind; und fiir das Hauptmaximum ist zudem noch erforderlich, 
dass nur allein das Segment iiber der grossten Grundlinie 
stumpfwinklig sein darf. 

Dieser Satz ist eine Folge des obigen (52, I). 

Es kann gefragt werden, ob nicht mehrere Falle moglich seien, wo 
die Figuren den Forderungen des Satzes geniigen, namlich dass sie Seg- 
mente gleicher Kreise sind, und dass entweder koines oder nur dasjenige 
fiber der grossten Sehne stumpfwinklig ist? und ob dann in jedem Falle 
die Summe ihrer Inhalte ein Maximum sei? 

In dem Kreise M, welcher die grosste Grundlinie, die a sein mag, 
zum Durehmesser hat (und welcher fiberhaupt der kleinste Kreis ist, der 
in Betracht kommen kann), trage man alle iibrigen Grundlinien b, c, d , 
als Sehnen ein, bezeichne die kleineren Bogen iiber denselben durch ( 3 , 7 , 
8 , ..., sowie die Bogen iiber a durch a und a 1? wo naehher, wenn der 
Kreis wachst, a x der grossere Bogen sein soli, so sind drei verschicdene 
Zustiinde moglich, namlich entweder ist 

( 1 ) a-hp+Y-H-oH < a, 

oder 

( 2 ) a_j-.p-j-Y_p. 3 _j _ ^ 

oder 

(3) a+p+Y-hoH >* a. 

I. Im ersten Zustande lasse man den Kreis M wachsen, nehme a, 
statt a, so wird man immer einmal zu einem Kreise M x gelangen, bei 
welchem die Summe 

a i~F- [3 — f— y — j— ■ 0 — j = a 

wird. Denn sollten auch anfanglich die Bogen ( 3 , 7 , 8 , . . . zusammen 
mehr abnehmen, als a x zunimmt, so muss doch spater das Umgekehrte 
eintreten, indem a x bis zu unendlicher Grosse anwachsen, wogegen 
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nur bis zu der Grenze b-\-c-{-d-\ scliwinden kann; 

Iblglich kann aueli jene Summe jede gegebene Grosse a erreichen. Aber 
zugleich ist klar, dass der For derung in diesem Falle nur einmal geniigt 
word on kann. 

II* Ini zweiten Zustande geniigt zuniichst der Kreis M selbst. Ferner 
golangt man, wenn a x anfanglich weniger scbnell zunimmt, als die Summe 
p-Mf-f-8-+ — almimmt, in gleicher Weise, wie vorliin (I), zu einem Kreise 
A/,, bei welchem' 

— l — P — 1 — Y — I — S — 1 a 

wird. 

III. Beim drittcn Zustande gelangt man zuniichst, wenn der Kreis 
M waolist, zu einem Kreise A/ 3 , bei welchem 

a _l_p_j_Y+oH = a 

wird, indem die Bogen a, p, 7, . . . alle schwinden. Wenn nun ferner 

anlanglioh a y weniger zunimmt, als p— t— 7— h- S-i zusammen abnehmen, 

so dass also die Summe a 1 +pH-Y+8-t schwindet, so muss es einen 

besti mmten Kreis M m geben, bei welchem dicse Summe ein Minimum 
gieieh a, wird, und nach welchem dieselbe zu wachsen beginnt und dann 
zu joder beliebigcn Grosse anwachsen kann, indem a 1 keine Grenze hat. 
Wofern nun a, < a, so muss es zwischen M und M m einen Kreis M 2 
go bon, bei welchem 

= a 

wird, and ferner muss man nach M m , wenn der Kreis welter waclist, zu 
einem Kreise A/, gelangen, bei welchem wiederum 

a 

wird. ! 

Dicse versclnedenen Kreise, welche der obigen Forderung genugen, 
habon 111111 weiter folgende Eigenschaften: 

a) Bei alien (lurch A/, bezeichneten Kreisen ist die Summe der 

Segmente ar^+Ap+^S-aKH , sowie beim Kreise die Summe der 

Segmente ein Maximum. 

h) Beim Kreise (III) dagegen ist die Summe der Segmente 

aa x -\~b§ 4-674 ein Minimum. 

Wenn in (III) insbesondere 

*1 = 

ist, so veroinigen sicb die Kreise M 2 und -M x beide mit M m , und es kann 
diesem sodann weder ein Maximum noch Minimum entsprechen. 

In Minsieht der beiden Maxima, welche in (III) bei den Kreisen M z 
und M x zugleich eintreten, bleibt zu erforsclxen, welches von beiden das 
grdssere, also das Hauptmaximum sei. 

Bemerkung. Burch den obigen Satz wird nnter anderen die folgende 

Aufgabo beantwortet: 
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„Einen biegsamen Faden von gegebeiler Lange a urn oin 
gegebenes convexes Polygon so zu spannen, dass er durch alle 
Ecken desselben geht und den moglichst grossten Raum ein- 
schliesst“. Oder spharisch kann man die Aufgabe so stellen: „Wenn 
in dor Greuze eines Landes (Staates) me hr ere feste Pune to. 
und wenii der ganze Umfang desselben gegeben ist, die Gronz- 
linie so zu ziehen, dass der Flachonraum ein Maxi muni 
w:ird“. 

55. Wenn beim vorigen Satze (54) die Figurcn als Krois- 
segmente vorausgesetzt werden, und zwar ohne Ein sell rankung, 
so dass jedes Segment nach Belieben klciner oder grosser als 
der ganze Kreis sein darf, so ist ih re Sum me unter den ubrigen 
gegebenen Bedin gunge n imAllgemeinenje d e s m ale i n M a x i in ji in 
oder ein Minimum, wenn sie gleiche Radi on h alien. 

Dass unter diesen Yoraussetzungen die Zahl der Fallc, in wclchen 
dem Satze geniigt wird, schr gross sein kann, ist loicht zu ermessen; ja 
selbst wenn die Segmente,' welche grosser als der Kreis sind, ausge- 
selilossen werden, sind doch noch zahlreiche Fiille moglich', wo fern nur 
liber jeder Sehne das kleinere oder grosser© Segment gen oin men werden 
darf. Um dabei zu entscheiden, ob gewisse Fiille moglich soi.cn oder irichi, 
kann man sich ebensolcher Hiilfskreise bedionon, wie vorliin (54, ill) des 
Kreises M m , d. h. soldier Kreise, bei welchen, wenn man die gegebenen 
Sell nen a, b y c, d, . . . einschreibt, die Surarne der dariibcr stehcnden Logon 
ein Minimum ist, wofern in Riicksicht jeder Sehne bestimmt 1st, ob der 
kleinere oder grossere Bogen gerfommen werden soil. Diese Kreise wiiren 
also der Gegenstand einer vorlauflgen Aufgabe. Es kann nacli ihrer dia- 
rakteristischen Eigenschaft gofragt werden. In cine in selir sped el I en Falle 
spridit sich diese .Eigenschaft, wie folgt, aus: 

„Sind namlich die gegebenen Sehne n oinandor gleich 

und ist ilire Anzahl ungerade, etwa gleich 2n-\-X , und soil, 
wenn diesel ben einem ver anderlichen Kreise M m eingeschriebon 

sind, liber n Se linen der grossere Bogen a x und fiber den n- i 1 

ubrigen der kleinere a genommen werden, so ist diese Bogen- 
sum me ein Minimum, wenn sie gerade der Sum me 

der Tangenten AD-^BD in den Endpuncten. der einen Sehne a 
gleich ist“ (52, III). 

Mit Bezug auf diese Eigenschaft wiirde Her 'ein analoger Satz folgen, 
wie in (52, III, 2). 

56. Die Satze (52) und (54) gestatten zahlreiche Aiiwendiiiigen, 
wovon einige hier nur (luchtig angedeutet, anderc etwas ausfuhiiiclier ur- 
ortert werden sollen. 
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Zunachst mag bemerkt werden, dass ebenso, wie der Satz (52) zwei 
Kreisstucke der einfachsten Art zum Gegenstande hat, liber irgend zwfei 
complicirtere Kreisstucke ein Satz aufgestellt werden kann. Ohne auf 
diese zaklreichen Satze einzeln einzugehen, sollen dieselben, wie folgt, 
summarisch ausgesprochen werden: 

I. Wenn von jeder der beiden Figuren F und F x angegeben 
ist, aus welchen Elementen ihre Grenzlinie besteht, und welche 
von diesen Elementen gegeben sind, ebenso wie bei den frliheren 
Satzen von No. 21 bis No. 50, und wenn ferner die Summe ihrer 
Umfange gegeben ist, so kann die Summe ihrer Inhalte nur 
dann ein Maximum sein, wenn die Figuren Kreisstucke glei- 
chor Kreise sind; oder sollen die Figuren Kreisstucke sein, so 
ist die Summe ihrer Inhalte im Allgemeinen jedesmal ein Maxi- 
mum oder ein Minimum, wenn sie gleiche Radien haben. 

Diese Behauptung wird durch Hulfo des Satzes (52, 1) leicht bestatigt. 
Demi soil die Summe der Figuren F~\~F l ein Maximum werden, so mussen 
dieselben zunachst Kreisstucke sein und somit Kreisbogen L, L l entlialten; 
sodann muss, wenn man im Bereich diescr Bogen von den Figuren be- 
liebige spitz winklige Segment© aa : abschneidet und fur einen Augen- 

blick die Sehnen a 9 h y so wie die Summe 

cc — 1 — p = g 

als gegeben betrachtet, die Summe der Segmente aa-hl>$ ein Maximum 
sein ; daher mussen die Bogen a, p und folglich auch L ? L i gleiche Radien 
haben. 

IL Sollen die Figuren F und F x insbesondere Kreisstucke 
z wise hen bloss umschriebencn (gegebenen) Wink ein sein (also 
ihre Grenzlinien keine gegebenen Sehnen entlialten), und ist die 
Summe ihrer Umfange gegeben, so ist die Summe ihre'r Inhalte 
ein Minimum, wenn dieselben gleiche Radien haben. 

Audi linden hierbei zwei Grenzmaxima statt, weiin namlich die cine 
oder andere Figur gleich 0 wird. Es kann gefragt werden, welches von 
beiden das grosser© sei? Sind F und F x Kreisstucke in nur einem urn- 
schriebenen Winkel , etwa F in A und F x in B ? so haben sie in jenen 
Grenzf alien gleichen TJmfang, und dann ist F>F^ wenn Winkel A>B ist. 

In Betracht der ebenen Figuren ist der Satz II noch in einer anderen 
Beziehung nur ein besonderer Fall, namlich von dem folgenden Satze: 

III. Sind zwei beliebige ebene Figuren F y F v der Form 
nach gegeben (d. h, sollen sie zwei gegebenen Figuren f 9 f x ahn- 
lich sein), und ist die Summe ihrer Umfange U+U x gegeben, 
so ist die Summe ihrer Irfhalte ein Minimum, wenn sich die 
Inhalte wie die Umfange verhalten, also wenn 

' F : F x = U:U r 
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Vermoge des Satzes (54) sind die vorstehenden Satze I und II in 
gleieher Weise auf irgend eine Anzahl beliebiger Kreisstiicke auszudelinen. 

Wetter folgt aus den beiden Satzen (52) und (54) unmittelbar nach- 
stebende neue Reihe von Satzen iiber Figuren, welche theils durch feste 
Klein ente bedingt, theils durch feste Grenzen beschrankt sind. 

57. I. Soil die Grenzlinie einer Figur durch die Endpuncte 
einer gegebenen Gera den AB g-leich a (Taf. XI Fig. 15) gehen, 
und ist ihr Umfang gleich U gegeben, ist dieser jedoch kleiner 
als die Kreislinie iiber dem Durchmesser a, also 

U <L KCt, 

so ist der Inhalt der Figur ein Maximum, wen n sie aus zwei 
gleichen Kreissegmenten <:/.«, a(3 iiber der Sc line AB besteht 
(52, I). 

. 1st 

U > iza oder U = tu a, 

so hat die Redingung, dass die Grenzlinie durch A und B gehen soil, 
keinon Einfluss mehr, die Figur ist dann immer ein Krois. 

II. Rehalt der Umfang U constante Lange, wahrend die 
Gerade a sich andert, wiichst oder schwindet, so muss der In- 
halt beziehlich schwinden oder wachsen (33). 

Hat* a abgenommen, bis U gleich na wird, so bleibt von da an der 
Inhalt constant, namlich die Figur ist dann stets ein Kreis. 

58. I. Besteht die Grenzlinie einer Figur aus einer willkiirlich langeii 
Geraden Gr und aus einer beliebigen Linie L von* gegebener Lange; soil 
die Linie L durch einen Punct A gehen, (lessen Abstand von der Geraden 
G gleich j) gegeben ist, und ist 

L C Tzp, 

so ist der Inhalt der Figur ein Maximum, wenn die Linie L aus zwei 
gleichen Kreisbogen a, [3 besteht, welche auf G normal stehen, so dass i lire 
Mittelpuncte in G liegen (57, I). Ist 

L > icp oder L = t zp, 

so ist die Figur immer ein Halbkreis, L der Bogen und G dor Durchmesser. 

II. Besteht die Grenzlinie einer Figur aus zwei festen Geraden AB 
und Gy wovon die erste begrenzt und gegeben, die andere willkiirlicli 
lang sein darf, und ferner aus zwei beliebigen Linien a und (3, deren 
Summe 

ct— }— p = a 

gegeben ist, und welche die Endpuncte von AB mit irgend welchen 
Puncten in G verbinden, so kann der Ihhalt der Figur nur dann ein 
Maximum sein, wenn a und [3 Bogen gleicher Kreise sind, und wenn sie 
auf G normal stehen. 
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Ware statt der Geraden G ein fester Winkel GE gegeben, und lage 
die feste Gerade AB innerlialb desselben, so mussten a und p bezieMich 
aaf dessen Scbunkoln G and H normal stohen und gleiche Radian haben. 

III. Soli die Greuzlinie einer Figur aus einer willkiirlich langen 
festen Geraden G und aus einer uach Lango gegebenen Linie L bestehen, 
und soil die Linie L durch eine Reihe gegebener Puncte A, B, 6, . . . 
o'eben, wolche alio auf einerlei Seite von G liegen, so kann der lubalt 
der Figur nur dann ein Maximum sein, wenn alle Theile der Lime L 
zwisclien den auf emandcr folgenden festen Puncten, sowie die beiden 
aussersten Theile, welche den drsten und 'letzten Punet nut der Geraden 
G vcrbinden, Bogen gloicber Kreise sind (54), und wenn die beiden lctz- 

. teren zu der Geraden G normal sind (I). 

Analog ist der Satz, wenn statt der Geraden G ein tester W mkel GE 

o’cji’obcn ist. U. s. w. r 

59. Sind einc Gerade G und ein Punet A in tester Lage 

gegeben (Taf. XI Fig. 16), ist AB gleicb a das Porpendikel aus A 
auf G; ist ferncr die Lange der Greuzlinie L einer 1'igur ge- 
geben, und soil dieselbe durch A gehen und bis an G reichen, 

und ist 

L < kci, 

so ist dor luhalt der Figur ein Maximum, wenn L aus zwei 
gleicben Kreisbogen a und p bestelit, welche AB zur gemoin- 
scliaft lichen Sohne haben, und welche somit die Gerade G 
unter gleicben Winkeln sebneiden. Wenn aber 
L kcc oder L — it a, 

so ist die Figur immer ein Krcis ACD, wolcber die Gerade G 

60. Sind zwei feste parallele Gerade G, E (Tab XI Fig. 17) 
o'eo'cben, ist ihr Abstand von cinander gleicb a; ist lerner die 
Lange der Greuzlinie L einer Figur gegeben, welche an bo i do 
Geraden anstossen soil, aber iibor koine hinaustreten, jodocb 
nacli Bolicbon entweder nur einen Punet oder eine Strecke nut 
; oder gem ein haben darf, so ist dor Inhalt der Figur oin Maxi- 
mum wenn die Greuzlinie, jo nacb Massgabe ibrer Lange, iol- 
<r ende versebiedene Formen hat, namlich wenn sie 

1) im Falle L gleicli tc a, ein Krcis ^ ist, wclclicr G und 
ll beriilirt, also a zum Durchmcsscr hat; 

2) im Falle L<^a, aus zwei gleicben Kreisbogen a und 
p bestelit, welche das Perpendikel AB gleicli a zur 
gemeinschaftlichon Seline liabcn und sowobl G als E 
unter gleicben Winkeln sebneiden; und 
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3) im Falle A > -rca, aus zwei Halbkreisen a. x und (3,, wo- 
von jeder G und H beriihrt und somit a zum Durch- 
messer hat, und aus zwei gleichen Strecken CD und 
EF besteht. 

61. I. Besteht die Grenzlinie einer Figur aus einer gege- 
benen festen Geraden AB gleich 2b (Taf. XI Fig. 18) und aus 
einer beliebigen Linie L von gegebener Lange, welche an cine 
im Abstande gleich a mit AB parallele Geradc G anstossen, 
aber nicht dariiber hinaustreten soil, jedoch nach Beliebcn nur 
einen Punct oder eine Strecke mit ihr gemein haben darf, und 
soli dei Inhalt der Figur ein Maximum sein, so muss die Linie 
L, je nach Massgabe ihrer Lange, folgendo yerschiedeno Ge- 
stalten annehmen: 

1) boi ihrem kleinsten Werthe gleich 2c, der ein Grenz- 
werth ist, besteht L aus zwei gleichen Geraden AC und BC, 
und die Figur ist ein gleichschenldigos Dreieck ACB; 

2) boi einer bostimmten Lange gleich -y wird L ein Kreis- 
bogen ACB, welcher die Gerade G in C beriihrt, und die Figur 
ist ein Krcissegment A\G\B-, ° 

3) bei oilier anderen bestimmten Lange gleich 2 i-f-rnt bo- 
stcht L aus zwei gleichen Halbkreisen 8, e, welche die Gerade 
G in D und E beruhren*, und dercn Durchmessor AD, BE auf 
dorselben sonkrecht und gleich a sind, und aus dor Strecke DM 
gleich 2b; die Figur besteht aus- dem Reohteck ADEB und aus. 
den Halbkreisen AoD und BzE. 


Zwischcn diosen bosondoren Fallen nun und iihcr den letz- 
ten hiiiaus nimmt die Linie L folgendo Formon an: 

4) We un 

2 «<L< t , 


so besteht X aus zwei gleichen Kreisbogen a und (J, welche die 
Gerade G in do in bostimmten Puncto C untor gleichen Winkoln 
schnexden; 

5) wenn 


: L < 26 + 


rca, 


.so besteht L aus zwei gleichen Kreisbogen a, und welche die 
Gerade G in A t und B, beruhren, und aus dor Strecke A B , 
dor on Mitte der festo Punct C ist; und ‘ ” 

6) wenn 


so besteht L 
welche ’die G 
einem Kreise 


• 25h-tt a <c L P 

aus zwei Kreisbogen a 2 und p 3 von einerloi Radius, 
erade G in A, und B., beriihren und einander zu 
erganzen (59), indem ihre Sohnon A A., und Eli, 


Ueber Maximum und Minimum. 


231 


parallel sincl, and aus clor Streclte 4 2 5 s , deren Lange constant 
gleich 2 b, deren Lage aber veranderlich ist. 

Es ist klar, dass im letzten Fall© (6) der grossere Bogen sowolil am 
Puncte 4 als an B liegen kann. 

In alien Fallen liisst sicli der Inlialt der Figur durch die gegebenen 
Grbssen a, b and L leicht ausdriicken, z. B. im Falle (6) ist er gleich 


2ab-\ 


(JL — 27>) 2 
■ 4it 


II. Woiiit die Gerade G beliebige feste Lage hat (nur nicht 
zwischen den Endpunoten der Geraden AB durchgeht), wenn sie 
z. U. von B weitor entfernt ist als von A, wie in Fig. 19 auf 
Tal'. XI, so liiinmt die Linie L, wofern der Inlialt dor Figur ein 
Maximum sein soil, naoli oinander folgende verschiodeno Foi- 
nien an: Im Grenzfallo, wo sie am kleinsten ist, besteht sie aus 
zwei Geraden 46' und BC, welche die Gerade G miter gleichen 
Winkeln schneiden, uiul deren Summe iiberhaupt ein Minimum 
ist in It tick si oh t der Abstandq, irgend eines Punctes in G von 
ilen P uno ten 4 und B; wird nun 

L > AC-+-BC, 


so besteht sie zunaclist aus zwei Kreisbogen a und p von 
oiiierloi' Radius r, welche die Gerade G in dem nam lichen 
Pun etc 1) (zwischen C und E ) und unter einerlei Winkel <p 
schneiden; der Punot I) Ucwegt sicli von C nach E, und der 
Radius r und dor Winkel cp schwinden; erlangt L cine ^be- 
st im into Lange gleich a, so besteht sie aus cinein emzigen 
Kreisbogen AM, welclier G in E boriihrt, wobei cp gleich 0 
wird und es fortan bleibt; von da an, wenn die Lime L fort- 
vv iic list besteht sie aus zwei Kreisbogen a, und von einerlei 
Radius r, welche die Gerade G in 4, und /?, beriihren, und aus 
der Struck e 4,4, ; die Puncte 4, und B i entfernen sich von E 
boziehlieh nach C uiul F liin, der Radius r schwindct noch 
ininier, und von den Bogen a, und p, ist joder kleiner als der 
U alb lire is; cndlich tritt der Zustand ein, wo der Bogen p, em 
llalbkreis wird, welclier das Perpendikel BF 'von B auf G zurn 
I) urc bin esse r hat, uiul in wolchem Falle der Radius r em Mini- 
wird, 7 \ in F fallt und 4, die grossto Entfernung von L 
erre.icli I., nach 6 hin odor dariiber hinaus; von da an, wenn L 
Jailer wiichst, wird p, immor mehr grosser und a, immer mein 
k lei nur als der llalbkreis, dor Punct 4, bewegt sich nick waits 
1)iU ,ti /<; F, ... bin, er I'olgt dem Puncte B x nach, dei Radius 
(1 ii die Strecke 4,/i, wachsen immer fort. 
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62. Soli die Grenzlinie einer Figur A an jede Seite eines 
gegebenen Polygons P anstossen, kann sie jedoch nach Be- 
lieben nur einen Punct oder eine willkiirliche Strecdcc mit der 
jedesmaligen Seite gemein haben, und ist der gauze Urn fan., 
der Figur F gegeben, so kann ihr Inhalt nur dann eiu Maxi** 
mum soin, wenn alia ihre Umfangstheile, welche die auf ein- 
ander folgenden Seiten des Polygons P verbinden, Bogen o-lei- 
clier Kreise sind, und wenn jede Seite von den beiden an sie 
anstossenden Bogen unter demsclben Winkel geschnitten wild 
der gleicli 0 ist, wenn die Seite eine Strecke mit der Grenz’ 
1 1 me von F gemein hat, oder wenn insbesondere beido Bogen 
denselben Mittelpunct haben (61, II). . b 

Die Betrachtung der Grenzen der Figur F ffihrt zu einigen inter- 

essanten Resultaten, welche im Nachfolgenden zum Theil niiher erdrtort 
werden sollon. 

63. I. Lasst man den Umfang der eiiigoschriobenen Figur F sick 
andern, kleiner oder grosser werden, wahrend das Polygon P unvoriindert 
bioibt, so lassen sich die Grenzen, * welche jenem Umfange znkoramou 
sowie die lorm, welche die Figure dabei annimmt, im Allgemeinen 
mclit loiclit angeben, annul wenn das gegebono Polygon P im weitercu 
Smne gonommen wird. Ja selbst wenn P ein convexes Polygon ist und 
( lo bigur F ausdrucklich auf dessen inneren Baum beschriinkt -sein soli 
lassen sich die genannten Grenzfallc niclit immer leicht erkeunon, indein 
diese Bedmgung m gewissen Fallen der Natur der Sache widerstreitet 
Wohl kann man sagen, dass unter dieser Voraussetzung der Umfang von 
j eil 1 f bestlmmte obere Grenze habe, nainlicli den Umfang des Polygons 
1 selbst. Dagegen kann die untere Grenze, wo dor Umfang von /am 
klomsten ist m Ansehung der Form von F sehr verschiedon ausfallen 
f nach Bescliaffenheit des Polygons P. Indessen giebt es versohiedeno 
bestimmte Falle, wo die Figur F bei dieser Grenze in ein (geradliniges) 
o ygon A; ubergeht, welches dem Polygon P emgeschrieben und mit 
ihm von gleicher Gattung (gleicher Seitenzahl) ist. Dabei sind die Seiten 
des Polygons A, als Kreisbogen von einerlei Radius anzusehen, weleher 
unendlich gross geworden ist, mid es muss, wie zuvor bei den wirkliclien 
Kreisbogen bei A, jede Seite des Polygons P mit den beiden anstossenden 
Seiten des Polygons A, gleiche Winkel bilden. Aus dieser' Eigenschait 
des Polygons A , folgt zugleich, dass 'in Rficksicht auf alle dem „e- 
gebenen Pdygon A ^geschriebenen Polygene sein Umfang 
Minimum ist (oder dass es wenigstens mit zu denjenigen Poly- 
gonen gehort,. deren Umfang ein Minimum ist, wie sich in dem Fol/i- 

C T :7T T lrd> 0 , b aber ’ wenn ein Po] yg° n F i (lie . genannte Eigen- 
schaft hat, dass namlich jede Seite von P mit den beiden anstossenden 
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Seiten von P, gleiche Winkel-bildet — ob claim auch allemal umgekehrt 
dasselbe als Grenze der Figur F anzusehen sei, muss noch naher unter- 
sucht warden. Ueberhaupt entsteht bier die Frage, ob einem gegebenen 
Polygon P im AUgomoinen immer ein Polygon F t mit der genannten 
Eigenscbaft sich cinschreiben lasse, oder welcbe besondere Eigenschaft P 
haben miisse, damit dies moglich sei; und wenn cs moglich ist, ob daun 
A; auch in der That als Grenze' der Figur F zu betrachten sei. 

Dass in gowissen Fallen das Polygon P] mit der geforderten Eigen- 
schaft moglich ist, davon iiborzeugt man sich leicht. Penn wird umge- 
kehrt dasselbe fur einen Augenbliek als gogeben angenommen, so 1st das 
zugehorigo Polygon P bestimmt und leicht zu construiren; namlich die 
Geradon° welcho die ausseren Winkel des Polygons P\ halften, sincl die 
Seiten des Polygons P. 

Die aufgestollton Fragen werden duroli folgondo Andoutangen beant- 
wortet: 

II. Angenommen das Polygon F x sei dem Polygon P aid die be- 
sprochene Weise cingeschrioben. Heissen die Winkel von P nacli der 
Reihe A v A,, A v .. . A m , und die Winkel von P\ glemherweise a„ a„ 
a 3 , ... a m , wo die Ecke a, in der Scito A l A i , a, in u. s. w. 

liegon soli. Daun hat man 

1 2 A, = a,„ A-a L , 

2A.j = «, , 

2 A., = (i., -l-o..., 

2A m — a m —i-\-a m . 

Aus diesen Gleichungcn scliliesst man Folgendes: 

1) 1st die Soitenzahl dor Polygone uugerade, ist 

m — 2 m - 1 - 1 , 

so sind die Winkel des einzusclYreibondcn Polygons P\ durch 
d ie Winkel des gegebenen Polygons P bestimmt und unmittol- 
bar durch diesclbon auszudriicken; namlich jeder Winkel von 
B\ ist gleich dor DilTerenz zwisohon dor Summe der Winkel 
von P mit ungeradem Index und der Summe der Winkel von 
P mit geradem Index, wofern die Zahlung dor letzteren so 
gesehieht, dass von den beiden Winkeln, welcho jenom zu- 
niichst liegon, der cine der erste und der andore der letz.te 
ist. So ist z. B. 

(P) a m = (A,-M 3 4 l-A' 2B+1 )-(A a +4,H Ms*)- 

2) Ist dagegen die Soitenzahl gerade, ist 

m — 2 n, 
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so sind die Winkel des Polygons F 1 nicht in gleicher Weise 
bestimmt. Aber dafiir sind die Winkel des Polygons P eincr 
bestimmten Bedingung unterworfen, so dass also dasselbe 
kein beliebiges Polygon sein kann, niimlich es ist die Summe 
seiner geraden Winkel gleich der Summe der ungeraden, also 
i I -d; 1***1 == A 2 — J— A 4 — [-•••• — J— 

Im Falle (1) ist das Polygon F t im Allgemeinen immer moglich, 
olme dass das Polygon P besondoren Bedingungen unterworfen wird, und 
zwarjst jenes absolut (oder einfach) bestimmt. Dasselbe wird jedocli als 
Repriisentant und Grenzfall der Figur F (nach der obigen engeren Forde- 
mng I) im Allgemeinen untauglich, sobald einigo von seinen Wiukohi 
ucgatiy werden, was, wie aus dem vorstehenden Ausdrucke (B) zu seben 
ist, leicht eintreten kann. . 

Im Falle (2) aber, wonn die Winkel von P der aufgeste.il ten Bediu- 
gang (C) geniigen, ist F t nicht in gleicher Weise absolut bestimmt, viol- 
mohr sind dann zugleich unendlich vielo Polygono /, moglich, welclie alio 
dem Polygon P outer den obigen Bedingungen oingoschrloben sind, und 
deren Umfang also ein Minimum ist, d. h. sie baben alio miter sich gioi- 
chen aber kloinoren Umfang als jedes andere dem P eingesohriebene 
Polygon. Unter dieser Menge von Polygonen f x befindet sich nun aucli 
das Polygon F x , welches die Greuze dor Figur F ist, und zwar kann 
dasselbe oilenbar nur dasjenige sein, dessen Inlialt unter alien ein Maxi- 
mum ist. 


Wie in beiden Fallen das Polygon F t , odor wie im letzteii Falle bo- 
liebige Polygone /, gefunden werden, ersieht man am klarsten aus der 
lolgenden Betrachtung , durcli welchc die Eigeuschalt dieser Polygone von 
einer neueu Soito beleuchtet wird. . ” 

III. A. Sei ein beliebiges Polygon P mit ungcrader Seitenzahl gleicli 
2w+l gegeben. Von irgend einoin Puncte a dor ersten Soito M^Ugeho 
ein Lichtstrahl aus, der mit ihr einen beliobigen Winkel a bildet, und 
falle auf die zweite Seite; von dieser word© er reflectirt oder so gobroehou, 
dass dor gcbrochene Strahl gerade die entgegengesetzte Richtung des re- 
llectirten hat, und auf die dritte Seite geworfen, von dieser in gleiclier 
Weise auf die vierte, u, s. w., und wenn er endlich von der Jotzton Seite 
aul die erste fallt, diese in einem Puncte b und unter einem Winkel p 
tiillt, werde er von derselben noclunals auf die zweite, von dieser auf die 
dritte u . s. w. geworfen, bis or zum zweiten Mai auf die erste Seite zu- 
ruckfallt, sie in einem Puncte c und unter einem Winkel T trilft; so l>e- 

stohen dabei folgentle Gesetze, von deren Richtigkcit man sich leicht 
tiberzeugt: 

1) Es ist allemal Winkel 

T — 
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2) Bleibt cler Winlcel a constant, wahrend der Ausgangs- 
punot a seine Lage (in der Seite -4,A 2 ) boliebig iindert, so 
bleibt auch die Strecke ac constant, und so bleibt auch in 
gowissem Sinne der Weg des Lichtstrahles constant, in dem 
Sinne namlicli, dass wenn dor Licbtstrabl allenthalben bloss 
rofloctirt wird, dann alle Theilo des Weges positiv, wenn er 
aber in einzolnen Puncten gebroclion wird, alsdann die Weg- 
theile vor und naclr der jodesmaligen Brechung mit entgege'n- 
ge setzten Vorzeiclien (4- und — ) genommen werden, wenn 
also, mit einem Worte, nacli jeder. Brechung der Weg sein 
Zeiehen and or t. 

■1) V iir jeden gegebcnoji Winkel a giobt es im Allgemeinen 
o.ino bestiinmte Lage des Ausgangspunctes a, bei welcher dor 
Pun ut h mit ihm zusammentrifft ; und fur jede Lage des 
Punotos a giobt os einen bestimmten Ausfalls- Winkel a, bei 
wo. lch cm gleichfalls b auf a fiillt. 

4-) Us giobt allemal einen, aber nur einen bestimmten 
Winkel a, bei welcliem erstens besttindig die Strecke 

ac — 0 

ist, d. h. bei welcliem stets dor Endpunct c auf den Anfangs- 
punotu. fiillt, es mag dieser liings der Seite A l A i angenommen 
werden, wo man will; "so dass also der W eg des Lichtstrahles 
allemal ein Polygon / 2 von 

2m = 4 w4-2 

Seiten ist, welches dem Polygon P so eingeschrieben ist, 
dass es in dem sol ben zwei Umliiufe macht, also in jeder Seite 
d esse I ben zwei Ecken hat, wie z. B. in dor ersten Seite A 1 A a 
die Ecken a und- b. In diosem Falle ist zweitens Winkel 

P = 

d. b. der Liohtstrahl kehrt schon nach dem ersten Umlaufe 
„ liter demselben Winkel auf die orste Seite zuruck, unter 
welcliem er sie vcrlassen hat, so dass dahor die Seiten jedes 
Polygons/., paarweise parallel sind. Brittens ist dor Umlang. 
des' Polygons /, constant, wofern er als Weg des Lichtstrahles 
in gleicheni Sinne genommen wird, wie im zweiten lalle. 
Viertens sind die Ecken a, und b allemal gleioh weit von einem 
fasten Punctc m in der Seite A t A.j entfernt, so dass immei 

am = mb 

ist, und das sol bo gilt von jeder anderen Seite; wird o in w 
angenommen, so fiillt auch b dahin, d. li. so kehrt der Licht- 
K i. pah 1 schon nach dem ersten Umlaufe in some Balm zurucc, 
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or beschreibt ein Polygon F t von 2»H-1 Seiten, welches er 
beim zweiten Umlaufe mir wiederliolt, so class also dasselbe 
urn als Polygon/; angesehen zu werclen, doppelt genommeu 
werden muss. Endlich ist dieses besondere Polygon fiinfteus 
gerade das oben(ll) bosprocheno Polygon dasselbe ist aucli 
unter alien Polygonen/; dasjenigo, dessen Inhalt ein Maxi- 
mum ist (wolern es namlich, wie soeben bcmerkt worden 
doppelt genommeu wircl). ’ 

. R Das .f^bene Polygon P habe eine gorade Zald gleich 2 n von 
becten. Ein Lichtstrahl bewege sieh auf gleiche Weise in demselben wie 
vorhin, er gelie von irgond einem Puncte « dor ersten Seite A A aus 
nlde mit ihr eincn beliebigen Winkcl a,.treffe sie nach dem ersten Um- 
aulo in einem Puncte b und unter einem Winkel p, u. s. w., so linden 
hier folgende Gesetzc statt: 

1) Es ist allemal 

a— p == (Jj-f-Mj-f PA 2n -i)— (A. J A-A i -+----A-A 2u ) = u. 

2) 1st nun dioso Dillerenz u zu it commcnsurabel, so win! 
der Lichtstrahl nach ein or bestimmten Zahl von Umlaufen 
unter demselben Winkel auf die erste Seite fallen, unter 
vvelchem er anfiinglich von ihr ausgegangen ist; er treffe sie 
lm Ptmcte t und unter dem Winkel t, so ist also 


Bleibt a constant, wahrend a seine Lage andert, so bleibt 

auch die Strecke at sowolil, als der Weg des Liehtstrahles 
constant; u. s. w. 

3) Es sei 

u — 0 , 

d. h. es sei die Summe der geraden Winkel des gegehetien 
I olygons P gleich der Summe der .ungeraden, so Estate, is 

P = a, 

d. h. so lallt der Lichtstrahl schon nach dem ersten Umlaufe 
un er demselben Winkel auf die erste Seite zuriick, unter 
welchem er sie anfiinglich verlassen hat. Wonn zweitens der 
Winkel a derselbe bleibt, aber der Anfangspunct « seine La»o 
andert so bleibt sowohl der Weg des Liehtstrahles, als der 
Abstain! ab seiner Endpuncte a und l von einander constant, 
mittens giobt es allemal einen bestimmten Anfangs-Winke! a 
bei welchem miner der Punct b auf a fallt, mag letzterer an- 
genommen werden, wo man will; so class also der Wee des 
Liehtstrahles allemal ein dem gegebonen Polygon P edm-c- 
schrie bones Polygon f x von gleiclier Gattung und von con- 
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stantem Umfange ist. Yiertens befindet sich unter dies on 
Polygonen f x das oben (II) genannte Polygon F V: welches die 
Grenze der Figur F darstellt, und zwar ist es dasjenige, 
(lessen Inhalt ein Maximum ist; andererseits hat dasselbe 
die charakteristische Eigenschaft: „dass die Summe seiner geraden 
Seiten gleich ist der Summe der ungeraden“, wo dure li dasselbe voll- 


k o mme n besti mint ist. 

C. Es ist zu bemerken, dass der erste Satz (M), bei welchem das 
gegebene Polygon P cine ungerade Zahl von Seiten hat, als besonderer 
Fall des zweiten (B, 3), wo die Seitenzahl gerade ist, angesehen werden 
kann; denn da bei (A) zwei Umliiufe stattfinden, so ist dies ebenso viel, 
als wenn das Polygon P die doppclte Zahl von Seiten, also 2 m odei 
4n-+-2 Seiten hiit'tc und nur ein Umlauf stattfande, wobei aueh. in der 
That der Bedingung in (B, 3), dass u gleich 0 sei, geniigt wil’d. Dem- 
gemiiss gilt denn auch die folgondo Construction sowohl fiir die Polygone 


/', als / 3 . 

Zum Behufe dieser Construction mag zuvorderst bemerkt werden: 


1) dass die entsprechcnden Seiten der verschiedenen Polygone f\ 
unter sich parallel sind (vermoge des constanten Winkels a); 

2) dass ferner, sobald die Richtung irgend einor bestimmten Seito 
go fund en ist, dann die Riclitungen allcr iibrigen Seiten als gegeben, und 
somit auch alle Polygone f\ als gegeben oder als gefunden zu betrachten sind; 

3) und dass endlich z. B. die erste Seito a/t, irgend eines dor Poly- 
gone /',, deren Endpuncto a , und a., in den zwei ersten Seiten A,A, und 
A., A.', des Polygons P liegen, durch oinen bcliebigon gegebonon Punct p , 
gehen kann. In der That wird diese Seite, wie folgt, gefimdon: 

„ Aus dem gegebenen Puncte jp, falle man auf die zweito Seite A,A :i 
von P das Perpcndikel p/j„ nehme in dessen Yerliingerung don Punct, p, 
so, dass 


Mi = MB 


aus p, falle man auf die dritte Seite J t A 4 das Perpondikel p,q, und 
nolune in dessen Yerliingerung den Punct p 3 so, dass 


pa = m 2 ; 

ebenso construiro man durch das Perpondikel aus p 3 auf die Seito A 4 A 3 
den Punct p 4 , u. s. w., bis man endlich durch das Perpendikel aus dem 
Puncte p m auf die erste Seite A., A, zu oinem Puncte p m+l gelangt, wel- 
clier in der verlangten Seite a t a 2 (oder in ihrer Yerliingerung) liegt, so 
dass also dieselbe in der durch die beiden Puncte p 4 und p m+ 1 be- 
stimmten . Geraden liegen muss“. 

Nach den friiheren Andeutungen ist es nunmehr auch leicht, lur 
beido Falle das bosondere Polygon F] zu finden, sobald man durch das 
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eben bescliriebene Verfahren bereits irgend ein Polygon f\ oder f con- 
struirt hat. ' ' 

Hat I eine ungerado Zalil von Seiten, so ergiebt sich fur die Poly- 
gone noch eine andere Construction aus der obigen Eigenschaft (II, 1). 
wonach namlich der Wink el « oder die Richtung der Seite a 1 a 2 aus den 
Wiukeln des gegebenen Polygons P umnittelbar gefunden wird. 

64. Folgende einfache Beispiele von den betrachtoten Figuren und 
Satzen (62 und 63) verdicnen noch besonders erwahnt zu werden: 

I. Wenn das gegebene Polygon P in (63, III, B, 3) insbesondere ein 
Vieieck ABC B ist, so muss dasselbe einem Kreise eingesebrieben sein 
veil Winkel ’ 

A+C = Ba-D. 

Die Him eingeschriebenen Yiereckc /, vom kleinsten Umfange sind durch 
eiu neues, etwas einfacberos Verfahren zu finden als das vorigo, und zvvar 
wird zuniichst. das besondere Viereck F„ dessen Inhalt ein Maximum ist, 
und welches die Greuze der Figur F darsfellt, durch folgende Construction 
gefunden: 

„Ma,n ziehe in dem Vierecke ABCD die Diagonalen AC und SI), 
falle aus ihrem Durcbsclmitte E die Perpendikol Ea, Eb, Ec und Ed auf 
die Seiten des Viorccks, so sind die Fusspuncte a . , b, c und d die Eoken 
des genannten Vierecks F l . a 

Dieses Viereck F t oder abed hat aucli - die Eigenschaft, dass es 
einem Kreise umschrieben ist, welcher E zum Mittelpunct, bat. 

Die tibrigen Vierecke /, oder a 1 b i c 1 d l werden numnobr erhalten, wenn 
man eine Ecke «, beliebig annimmt und sodann die Sei ten a b , h e 
den entsprechenden Seiten ah, be, ... des Vierecks abed parallel’ ziebt. 

H. Wenn im obigen Satze (62) das gegebene Polygon P insbesondere 
ein Dreieck ABC ist, und wenn die einzuschreibende Figur F ausdriicklich 
auf dessen inneren Raum beschrankt sein soil, so kommen der Grenzlinie 
L von F folgende verschiedene Formen und Gronzen zu: 

1) Bei einer bestimmten Lange von L, etwa boi L glei.cb a, 
wird F der dem Dreieck eingeschriebone Kreis. 

2) Ist L > a, so besteht L aus drei, die Seiten des Drei- 
ecks paarweise beriihrenden Kreisbogen von oinorlei Radius, 
und aus drei Strecken der genannten Seiten. 

3) 1st L<a, so besteht L aus drei Bogen gleichor Kreise, 
welche ein dem Dreieck ABC oingoschri.e bones, krummliniges 
Dreieck oc[3 T bidden, und wobei jede Seite des ersteren von den 
beiden anstossenden Seiten- des letzteren unter gleieben Win- 
keln geschnitten wird. Die drei Geraden, welche die Winkel 
des krummlinigen Dreiecks apy halfton, treffen sich in irgeiul 
einem Puncte I). Ist das gegebene Dreieck ABC spjtzwin klig, 
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SO ist die untere Greuze von F (oder vom Dreieck ct[3y), nam- 
lich F 1 (63), d'asjenige geradlinige Dreieck abc , dessen Ecken 
in den Fusspuncten a , b, c der Perpendikel liegen, welche aus 
den Ecken des Dreiecks ABC auf die Gegenseiten gefallt wer- 
den. Das Dreieck abc hat demnach unter alien dem gegebenen 
Dreieck ABC eingeschriebenen Dreiecken den kleinsten Urn- 
f ang; di e Gera den, welche seine Wink el halt ten, sind zu- 
gleich die genannten Perpendikel, die sich in einem Puncte D 
troffen; seine ausseren Wink el aber werden durch die feeiten 
des Dreiecks ABC gehalftet. 

Bemerkung. Die hier angegebenen Eigenschaften und Satze vom 
ebenen Dreieck ABC finden in ganz analoger Weise far das spharische 
Drei eck statt. In wie weit der vorige Satz (I) fiber das Viereck A BCD, 
oder liberhaupt die obigen Satze (63) Tiber die Poly gone P, J , und J\, aui 
der Kugeldache in analoger Weise stattfinden, oder was an deren Stelle 
tritt, ist noch zu uutersuchen. Dass das Polygon F x , als Grenze der 
IGgur F, auf gleiclie Weise existirt, ist einleuchtend, ebenso, dass zugleich 
sein Umfang ein Minimum ist. Auch wird*, wenn man das Polygon F l 
als gegeben annimmt, dann das Polygon P durch die namliclie Con- 
struction erhalten, wie oben (63, I). 

65. Gleichwie boi dem obigen Satze (62) die zu bcschreibende 
Figur F durch teste Gerade, (lurch die Seiten eines goradlinigcn Polygons * 
p beschriinlvt ward, ebenso konnon zu gleichem Zwecke beliebige teste 
Cur ven, oder ein Curven-Polygon P, angewendet werden. Der Satz scheint 
dann all gemei n or — aber im Grundc berulit or dock nur auf dem vorigen 
Satze, weshalb dean auch die Ilaupteigenschaften der Figur F dieselben 
blcibon, wie dort, nfimlich: Der Inhalt der Figur F kann nur dann 
e i n M a x i in u m s e i n , w e n n 1) a 1 1 e T h e i 1 e i h r e s IJ m I a n g e s , 
w c 1 c li e d i e a u t e i n a n d e r f o 1 g e n d on t e s ten ( > u r v e n o d e i S e i t e n 
von P x verbinden, Bo gen gleicher Kreise sind, und 2) wenn 
je zwei von diesen Kreisbogen, welche an dieselbe Curve 
(odor Seito von) P, anstossen, diese entweder im namlichen 
p n n (» t e u n d u n t e r g 1 e i. c h e n W i n k e 1 n t rotten , o d e r si e i n ver- 
sc hie den on Pune ten beriihren. Dieser Satz gilt ubrigens nicht nui 
in der Ebene und auf der Kugelflaohc, sondern er findet in analoger Weise 
auf jeder beliebigen k rum men Fliiche statt, was ich bereits schon bei einer 
anderen Gclegenhoit ausgesprochen babe ' ! '). N ami ich man hat tolgenden 
allgcmeinon Satz: 


*) 8. „Bericht fiber die zur Bckanntmaehung geeigneton. Yorhaiidlimgen der Kbnigl. 
Akaderaie der Wissenschaften zu Berlin", April 1839. Of. Bd. II. S. 165. dieser Aiis- 
gabe. 
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„Wenn auf irgend einer krummen Flache S irgend eine 
Anzahl beliebiger Curven, oder ein Curven-Polygon P, g@. 
geben ist, und wenn in dasselbe eine Figur F von gegebenem 
Umfange so eingeschrieben werden soil, dass ibre Grenzlinie 
an jede Seite des Polygons P, anstosst, so kann ihr Inhalt 
nur dann ein Maximum sein, wenn sie die charakteristische 
Eigenschaft hat, 

1) dass die Theile ihrer Grenzlinie, welche die auf ein- 
ander folgenden Curven oder Seiten von P t verbinden, so be- 
schaffen sind, dass, wenn man langs eines solchen Theiles an 
die Flache S eine beruhrende abwickelbare Flache lcgt und 
diese sodann abwickelt, jener Thoil dabei in einen Kreis- 
bogen iibergeht; 

2) dass alle diese Kreisbogen gleiche Radien haben; 

3) und dass endlich jede Curve oder jede Seite von P 
von den beiden an sie anstossenden Thcilen entwedor ini 
namlichen Puncte getroffen und unter gloichen Winkoln ge- 
schnitten, oder in vorschiodeuen Puneten boruhrt wird.“ 

66. Auch bei diesem allgemein'en Satzc (65) kann die Figur B in 
ihrem Grenzfalle .in ein Polygon P, fibergehen (63), dossen Seiten niim- 
lich kurzeste Linien auf der gegebenen Flache S sind, welche bei der 
vorgenannten Abwickelung in Gerade fibergehen. Zugleich hat dieses 
1 olygon F 1 auch die Eigenschaft, dass sein Umfang im Allgemoinen ein 
Minimum oder Maximum ist in Beziehung auf alle Polygone, welche deni 
1 olygon Pj .in gleicher Weise mit kiirzesten Linien eingeschrieben sind. 
Im Allgemeinen scheint auch das Umgekohrte behauptet wordon zu konnen, 
namlich: dass, wenn dem Polygon P, ein Polygon F t mit kiirzesten Linien 
eingeschrieben ist, dessen Umfang ein Minimum oder Maximum wird, dass 
dann dasselbe zugleich auch ein Grenzfall der Figur F sei. Der folgonde 
specielle Fall macht jedoch zum Theil hiervon eine Ausnahme. 

In der Ebene insbesondere, wo P, irgend ein System von m feston 
Curven oder ein Curven-Polygon ist, wird F 1 ein geradliniges Polygon, 
und die. in seinen Ecken an die respectiven Curven golegten Tangonten 
bidden ein Polygon P, zu welchem F 1 dieselbe Beziehung hat, wie oben 
(63). Namlich es muss offenbar das Polygon P, auch in Riicksicht des 
Polygons P ein Grenzfall der diesem lotzteren eingeschriebenen Figur F 
sein; der Umfang von P, muss in Beziehung auf alle dem Polygon P 
eingeschriebenen Polygone ein Minimum sein; die aussoren Wink el von 
P, mussen durch die Seiten von P gehiilftet werden; und endlich muss, 
im Falle m gerade, also 

m = 2n 

ist, die Summe der Winkel von P mit geradem Index’ dor Summe der 
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Winkel mit -ungeradem Index gleich ’ sein. In diesem Falle, wo 

m = 2n 

muss ferner das Polygon F 1 die Eigenschaft haben, dass die Summe seiner 
Seiten mit geradem Index gleich ist der Summe der Seiten mit ungeradem 
Index (63, III, B, 3). Wenn dalier dem Curven-Polygon 1\ von 2 n Seiten 
ein Polygon j\ so eingeschrieben wird, dass sein Umfang ein Minimum 
oder ein Maximum ist, so folgt daraus noch niclrt, dass dasselbe aucli 
zu gleich ein Grenzfall der Figur F sei; sondern dies ist nur dann moglich, 
wenn auch zugleich die Summe seiner Seiten mit geradem Index gleich ist 
der Summe seiner Seiten mit ungeradem Index. Dies ist die vorerwahnte 
Ausnahme ; sie finclet nicht statt, wemi m ungerade, also wenn 

m — 2^+1 

ist. In diesem Falle hat man nnter anderen den folgenden speciellcn Satz: 

Sollen die Ecken eines Dreiecks abc (oder F x ) beziehlich 
in drei fes ten Gurven A, B, G (oder P x ) liegen, so ist sein 
Umfang nur dann ein Minimum oder Maximum, wenn die Nor- 
mal en der Gurven in den Ecken des Dreiecks do s sen Winkel 
* h all ten und somit, allc drei sich in einem Puncte treffen; oder 
wenn die Normal© in jeder Ecke mit den Tangenten in den 
beiden anderen Ecken in einem und demselben Puncte zu- 
sammentri f ft (64,11). 

Dieser Satz findet auf der Kugelflache in analoger Weise statt. 

67. Bei der letztcn Betrachtung kann man in der Ebone noch in 
anderer Hinsicht zu speciellcn Fallen, iibergehen, wie z. B. wenn statt der 
m festen Gurven P x cine einzige Curve 1\ gegeben ist, in welche cine 
Figur F odor ein gcradliniges Polygon /, unter ahnlichcn Bedingungen 
eingeschrieben werden soli. Die Eigenschaft des Polygons f x bleibt die- 
selbe wie vorhin, namlich: 

Unter alien einer gegebenen Curve P, eingeschriebenon, 
g g r a cl 1 i n i gen, itt -so i t i g e n P o 1 y g o n en kann n u r b e i d e m j e n i g e n 
f dor Umfang ein Minimum odor ein Maximum sein, welches 
die Eigenschaft hat, dass seine* Winkel durch die Normal on 
der Curve gehalftet werden. 

Es kann hierbci die Aufgabe gestellt werden: Fur den besonderen 
Fall, wo die gegebone Curve I\ eine Ellipse ist, das genannte 
Polygon j\ vom gross-ten Umfange naher zu bestimmen oder 
zu (in den. 

68. Von dem eben betrachtcten Polygon / vom kleinsten (oder 
grossten) Perimeter nchmo ich Anlass schliesslich noch von dem gerad- 
linigen Polygon p zu sprechen, welches einem Curven-Polygon oder einer 
Curve l\ in ahnlicher Weise eingeschrieben ist, und (lessen Inhalt ein 
Maximum oder ein Minimum sein soil. Man hat den folgenden Satz: 
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Wenn ein w-seitiges, geradliniges Polygon p einem gego- 
benen m-seitigen Curven-Polygon (oder einer einzigen Curve) 
J \ eingeschrieben ist, so kann sein Inhalt nur dann ein 
Maximum oder ein Minimum sein, wenn die Tangente in 
jeder Ecke (des Polygons p an die respective Curve) mit der 
Diagonale, welche die zu beiden Seiten zunachst folgenden 
Ecken verbindet, parallel ist. 

Auf der Kugelflache hat man einen gewissermassen analogen Satz. 

Ist insbesondere P, eine Ellipse, so sind bekanntlich zugleich unend- 
lich viele Polygone p moglich, welche der genannten Bedingung genugen; 
sie haben alle unter sich gleichen Inhalt, der ein Maximum ist. 

Bemerkung. Wie im Yorstehenden die Polygone /, und p dem 
Curven-Polygon P 1 eingeschrieben sind, ehenso konnen sic domselben um- 
schrieben und dabei in gleicher Weise nach der cliarakteristischen Eigen- 
schaft gefragt werden, welche sie haben miissen, damit entweder ihr Um- 
fang oder ihr Inhalt ein Maximum oder ein Minimum sci. 


Ueber Maximum und Minimum bei den 
Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
tiiicbe und im Rauine tiberhaupt. 

Zweite* AWiandlung. 


Hievzu Taf. XII— XIV Fig- 1 — 17. 



Ueber Maximum mid Minimum bei den 
Figuren in der Ebene, auf der Kugel- 
iiacbe nnd im Raume uberbanpt. 

Zweite Abhandlung. 


Von den ebenen nnd spbariscben Figuren (Fortsetzung). 

Wiewohl die in der ersten Abhandlung fur die ebenen und spha- 
rischcn Figuren befolgte Bewcisart in Ructsicht auf Eleganz und A1 go- 
meinbeit nickts zu wiinschen liisst, und obsclron sie in dieser beziehung 
alle folgenden Bewoisarten woit ubertreffen mochte, so halto loh es dooli 
in dor Hinsickt fur dienlich, die lctzteren bier kurz anzudeuten, well cs 
bei einem Gegenstande wie der gogenwartige, welchor noch so sehr der 
Ausbildung bedarf, immor wiinscbenswerth 1st, versclnodene Wcge zu 
kennen, auf dcnen irgend welche Siitze sicli besonders leicht odei klai 
darstellen lassen, urn ein analoges Verfaliren m anderen fallen, w . 
mit Vortbeil geschehen kann, in Anwendung zu bnngon. Die violen 
Beweisarten sind Folgen der verschiodonen Vcrsucbe, welche ich zu An- 
fang meiner Untersucbungon in der Absielit unternommon babe, den Gegcn- 
stand moglickst zweckmassig und vollstandig zu bobanc e n. 

Wie bereits im Eingango der ersten Abhandlung bemerkt , 1 

von den nacbfolgenden vier Bewoisarten nur eine fur die splianscien 

Figuren giiltig. 
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Zweite Beweisart- 

I H iir die ebenen unci spharisclien Figuron. 

Erster Eundam entalsatz. 

1. „Unter alien Droiocken iiber derselben Grundlinie und 
von gleichor Schenkelsumme hat das gleichsclienklige den 
grossten Inhalt. “ 

Ich begntige mich, auf den Bewcis dieses Satzes in der ersten Ab- 
handlung (3) zu verweisen. 


Zweiter Fundamentalsatz. 

2. „Von alien Dreiockon mit domsolben Winkel an dor 
Spitue und von gleichor Schonkolsummo liat dasjenige den 
grossten Inhalt und zuglcich die kleinsto Grundlinie, welches 
gleichschonklig ist.“ 

Beweis. Von don zwoi Dreiockon ACB und DCE (Taf. XII Fig. 1), 

die den Winkel C an der Spitz e gemein haben, sci das erste gleicli- 
sclienklig, also 

CA = CB, 

und dem Satze gemitss soi 

AC-j-BC = D(J-\-E(J; 


so ist zuniichst 


und Winkel 


AD = BE 


Man ziehe die Gerado DF so, dass sic gleich DA, so ist aucli 

DF = BE 

und Winkel 


y = a = J3, 

woraus man schhesst, dass die Dreiecke DFE und EB1L congruent sind 
also Droieck DAE> EBE und folglich auch Dreieok 

ACB > DCE, 

was die erste Bohauptung des Satzes ist. 

Die andere Behauptung folgt daraus, dass 

DE = HE=\DE mid FU = MB, 
sowie terner, wenn DG auf AF perpendicular, 

AG = GF, 


und daher 


GII = \AB; 
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im rechtwinkligen Dreieck DGE ist aber DH> GS, also %DE>%AB, 
und lblglich 

‘ DE> AB. 

Be merit ung. Wie man sieht, gilt dieser Beweis fur die spharischen 
Dreiecke im Allgemeinen auf iibereinstimmende Weise (s. Abli. 1, lb), 
nur bedarf der Satz einer miheren Bestimmung; namlich es kornml 
darauf an, ob die gcgebeno Scbenkclsumme 1) klemer 2) 0 “ 

3) grosser als der halbe Hanptkreis ser; derm im ersten Falle isi das 
gleichschenkllge Dreieck ein Maximum, wogogcn os im dnttot . em M 
m am and im zweiten koines von boiden ist, werl hrer alle ™ Satze m- 
begriffenen Dreiecke gleichen Inhalt haben. In al en dresen l alien 
aber immer das gleichschcnklige Dreieck die klemste _ Giundlmi 

B. Zusatze. I. Von je zwei dor im vorigen Satze nbe 
oril'lenen Dreiecke liat dasjenige kleineren Inhalt und z 
gleich die grossere Grundlinie, dessen Schonkel die grosseic 

Differenz haben; und auch umgekehrt. 

Derm da nach dem vorigen Beweise (2) die Differenz zwischen dcm 

... n • l A rii ZT‘t (' XII l f i«J' II und lrgeiul einem un- 
gleiclischenkligen Dreieck ACb (lal. AH iv y m » 

gl e ichschenkl igen DGE aus einem gleichschenkligen Dreieck ADI b - 

steht, dessen Schonkel 

AD = FD = BE = {-(CE CD), 

d.h. gleich der lialben Differenz zwischen den Schcnkeln des Dreiecks 
D( 'E ist so ist klar, dass dieses Dreieck DOE urn so klemci wuc , J 
mehr die’ Differenz seiner Schonkel zimimmt. - Dass dabei zugleich auch 
die Grundlinie DE wachst, ersieht man aus dem reclitwmkligen Dreieck 
DGE dessen eino Katliote GE constant bleibt, wahrend die andeic G 
mit AD gleichzeitig zunimmt, so dass folglich auch die Hypotenuse D1 

und somit die Grundlinie DE wachsen muss. . ,, 

II Der Ort der Mitten (if) der Omndlmien (Di) nllct 
im Satze (2) inb.griff.nen Dreieck. (DC*) erne beedunm e 
Gerade. namlich die Grundlinie AB dee gleicheoh.nU, 6 cn 
Dreiecks ACB solbst*). 

*) Man denke sich ein zweites ungleiehsckenkliges Dreieck DGE,, so ist 

DD, = EE„ 

- 3crstr«» .... 

und M gegeben, und nimmt men in end.re P.n.tep.are D, 

E, in gleichem Abstande von den ersteren an, so dass 

DD, = EE y , 

go ist der Ort der Mitte H, der Geraden D,E, eine bestimmte Gerade AB, 
” ."L dl. „,t-. Gereden n.t.r gl.ich.n Winke.n eebnerde.. 
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III. Unter alien Dreiecken mit demselben Winkel C an 
der Spitze und von gleicliem Inhalte hat das gleichsehenklige 
die kleinste Grundlinie und die kleinste Schenkelsumme, also 
auch den kleinsten Umfang*). 

Denn sei Dreieck ACB (Taf. XII Fig. 2) gleichschenldig; man deuke 
sich irgond ein ungleichschenkliges D 1 CE 1 von gleichem Inhalto, so ist 
immer ein ihm iihnliches Dreieck DCE moglich, welches mit ACB gleicho 
Schenkelsumme hat; dann aber ist Dreieck DCE c ACB (2), also auch 
Dreieck 

DCE < Dj CE l , 

und da nun DE ;> AB und 

CD-hCE = CA-[-CB, 


Oder, wofern man gloichzeitig zwoi Punote E, und E', auf cntgegengc- 
setzton Sei ton von E und in gleichem Abstando aunimmt, so ha bon die 
Mitten H l und W der Geraden AA und D,E’ beziehlich zwoi Irestim mte 
Gerado AB und A v B t zum Ort, welche einander unter rechteu Winkoln 
schnoiden, und. von denen jode die beiden fasten Geradon unter gleichen 
Winkeln schneidet. b 

Es kann forncr bemorkt werden : Dass alle Perpondikol, welche in dun 
Mitten auf den Geraden AA'errichtet werden, sich in cineut hu- 
stimmten Puncte p, und ebonso die Perpondikol, welche auf don Geraden 
D > E ' in ihv611 Mitten w errichtet werden, sich in einorn bostimmten 
Puncte Pl treffen. Namlich die Geraden A A und D,E' heriihr.m in 
alien ihren Lagen respective zwoi bestimmte Parabola P und P„ welche 
die festen Geraden CA, CB zu gemeinschaftlichen Tangonten, die Puncte 
V und p, zu Brennpuncton und die Geraden AB und A l B l zu Tangonten 
in ihren fecheiteln haben, und deren Axen die von den festen Geraden 
gebi ldeten Winkel halften, sich somit im Puncte C unter rechteu Win- 
lieln schneiden. 

*) Es lasst sich leicht zeigen, dass die Grundlinie je zwoier in dieaem Satzo inhe- 
griilenen Dreiecke einander in gleichem Verhaltnis.se schneiden, welches dom VorhiUt- 
mssc 1:1 so nahe kommen kann, als man will, aber es nie erroicht, so dass also koine 
Grundlinie von emer anderen m ihrer Mitto gesehnitten werden kann, wogegen sie in 
jedem anderen Puncte allemal von einer, aber nur von einer g’csclmitten win! Be- 
kamitlicli werden alle diese Grundlinien in. ihren Mitten von einer llyperhel heruhrt 
welche die festen Schenkel CA, CB zu Asymptoten hat. Auf der Kugeltlacho ist diese 
berahrende Curve ein sogenannter spharischer Kegelschnitt. 

Es folgt waiter leicht: Dass unter alien Dreiecken mit demselben Wi nkel 
an der Spitze, deren Grundlinien dnroh denselben gegobonen Puuct II 
gehon, dasjenige den kleinsten Inhalt bat, dessen Grundlinie dure I, don 
I unct II gehalftet wird. Denn ist (Taf. XII Fig. 1) II die Mitto der Grundlinie 
DE und ist MS irgend eme andere Grundlinie, so ist immer, worm man DP so 
zieht, dass Winkel FD1I gleich BEH, Dreieck 

FDE = BEH, 

■also Dreieck ADI I > BEH, und folglich auch Dreieck 

ACB > DCE. 
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so ist folglich Grundlinie 

B.E, >• AB, 

und die Schenkelsumme 

CB 1 +CE 1 > CA-hCB. 

IV. 1) Un-tor alien Dreiecken mit demselben Winkel C 
an dor Spitzo und von gleicliem Umfange hat das gleich- 
Kohenkli.go don grosston Inhalt, die grosste Schenkelsumme 
und so mit ‘did kloinstc Grundlinie. 

Donn angonommon das gleichschenklige Dreieck ACB (Taf. XII Fig. 1) 
habc don gogobonon Umfang, und irgend ein Dreieck BCE babe mit ihm 
gloiohe Schcnkolsumme, so hat letzteros cine grossere Grundlinie und 
somit aucli grossoren Umfang, aber dennoch kleineren Inhalt (2); um so 
mehr muss os also kleinor werden, wenn man seine Grundlinie DE sich 
Holbst' parallel bewegt, bis es mit ACB gloichen Umfang erhalt; aucli 
wird d'aliei zugleich seine Schenkelsumme klciner. 

2) Unter alien Dreiecken mit demselben Winkel C an der 
Spitz e und mit dem namlichen gegebenen Unterschiode zwi- 
sclien der Schenkelsumme und dor Grundlinie hat das gleich- 
s chunk ligo zugleich den kleinsten Inhalt und die lcleinste 
Grundlinie. 

Dieser Satz folgt am leichtesten aus dem Satze No. S, II in der 
ersten Abhandfung *). Ich habo ilrn hior deslialb aufgenommen, weil or 
mil, dem ersten (1) in eigcuthiimlichem Zusammenhange stoht, was aus 
dem spiiteren Satze (VIII) sowie aus der lolgenden Angabe erhellt: 

Bei jedem dor beiden vorstehonden Satze boruhren die 
G run d Union aller inbegriffenen Dreiecke einen bestimmten 
K roisbogcu, welcher aucli von den Schenkoln des gegebenen 
Win kel s C in s einen Endpuncten boruhrt wird. 

1st der gegobeno Winkel fur bcide Siitze ein und derselbe, 
und ist der gegobeno Umfang boini ersten Satz (1) gleich der 
gegebenen Differenz boim zweiteu (2), so gehoren die beiden 
K roisbogcu eijiem und demselben Kreise an; u. s. w. 

V. Unter alien Dreiecken mit demselben Winkel C an der 
Spitze und mit gloichen Grundlinien hat das gleichschenklige 
sowoltl don gross ten Inhalt als die grosste Schenkelsumme. 

Donn habon wieder die Dreiecke ACB und BCE. (laf. XII Fig. 1) 
,,'hiiche Sclienkelsummo, und bowogt man die Grundlinie BE sich selbst 
narallel nach C liin, bis sie gleich AB wird, so scliwindet sowolil dor 
Inhalt als die Schenkelsumme des Dreieclcs BCE, und folglich mussen 
dieselben beziclilich kleinor sein als der Inhalt und die Schenkelsumme 
des gleichschonkligon Dreiecks ACB. 

*) Cf. Band 11. S. 182 dioser Ausgabc. 
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Werden — in Riicksicht der vorhergehenden Satze — die Sclienkcl 
des gegebenen Winkels C cl arch eine beliebige Gerade JK oder LM be- 
grenzt, wie etwa in Fig. 3 auf Taf. XII, and wil'd diese Gerade nebst 
den anliegenden Winkeln J unci K oder L und M als gegeben ango- 
nommen, so ergeben sich ferner unter anderen folgende Zusiitzc: 

VI. Wenn von einern Viereck JKBA odor LMBA (Taf. XII 
Fig. 3) die Grundlinie JK odor LM, clic boiden anliegenden 
Winkel J und K odor L und M nobst der Suxnme dor anliegen- 
den Seiten JA-+-KB oder LA-\-MB gegeben, so is t die vierte 
Seite AB ein Minimum und der Inhalt im Allgemcinen oin 
Maximum oder ein Minimum, wenn die boiden nicht gege- 
benen Winkel A und B einander gleieh sind. Namlich der 
Inhalt ist ein Maximum oder Minimum, jenaehdem die Summe 
der gegebenen Winkel beziehlich grosser oder kleiner als ir 
ist; ist aber diese Summe gerade gleieh ir, so fin del. koines 
von beiclen statt, sondern der Inhalt ist dann constant. Dies 
folgt aus No. 2. 

VIL Wenn von einern Viereck JKBA oder LMBA die Grund- 
linie JK oder LM, die anliegenden Winkel , sowioderlnha.lt ge- 
geben sind, so ist die der Grundlinie gegonii i bcrliegcnde Seite; 
AB ein Minimum und die Summe der beiden iibrigen Seiten 
ist ein Minimum oder Maximum, wenn die beiden nicht gege- 
benen Winkel gleieh sind. Namlich die Summe der^zwei 
Seiten ist ein Minimum oder Maximum, jenaehdem die Summe 
der zwei gegebenen Winkel grosser oder kleiner als ir ist; ist 

sie gleieh ir, so ist jene Summe constant. Dies folgt aus dem 
Satz III. 


Vm. 1) 1st von einern Viereck JKBA die Grundlinie JK 
nebst den anliegenden Winkeln, sowio die Summe der drei 
iibrigen Seiten gegeben, so ist sowohl der Inhalt als die 
Summe der beiden an die Grundlinie anstossenden Seiten ein 
Maximum, dagegen die vierte Seite ein Minimum, wenn die 
beiden nicht gegebenen Winkel einander gleieh sind (IV, .1). 

2) 1st von einern Viereck LMBA die Grundlinie LM, die 
daran liegenden Winkel, sowie die Differenz zwisohen dor 
Summe der an die Grundlinie anstossenden Seiten und der 
vierten Seite (Lxi + MB — AB) gegeben, so ist dor Inhalt so- 
wolil als jeno Summe der zwei Seiten, sowie die vierte Seite 
ein Minimum, wenn die nicht gegebenen Winkel A und B 
gleieh sind. 

1st die Summe der gegebenen Winkel grosser als tt, also 

L + M > 7T 
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so treffen sich die Seiten AL und BM, verlangert, jenseits L und Mm 
emern Puncte C n und man kann dann you diesem Satze zu dem obigen 

dV, 2) ubercehen. ^ , 

IX. Wenn von einem Viereck JKBA oder LMBA die Grund- 
linie JK oder LM, die beiden daran liegenden Wink el nebst 
der ihr gegeniiberstehenden Seite AB gegeben sind, so ist 
die Summe der zwei iibrigen Seiten, sowie der Inhalt ein 
Maximum oder ein Minimum (jenaclidem die Summe der bei- 
den gegebenen Wink el beziehlich grosser oder kleiner ale * 
ist) wenn die zwei iibrigen Winkel einander gleich sind ( ). 
Ist insbesonderc die Summe der gegebenen Winkel gleich it, so findet 
der Satz nicht statt. 

Bemerkung. Diese verschiedenen Zusiitze lassen sich auch leiclit 
auf beliebige Violeeke und auf Curven ausdelmeu; man gelangt dadurch 
zu S;itzon, die, fur sicli betraehtet, viel schwioriger sclieinen als die vor- 
steliendcn, aus denen sie zu folgern sind. Es ist hier nicht der Ort, 
weiter clarauf einzugelicn. 

4. L Wenn von einem Viereck ein Winkel and die beiden 
Hi m gegoniiberliegendcn Seiten « und b gegeben sind, so ist 
sein Inli alt ein Maximum, wenn dor Scheitol des gegebenen 
Wink els von den drei iibrigen Ecken gleich woit abstcht. 

Boweis. Enter der Voraussetzung, dass os ein Viereck mit dem 
grosston Inhalt giebt, lasst sich dor Satz, wic Iblgt, bewoisen: 

Angenommon, das Viereck CABD (Taf. XII Eig. 4) liabe den grossten 
Inhalt; AB und BD scion die gegebenen Seiten a und b, und C sei der 
gogebene Winkel, so folgt zunachst, dass die beiden nicht gegebenen 
Seiten CA und CD einander gleich . sein miissen. Bonn zieht man die 
Diagonalo AD und betraehtet sie fur einen Augcnblick als gegeben, so 
muss sio in dem gegebenen festen Winkel 0 das grossto Dreicck A(CD 
begrenzen, weil sonst, wenn dassolbe sich vergrossem liesse, auch das 
Viereck CABD grosser wiirde (da das Drcieck ABD constant bleibt), 
was der Annalime widerspraclie; folglich muss 

CA = CD 

sein (2). , 

Ware nun fernor die Diagonale CB nicht den Seiten CA und CD- 

gleich, so miisste sie grosser oder kleiner sein, also os miisste z. B. etwa 
CA = CE < CB oder CA — CF> CB 
s0 in. Alloin ware CA = CE=CDt 

so wiirde, wenn man aus der Mitte B 1 von BE durch die Mitten II und 
G dor Seiten AB mid BD die Geraden BJ1-J imd B,GK zoge, Drcieck 

JCB i > ACB 
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und Dreieck 

KGB, > DGB 

sein (2), folglich auch Viereck CJB X K > CARD; und wenn man ferner 
(da nach No. 2 JB l < A B und KB y < DB), a ns B 1 die Gerade 

B l A 1 =BA = a 

und 

B 1 D l = BD — b 

zoge, so wiire uni so mein Viereck 

CA l B,D l > CABD, 

was gegen die Annahme ist. Demnach kann uicht 

CA — CE < CB 

sein. Ebenso liisst sick zeigon, dass aucli uicht 

CA — CF> CB 

sein kann. Folglich muss 

CA = CB = CD 

sein. 

11. Ist dor gegebone Winkol C insbesondere glcich n, und somit 
ACD eine Gcrado, so gelit das Viereck in ciu Dreieck ABB fiber, und 
man hat den folgenden Satz: 

Untor alien Dreicckon mit denselben zwei gegebcnen Sei- 
ten a gleich AB und b glcich BD hat dasjenige den grdssten 
Inhalt, in welchom die drei Ecken von dor Mitte C dor dritten 
Seito AD gleich weit abstohen; oiler in welchom dor Winkol 
B zwischen don gegebenon Soiton so gross ist wio die Sumine 
tier bo id on fibrigen Winkol A und D. 

Dieser Satz oiithalt die Fuudamentalsatze C und 14 dor ersten Ali- 
handlung. 

5. 1st in liiicksicht des vorigon Satzes (4) 'stall dor oin- 
zolnen Seiten a und b deren Summo 

s = a-\~b 

gegoben, so ist untor derselben Bedingung der lnhall, ein 
Maximum, wenn lioch diese Seiten gleich sind, wenn also 

a — It i s 

ist. 

Demi zieht man die Diagonale AD, so liisst si oh das Dreieck AM) 
vergrossern, wenn uicht AB gleich BD ist (1), und da, (lurch wire! auch 
zugleieh das Viereck CABD grosser. 

6. I. Sind von oinom Vieleck CABD...T ein Winkol C 
und alio uicht daran liegendon Seiten a, b, e, ... gegeben, so 
ist sein Inhalt ein Maximum, wenn dorSchoitol des gegebenen 
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Winkels von alien iibrigen Ecken gleieh weit abstelit. IMeser 
grosste Inhalt bleibt derselbe, gleichviel in welcher Ordnung 
die gegebenen Seiten auf einander folgen. 

Beweis. Zuniichst folgt in gleicher Weise wie oben beim Viereck 
(4), dass die den gegebenen Winkel C einschliessenden Seiten CA und 
CT gleieh sein mussen. Nun ziehe man nach irgend einer Ecke P des 
Vielecks die Diagonalen AP und TP, betrachte sie fiir einen Augenblick 
als gegeben und halte die daruber stehenden Segmonte des Vielecks un- 
veranderlich fest, so muss das Viereck CAPT, von welchem der Winkel 
C und die Seiten AP mid TP gegeben sind, ein Maximum und folglich 

CA = CP— CT 

sein (4). Da P eine beliebige Ecke ist, so schliesst man, dass die Ecke C 
von alien iibrigen Ecken gleieh weit absteht. 

II. Wenn insbesondere der gegebene Winkel C gleieh ir, und somit 
ACT eine G crude ist, so heisst der Satz: 

Sind die Seiten a, b, c, ... eines Vielecks, ausgenommen 
die Grundlinie AT, gegeben, so ist sein Inhalt ein Maximum, 
wenn alle Ecken von der Mitte C der Grundlinie gleieh weit 
abstehen, Oder wenn es einem Kreise eingeschrieben ist, wel- 
cher die Grundlinie zum Durchmesser hat. 

7. Ist in Rucksicht der vorigen Satze (6) statt dor einzelnen Seiten 

a, b, c, ... deren Summe 

gegeben, so ist der Inhalt des Vielecks ein Maximum Maximorum, wenn 

ausser den genannten Bedingungen noch die erliillt wird, dass alle diese 

Seiten einandor gleieh sind (5). 

Man hat daher bezielilich folgende Siitze: 

I. Ist von einem Vieleck ein Winkel C nebst der Summe s 
und der Anzahl m allor niclit daran liegenden Seiten a,b,c, ... 
gegeben, so ist sein Inhalt ein Maximum, wenn alio diese 
Seiten einandor gleieh sind, und wenn dor Schoitel des ge- 
gebenen Winkcls von alien iibrigen Ecken gleieh weit absteht 
II Sind von einem Vieleck die Summe s und die Anzahl 
m aller Seiten ausser der Grundlinie AT, wolche willkurlich 
ist, gegeben, so ist sein Inhalt ein Maximum, wenn jone Seiten 
alle gleieh sind, und wenn alle Ecken von der Mitte C dor 

Grundlinie gleieh weit abstehen. 

8 Wenn fernor nur die Summe s der Seiten gogobeu, die Anzahl m 
dagegen willkurlich ist, so folgt in gleicher Weise wie beim Satze No. 26 
der ersten Abhandlung, dass der grosste Inhalt des Vielecks immor zu- 
nimmt wenn man die Seitenzahl m vermehrt, so dass or also cm Maxi- 
mum Maximorum wird, wenn die Seitenzahl m unendlich gross gedacht 
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wird, d. h. wenn die Summe s in einen Kreisbogen iibergeht. Somit kt 
man folgende Satze: 

I. Wenn von einem Vieleck ein Winkel C nebst der 
Summe s aller nicht daran liegenden Seiten gegeben ist, so 
wird der grosste Inhalt desselben • immer grosser, je mehr 
Seiten es hat, so dass er ein Maximum Maximorum wird, 
wenn die Seitenzahl m unendlich gross gedacht wird, odor 
wenn das Vieleck in einen Kreissector iibergeht (7, I). 

II. Ist von einem Vieleck die Summe aller Seiten ausser 
der Grundlinie gegeben, so wird der grosste Inhalt desselben 
(7,11) immer grosser, je mehr Seiten es hat, so dass er ein 
Maximum Maximorum wird, wenn man die Seitenzahl unend- 
lich gross annimmt, d. h. wenn das Vieleck in einen Halbkreis 
iibergeht, welcher die willkiirliche Grundlinie zum Durch- 
messer hat. 

III. Ist der Umfang s eines Vielecks gegeben, so nimmt 
der grosste Inhalt desselben immer mehr zu, jo grosser die 
Seitenzahl m ist, so dass er ein Maximum Maximorum wird, 
wenn man die Seitenzahl unendlich gross annimmt, d. h. wenn 
das Vieleck in einen Kreis iibergeht. 

Allgemeine Anmorkung. 

9. Das Bisherige geniigt, um zu zeigen, wie der Gcgenstand nacli 
der gegenwartigen Beweisart sich behandeln lasst. Von hier an kann man 
in den Gang der ersten Beweisart einlenken, indem man vorerst die All- 
gemeinheit des letzten Satzes (8, III) nachweist und ilin sodann, wie doit, 
zum Hauptsatze macht. Mittelst der vorstelienden Satze liisst sich leicht 
zeigen: „dass der Kreis unter alien mogliclien Figuron von 
gleichem Umfange den grossten Inhalt habo“. Denn man denke 
sich irgend eine krum m linige Figur, deren Inhalt bei gegebenem Umfange 
ein Maximum sein soli, so muss, wenn man derselben irgend ein Viereok 
ABCD einschreibt und dessen Seiten, sowie die dariiber stehenden Seg- 
mente der Figur als constant annimmt, auch der Inhalt dieses Vicrccks 
ein Maximum sein; denn liesse er sich vergrossern, so nahmo auch tier 
Inhalt der ganzen Figur zu, ohne dass ihr Umfang sich andorte (da die 
vier Segmente constant bleiben), was der Annahme widorspriichc ; der In- 
halt des Vierecks ist aber nur dann ein Maximum, wenn es einem Krcise 
eingesch'rieben ist; folglich miissen je vier Puncte A, B, C, D im Um- 
fange der gedachten grossten Figur in einem Kreiso liegen, und folglich 
muss dieselbe selbst ein Kreis sein. 


Uebor Maximum und Minimum. 


255 


Dritte Beweisarl 

Fur die ebenen Figuren. 

Die Eigenthumlichkeit dieser Beweisart besteht darin, dass alles aus 
einem ciuzigcn einfachen Hiilfssatze abgeleitet wird. Icli beschraixke mich 
jedoch dabei bloss anf einige Satze, namlich auf die Ableitung der beiden 
Fundamental siitze in der ersten Abhandlung (No. 3 und No. 6), sowie auf 
die Darstollung einiger Satze, welche, wie man weiter unten sehen wird, 
boi stereometrischen Figuren in analoger Weise stattfmden. 


Fundamentals at z. 

10. Unter alien Perpendikeln, welche aus einem gege- 
be non Puncte A auf alle (lurch einen anderen gegebenen 
Puiict B gehenden Geraden gefallt werden, ist dasjenige ein 
Maximum, welches in die Gerade AJ3 selbst fallt. Oder: 

Unter alien Schnon eines Kreises, welche von demselben 
Puncte A ausgehen, ist der Durchmesser AB ein Maximum. 

Bonn im rcchtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse grosser als jede 
Kathcte — und daraus folgt der Satz. 

Bomerkung. Zuniichst folgt aus diesem Satze der zweite Funda- 
mentalsatz in der ersten Abhandlung (6). Denn ist AB die erne ge- 
gohone Seito des Dreiecks und BG die andere, deren Lage beliebig sein 
soil, so wird dor Inhalt mit dem Perpendikel aus A auf BC zugleich ein 
Maximum. 

11. Unter alien Dreiecken iiber derselben Grundlxme und 
von gioichem Inhalte hat das gleichschenklige die kleinste 
S chenkel summe odor den kleinsten Umfang. 

Bowois. Seien ACB und ABB (Taf. XII Fig. 5) zwei Dreiecke 
fiber derselben Grundlinio AB und von gleichem Inhalte; sei das erste 
ghuehschenklig, also 

AC = BC oder a — b. 

Auf diesen gleichon Schenkeln errichte man in ihren Endpuncten A und B 
die Perpendikel AM und BM, so entsteht ein zweites gleichschenkliges 

■ Droieck A MB, indem 

AM=BM=r 

ist. Fiir die Inhaltssumme heider gleichschenkligen Dreiecke oder fur den 
lnha.lt des Vierecks MACS hat man 

MACB = i-r(a-hi). 

Fiillt man aus M auf die Sclienkel 

AD = a, und BD = b x 
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des ungleichschenkligen Dreiecks ADB Perpondikel, so ist jedes kleiner 
als r (10); man bezeichne dieselben beziehlicb durch r—x und r—y, so 
hat man far die Inhaltssumme der Dreiecke A MB und ADB oder fur 
den Inhalt des Vierecks MADB 

MADB = ^{r—x)a l -M\(r—y)b l = 

Die Vierecke MAGB und MADB haben abor gleichen Inhalt,- daher ist, 
r(a + b) = r(a t -+-bj--xa l —yb l , 

und folglich 

a-frb <d a x -\-b 1 , 

d. h. die Schenkelsumine des gleichschenkligen Dreiecks ist kleiner als 
die irgend eines anderen. — (Bekanntlich giebt es eincn viol einihchovmi 
Beweis.) 

12. Unter alien Dreiecken fiber derselben Grundlinie und 
von gjeicher Schenkelsummo hat das gleichschenklige don 
grossten Inhalt. 

Beweis. Bonn haben die Droiecko ACB und ADB (Taf. XII Fig. II), 
wovon das erste gleichschenklig sein soil, gloiche Schenkelsumine, ist-ak. 

a-\-b — flSj+i,, 

so folgt aus dem vorigen Beweise, dass 

r{a-\-b') > r(pi l ~\-b x ') — yb n • 

oder Viereck MAGB > MADB und folglich auch Drcieck 

ACB > ADB. 

Dieser Satz liesse sich auch indirect aus dem vorigen ableiten. 

Er ist, vvie man sieht, der erste Fundamental satz in der ersten Ali- 
handlung (3). 

13. Ich fibergehe hier die wcitoro Entwickelung und fiige nur nodi 
einige Siitze hinzu, die sich nach der gogonwartigen Beweisart besondws 
einfach behandeln lassen. Zuniichst ist es cine durch Pappus uns von 
den Alten fiberlicferte Aufgabe, mit der vorschiedene spatoro Geometer 
sich beachaftigt haben, und wolche zulotzt von L/milier richtig beanf- 
wortet und zugleicli historisch-kritisch belcuchtet wordon ist; nfimlioh din 
folgende Aufgabe: 

„Wenn die Grundlinie zweier Dreiecke ncbst der Sumnu* 
.ihrer vier Schenkel gogebcn ist, die Bodingung zu find mi. 
unter welcher die Sutmno ihrer Inhalte ein Maximum wird.“ 
Auflosung. Zuniichst ist klar, dass jedes der beidon Dreiecke gleidi 
schenklig sein muss (12). 

Seien AB und DE (Taf. XIII Fig. 7) die gegebcnen Grundlimmt 
und darfiber die gleichschenkligen Dreiecke ACB und DEE, deren v i« * i 
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Schenkel zusammen der gegebenen Summe 2s gleich sind, also 
2a-f-2Z> = 2s oder a+b = s; 

seien ferner die Dreiecke so beschaffen, dass die in den Endpuneten der 
Grundlinien auf den Schenkeln errichteten Perpendikel AM, BM und DN, 
EN, jedes Paar bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitte M und N ge- 
nommen, bei dem einen Dreieck so gross sind wie bei dem anderen, 
also class 

AM = BM — DN = EN= r. 

Alsdann hat man fur die Inhaltssumme der beiden Yierecke MACB und 
NDFE (11) 

MACBA-NDFE = r(a+b) = rs. 

Nun denke man sicli iiber den gegebenen Grundlinien irgend zwei andere 
gleichschenklige Dreiecke AGJi und BF X E, deren Schenkel beziehlich 
gleich a, und b x sein mogen und der Bedingung der Aufgabe geuugen, 
so dass 

= CL-\-b = s, 

wobei also entweder 

a x > a und b x C b, 

oder 

& 1 <C cl und b x > by 

so sind die Perpendikel aus M und N auf die Schenkel der ncuen Diei- 
ecke kleiner als r; man setze dieselben beziehlich gleich r—as und gleich 
r—y, so hat man fur die Inhaltssumme der Yierecke MAG X B und NDF X E 

M A C j B + ND F 1 E=(r — x)a x -]r(r — y)b x = rs—xa.—yb,. 

Wie man sieht, ist diese Summe kleiner als die vorige. Werden von 
jedem Paar Vierecke die beiden Dreiecke AMB und BNE fortgenommon,- 
so folgt fur die Summen der iibrig bleibenden Dreiecke, dass 

. - • , ACB+DFE > AQB+DF& 

d. h. dass die Inhaltssumme der Dreiecke ACB und DFE grosser ist 
als diejenige irgend zweier anderen Dreiecke, welche denselben gegebenen 

Beclingungen der Aufgabe genugen. 

14. Die Losung der vorstehenden Aufgabe (IB) liefert uns emeu 
Satz, der sich auf nachfolgende drei Arten aussprechen lasst: 

I. Sind die Grundlinien zweier Dreiecke nebst der Summe 
ihrer vier Schenkel gegeben, so ist die Summe ihrcr Inhaltc 
dann ein Maximum, wenn beide Dreiecke gleichschenklig sind, 
und wenn die in den Endpuncten der Grundlinien auf den 
Schenkeln errichteten Perpendikel, bis zu ihrem gegenseitigen 
Durchschnitte genommen, bei dem einen Dreieck so gioss 
sind als bei dem anderen. 
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Wenn man in den beiden Dreiecken ACB und DFE , welche dem 
Satze genii gen, aus den Mitten der Schenkel auf denselben Perpendikel 
enichtet, so sind diese, bis zu ihrem gegenseitigen Durchsclmitte ge- 
nommen, in dem einen Dreieck so . gross als in dem anderen, niiralich sin 
sind gerade die Hiilfte der oben . durch r bezeichneten Perpendikel (IS). 
Baker kann der Satz auch so ausgesprochen warden: 

II. Die Inhalts summe der in Betracht stehenden Droi- 
ecke ist ein Maximum, wenn die aus den Mittelpuncten der 
den Dreiecken umschriebenen Kreise auf die Schenkel go- 
fall ten Perpendikel in beiden Dreiecken gleich sind, odnr 
wenn die Kreise, welche die Schenk elpaare in iliren Mitten 
beruhren, einander gleich sind. 

Zieht man die Geraden MG und NF (Taf. XIII Fig. 7), so ist 
Winkel 

«, = P, = P> 


und da 


sin a, — 


AB 
2 r 


und sin (1, = 


BE 

2 r 


so ist 

AB : BE — sina, : sinj3, = sina : sin [3, 

das heisst: 

HI. Die beiden Dreiocke, deren inlialtssumme ein Maxi- 
mum ist, haben die Eigenschaft., dass ihro Grumllinicn sirli 
verhalten wie die Sinus dor daran liegendcn Winkel a und [t 

Diese Eigenschaft (III) theilt, Lhuilier in soinem Werke ( Be rdaiim > 
mutua capacitatis et terminorum fyuramm etc.) mit, bemerkend, dass i*r 
sie durch Differentialrechnung gefunden habe; er schion an der Mbglicli- 
keit eines elementar-geometrischen Beweises zu zweifeln. Durch , seine 
Losung widerlegte er die falschen Beantwortungen, welche .seine Vin 
ganger fiir die obige Aufgabe (13) gegeben batten. 

15. I. Sind die Grundlinien zwoier beliebigen Vieleek<> 
— eines m-Ecks und eines w-Ecks — und 1st die Summe Hirer 
iibrigen Seiten zusammengenommen gegeben, so kann di« 
Summe ibrer Inhalte nur dann ein Maximum sein, wenn 1) iu 
jedem Vieleck alle Seiten, ausser der Grundlinio, einandet 
gleich sind und zudem jedes einem Kreise eingeschricben is), 
und wenn 2) die aus den Mittelpuncten diesor Kreise auf di. 
gleichen Seiten gefiillten Perpendikel bei dem einen Y i clerk 
so gross sind wie bei dem anderen; so dass also alle glcicht-n 
Seiten in ihren Mitten von einem Kreise beriibrt wo. rdm. 
welcber mit dem umschriebenen Kreise eonccntrisch ist, turn 
dass diese zwei beriihrenden Kreise einander gleich sind. 
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Beweis. Dass bei jedem der beiden Vielecke alle nicht gegebenen 
Seiten einander gleich sein miissen, folgt aus No. 12; dass aber jedes 
einem Kreise eingeschrieben sein muss, kann bier, als aus den beiden 
vorhergehenden Beweisarten bekannt vorausgesetzt werden (da wii die 
Entwickelung der gegenwartigen oben (13) abgebrocben haben). 

Werden von den beiden Vielecken durch Diagonalen, welcbe die 
Endpuncte irgend zweier auf einander folgenden, nicbt gegebenen &eiten 
verbinden, zwei Dreiecke abgeschnitten, und werden diese Diagonalen, als 
Grundlinien der Dreiecke, sowie die Summe der vier Schenkel als ge- 
geben angesehen, so muss die Inhaltssumme der Dreiecke ein Maximum 
sein; und demzufolge miissen die in den Mitten der Schenkel auf dies on 
errichteten Perpendikel, bis zu ihrem Durcbschnitte genommen, einander 
gleich sein; diese Durchschnitte sind aber oifcnbar die Mittolpuncte der 
den Vielecken umschriebenen Kreise, und som.it zwei feste Puncte 
woraus die Richtigkeit des Satzes folgt. 

Der Satz kann ferner auch, analog dem obigen Satze No. 14, III, 
wie folgt, abgefasst werden: 

II. Die Inhaltssumme der beiden Vielecke kann nur 
dann ein Maximum sein, wenn jedes einem Kreise einge- 
schrieben ist, und in jedem alle nicht gegebenen Seiten gleich 
sind, und wenn ferner zwischen den gegebenen Grundlinien 
AB, DE und den daran liegenden Winkeln a, p die folgende 
Proportion (*Gleichung) stattfindet 


AB : DE — 


. m — 1 . n — 1 

sin 7T cl sm — 

m — 2 n—2 


cos 


1 1 p 

a cos p 


m — 2 


n — 2 


wo wi und n die Seitenzahlen der Vielecke bezeichncn. 

16. Bemerlcung. Es ist klar, class der vorstehonde Satz (15) in 
ahnlicher Weisc fur beliebig viele Yioleclce stattfindet, wenn respective 
ihre Seitenzahlen, ihre Grundlinien und die Summe aller ihrcr ubrigen 
Seiten zugammengenommon gegeben sind; denn die Summe iluei Jnluillc 
kann nur dann ein Maximum sein, wenn die Perpendikel, welchc aus don 
Mittelpunpten der den Vielecken umschriebenen Kreise auf die nicht ge- 
gebenen Seiten gefallt werden konnen, in alien gleich sind. Wird bei 
einem der Vielecke die Seitenzahl unendlich gross vorausgesetzt, so goht 
dasselbe in ein Kreissegment iiber, dessen Radius alsdann den Perpen- 
dikeln in don ubrigen Vielecken gleich sein muss. Dadureh gelangt man 
also auch zu. den Satzcn iiber Kreissegmente, welche in der erston Ab- 
handlung bewiesen worden sind (No. 52 und No. 54); und zwar stollcn 
sich dieselben hier nur als besondere Fiille dar. Dagegen scheinen sich 
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die gegenwartigen allgemeineren Siitze nach keiner der iibrigen Beweis- 
arten leicht beweisen zu lassen. 


Vierte Beweisart. 

Fiir die ebenen Figuren. 

17. Hiilfssatze. I. Unter alien' Linieu zwischcn z woi ge- 
cebenen Puncten ist die Gerade ein Minimum (die kiirzeste). 

n. Die Summe je zweier Seiten eines Dreiecks ist grosser 
als die dritte Seite. 

Fundamentalsatz. 

18. .1 Die Gerade. CD aus der Spitze C eines Dreiecks 
ACB nach der Mitte D der Grundlinie AB halftot die Fliiche 
des Dreiecks und ist kleiner als die kalbe Summe der Sclion- 
k e 1 5 also 

2 CD < ACArBC. 

Der letzte Theil dieses Satzes folgt aus No. 17, IL Derm man ver- 
langere CD iiber D hinaus, ftehme darauf den Punct C] so, dass 

DC, = CD 

und ziehe die Gerade AC {1 so ist 

AC \ = BC, 

und im Dreieck CAC l ist 

CAA-AC l > CC \ , 

also ist auch 

CAa-CB >'2CD. 

II. Die Gerade clD, welche die Mitten d und D der paral- 
lelen Seiten ab und AB eines Parallcltra p e z c s AahB vor- 
bindet, hiilftet die Flache desselben und ist kleiner als die 
halbe Summe der beiden iibrigen Seiten Aa und Bb. Beim 
Parallelogramm insbesondere wird die Gerade dl) gl&ieh der 
halben Summe der letztgenannten Seiten, und zwar ist 

Dd = Aa = Bb. 

Dieser Fall folgt als Zusatz aus dem ersten (I), wenn mail hi or zwi- 
schen den Schenkeln des gegebenen Dreiecks ACB cine Gerade ab mit. 
der Grundlinie AB parallel zieht. 

19'. Wird eine Figur von zwei parallelen Geraden AB und 
CD (Taf. XIII Fig. 8#) und von zwei be lie big ge form ten Linton 
AC und BD oder a und b begrenzt, und* zieht man zwischen 
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diesen Linien Gerade xy den Grundlinien parallel, so ist dei 
Ort ihrer Mitten z irgend eine bestimmte Linie c, welche die 
Flaehe der Eigur halftet, und welche im Allgemeinen kleiner 
ist als die halbe Summe der Linien a und b. Nur in dem 
besonderen Falle, wo die Transversale xy constant ist, wird 
c der lialben Summe von a und b gleich, und zwar ist dann 

c — a = b. 


Denn denkt man sich die Transversalen xy in selir kleinen Abstanden 
auf einander folgend, so konnen die zwischen ihnen enthaltenen Theile 
der Linien a und b als geradlinig, und somit das zwischen je zwei aul 
einander folgenden Transversalen befmdliche Flachenelement als Parallel- 
trapoz angesehen worden; fur jedes dioser Trapeze findct aber der Satz 
statt (18, II), daher auch fur ihre Summe, d. i. fur die gauze Figur. 

Bomerkung. Der vorstehencle Satz bleibt bostohon, wenn iiisbe- 
sondere die cine Grundliriie CD gleich 0 wird, wie in L'ig. 85 auf laf. XIII; 
ebenso wenn bcido Grundlinien AB und CD Null worden, wie in Fig. 8c 
auf Taf. XIII. 

20. Soil zwischen den unbegrenzten Schonkeln ernes ge- 
gebenen Winkels eine Linie von gegebener Lange gleich L, 
aber willkiirlicher Form, so gezogon worden, class dor be- 
grenzte Raum ein Maximum sei, so kann sie nur oin Krcis- 
bogen sein, dessen Mittelpunct im Scheitel des Winkels liegt. 

Beweis. Soi ACB (Taf. XIII Fig. 9) der gegebonc Winkel. Nelunen 
wir an, die Linie ADB babe die gogebene Lange gleich L und sex so 
beschaffen, class sic den moglich grosston Raum begrenzt, so folgt zu- 
niichst , class sie, sowie die ganze Figur CADBC, (lurch die den Winkel 
C hiilftende Gerade CD in zwei congruente Halfton getheilt wird, so dass 
AD und BD oder a und b congruent und namcntlich 


CA = CB 

ist. Denn ware dies niclit der Fall, so giibe es immcr eine zweito Figur 
CA.DBfi die jener CADBC durchaus gleich ware, namhch die mit ihr 
zusammenfiole, wenn man sie um die Gerade CD herumbewegte, so dass 
also die Linie 

A l DB 1 = ADB 

und einzeln 

a x = a, 6, = 5, 

sowie auch die Raume ADB t und A X DB congruent warcn. lerner gabe 
es sodann eine Linie DE oder c, welche, als Ort der Mitten aller zwischen 
den Linien a und \ mit dor Grundlinie AB, parallel gezogenen Geraden, 
den Raum ADB liiilftete, so dass 

2 o C a+b,. oder 2c < a-+-b 
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ware (19); und ebenso wtirde der Raum A { DB durch eine gleiclie Linie 
I) F gleich c gehalftet, so dass also die Figur CEDFC mit C A JDBC glei- 
clieii Inhalt hatte, obschon die Linie EDF kleiner als ADD ? namlich 
26* < aH-6, ware. Dieses widerspriclit aber der obigen Annahme, dass 
die Linie ADB den moglich grossten Raum begrenzt (indem eine Linie, 
die grosser ist als EDF \ offenbar auch omen grosseren Raum foegrenzen 
kami als diese). Folglich mfissen die Theile a und b der Linie ADB 
congruent und 

CA = CB 

sein, oder die gauze Figur CADBC muss durch die Gerade CJD in zwei 
congruonte Halften GADC und CBDG getheilt werdon. 

Nun folgt fur diese Halften GADC und CBDG in gleiclior Weise, 
dass sie durch die Geraden CG und GIF , welche Hire Winkel -A CD und 
BCD halften und die Linien a und b in den Pimcten G und II trelfen 
(diese Puncte und jene Geraden sind in der Figur nicht gezeiclmet), in 
congruonte Theile getheilt werden, welche a, lie einandor gleich und somit 
Viertel der ganzen Figur sind, so dass also 

CA = CD = CB 

sein muss. Dieselben Schlfisse sind weiter auf diese vier Viertel an- 
wendbar, wodurch folgt, dass 

CA = CG = CD = CB = CB; 

u. s. w. Dies berechtigt zu dem Schluss, dass alio Puncte der 'Linie ADB 
gleich weit von dem Scheitel C entfernt sein mfissen, was die Boliauptung 
des Satzes ist. 

21. Mit dem letzten Satze (20) konnen wir die gogonwartigc Bowels- 
art beendigen. Er ist in der Art umfasscnd, dass alios Weitcro aus Him 
folgt. Namlich zunachst folgcn aus ihm die Satze fiber den Ilalbkreis 
und fiber den ganzen Kreis, wenn der gcgebene Winkel G beziehlich 
gleich tt und 2tu angenommen wird. Sodann folgcn die Satze fiber das 
Kreissegment, fiber Kreisstucke, Yielecke, u. s. w. in gleichcr Weise win 
in der ersten Abhandlung *). 


:!: ) Der fur einige dieser Satze unerlassliche Hulfssatz, der obon uutcr No. I umi 
No. 12 (und in der ersten Abhandlung imter No. o) sich aufgcstollt findot 3 kaim mu*h 
der gegenwartigen Beweisart auch leicht aus dem Fundamentalsatze (IS, I) gefolgori 
werden. Man denke sich fiber der namlichen Grundlinie AB auf eincrloi Suite dor- 
selben zwei Dreiecke ACB und ADB mit gleichcr Schonkelsumme, woven das erste 
gleichschenklig ist, so dass 

AG+ BG = 2AC = AD + BD. 

Auf der namlichen Seite der Grundlinie ist allemal ein drittes, dem I > retook ADB 
gleiches Dreieck BD X A moglich, wo namlich Seite 

BD 1 = AD und AD l = BD, 
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Oder man kann auoh state des Satees (20), Oder vot demselben, den 
Sate vom Kreise anfstellen und a. B„ wie Colgt, b™«sen. 

Unto, .lion obon.n Fignron hat to t™. b«i s .oborn 
Umfange don grosston Inhalt imd boi gloichem Inhalto don 

klei l S Be«i“' mL denke eine Fignr, die boi gegebenem Umfange don 
moaliclist grossten Inhalt haben soli. Jcde Gerade AB gleich a, m o ic 
ihren Umlang in zwei gleich lauge Thcile a und p the lit, muss auoh ih 
Flaclie halfton, so class aa und ap von gloichem Inhalte sin ; c enn wai 

etwa 

ap C aa, 

so k brin to man fiber dor festen Sehne a statt dor Lime P eine dor a 
symmetrisch gleiche Linie a, nelimen, und claim ware die lugui act -> 
gloichem Umftnge grosser als was dor Voraussetzung widersprache , 

folglich muss 

«P == aa 

,oin Witt non femcr f vorsohiodon von «„ so gibe es awisclien (i und 
mno dritto line T , wolcl.o kleine, als «?+«,), and sonut ldeme, ■ 

' als 8, aber wo demiocli 

ay — ttp — aa i 

ware (19), was offenbar wiederum dor Annahme widersprache. Folglich 
konnen p und a, nioht von oinaudor verschieden sem cl. h. es mu. . [ 
symmetrisch gleich a, and somit a eine Axo dor Figur sem. l)a h 
Riohtung cliescr Axe beliebig 1st, so folgt leiclit, class die Uigur cm Kius 

sem Von dei . wie vorWn> bei gegebenem Umfange moglichst 

gross vorausgesetzton Figur schneide man mittelst einer beliebigen Sehne a 
ciu Segment aa ab, denke sich dasselbe zuglcich m oiner zwoitcn La c 
in dic es gelangt, wemi es urn die in dor Mitte aul dor Sehne senkrechto 
Gerade herumbowegt wird. In dicser zweiten Lage des Segmentes heissc 
8 ein Bogen a, . Fiole a, nicht mit a zusammen, so ware zwmehen beiclen 
eine dritto Linie p von dor Beschaftenheit moglich, class, wahrond 
2p < a-b-a, odor p < a, 

llabei « Gerade DA parallel AB, und weun F Mo Mitte so 1st die Gerade 
CF seukreebt auf AB. In Ansohimg des Dveiecks DAD, ist nuu 
2 AF <C AD~\~AD[ (18,1); 

2 AC == AD + BD = AD + AJ >\ , 

AC > AF; 

rnm ..... c .baton. F ll.gto, mi *• f’ " “** 

.omit mol. grossoron Istodt hobrn, to 4m Droieck ADB od.i AB,B. 


mid da 
.so ist 
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a$ — cto. (19), 
was offenbar der Voraussetzung widerstritte. Folglich muss a, ganz auf 
a fallen, nncl es muss a eine in Riicksicht der genannten Senkrechten 
symmetrische Linie sein. Daraus folgt weiter, dass die Figur ein Kreis 
sein muss. — Oder werden durch zwei gleiche Sehnen a und b an be- 
lie bigen Stellen zwei Segmente aa und ip abgeschnitten , so folgt aus 
gleichen Griinden (wenn man die Segmente auf einander legt), dass die 
Bogen a und (3 gleicb sein miissen; was wiederum die Natur des Kreises 
anzeigt. 


Fimfte Beweisart. 

Fiir die ebenen Figuren. 

Diese Beweisart beruht auf dem Princip der Symmetric. Das Maxi- 
mum und Minimum wird dadurch auf interessaiite Weise von oilier neueu 
Seite, nacli seiner eigenthumlichen Ersclieinung in der aussoren Form der 
Figur beleuchtet. 


Fundamentalsatz. 

22. I. Jedes ungleichsclienkligo Droiock ACB (Taf. XI 1 1 
Fig. 10) lasst sick in ein anderes (gleiohschenkliges) acb von 
gleiche m Inhalte und gleieher Gru ndlinie 

ab = AB 

verwandeln, welches kleinere Schenk elsummo hat und in Bo- 
zug auf eine bestimmte Axe X, die durch die Spitze c und 
durch die Mitte m der Grundlinie geht und auf diesor souk- 
recht steht, symmetrisch ist. 

II. Jedes Paralleltrapcz ADEB liisst sioh in ein anderes 
adeb von gleichem Inhalte und gleichen parallelen Sexton 
ab = AB und de = BE 

verwandeln, in welchem die Suinme der zwei iibrigen Soiien 
kleiner ist, also 

ad+be < AD-+-BE, 

und welches in Bezug auf eine Axol, die durch die Mitten m 
und n der parallelen Seiten geht und auf dioson senkrecht 
steht, symmetrisch ist. 

DerBeweis des ersten Theiles (I) ist cinfaeh und all gome in bekannt; 
der zweite folgt als Zusatz aus ihm. 
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Wenn i.n zweiten Theile (II) die gegebenen Seiten insbesondere ein- 
ander gleicli sind, 

AB = DE, 

so ist ADEB ein Parallelogramm und adeb einRechteck; der Satz bleibt 

offenbar auch fur diesen Fall gtiltig- . , . _ 

23. Infolge des vorstehendea Satzes kann nun jedes gegebeuc co - 
vexe Polygon P in ein anderes Polygon 1\ von gleichem Inbalte ver- 
-wandelt warden, welches kleineren Umfang hat und in Bezug auf n-gend 
eine Axe X symmetriseh ist. Dies mag durch folgende Beispiele an- 

schaulich gemacht weiden. . . t ,, ™ ,, yttt 

. 1) Es sei das gegebene Polygon zunachst ein Dreieck ABO (ial. Alii 

Fio- 11) Aus den Ecken desselben falle man auf eine beliebige Axe A 
Pemmdikel Aa, 13b, Cc, tap Ota Stuck BD d M cinm ■mMm mm- 
halb des Dreiecks liegt, symmetriseh auf die Axe X, d. h. so, class . 
bd = BD und . be = ed, 

so hat das symmetrische Vieroek abed mit dom Dreieck ABC glgichen 
Inhalt, aber kleineren Umfang. Denn vermoge der Construe ion haben 
sowohl die Dreiccke BAD und bad, als BCD und bed gleiohen Inhalt, 

til.) or os ist , j, j 

ab-^-ad AB AD 

Und cb+cd < CB-+-CD (22, 1), 

woraus die Bohauptuijg folgt. 

Mittelst einer neuen Axe Y, welobe zur vorigen X senkreclif ist, 
kann weiter das Vieroek abed auf gleichc Weise in ein anderes Viorcck 
aByo von gleichem Inhalte, aber von noch kleinerem Umfange vciwance 
werden, welches in Riioksicht beider Axen symmetriseh, daher gleichseitig 
(also eine Raute) ist und den Durchschnitt p. der Axen zum Mittelpuncte ha , 
Demnach kami jedes gegebene Dreieck ABC mittelst zwoior zu cm- 
ander rochtwinkligen Axen X und 7 in eine Raute von gleichem 

Inhalte aber kleinerem Umfange vcrwandelt worden. Dies kann aber auch 
mittelst einer einzigen Axe X geschehen; denn wenn die I lactic des Drei- 
ecks ABC durch das Perpendikel BDe gehalftet wird (wenn D die Mitte 

der Seite AC ist), so ist abed eine Raute. , T „ 

2) Es sei ferner das gegebene Polygon P etwa cm Funfock ABOVE 
(Taf.XIV Fig. 12), so wird es durch ein gleiches Verfahren mittelst einer 
Axe' X in ein Achteck abe l ede l eb l vcrwandelt, welches vermoge dor cor- 
respondirenden Dreiecke und Paralleltrapeze nacli No. 22 gleichen Inhalt 
aber kleineren Umfang hat. — Durch eine zu X senkrochto neue Axe 
wird dieses Achteck in ein Zwolfeck von gleichem Inhalte verwandelt, 
welches abermals kleineren Umfang und zudem den Durchschnitt der 
beiden Axen zum Mittelpuncte hat. 
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3) Auf gleiche Weise wire! jedes gegebene, convexe Polygon P von 
m Seiten mittelst einer ersten Axe X 1 in ein symmetrisches Polygon 1\ 
von gleicliem Inhalte aber tleinerem Umfange verwandelt, welches im AU- 
gemeinen und hochstens 2 m — 2 Seiten hat; ferner mittelst einer zweiten 
beliebigen Axe X, in ein symmetrisches Polygon P 2 yon hochstens 2(2m-2)~2 
Seiten; und falirt man so fort, so gelangt man mittelst der n i<in Axe X n 
zu einem symmetrischen Polygon P n von hochstens 2 n (m — 2)+2 Seiten, 
welches bei gleicliem Inhalte kleineren Umfang hat als jedes vorher- 
geliendc. 

Wenn eine Axe zn der ihr vorhergehenden senkrecht angenonimeu 
wird, z. B. wenn X 2 und X 1 senkrecht ist, so hat das Polygon P 3 eineii 
Mittelpunct G (der Durchschnitt der boiden Axon), aber hochstens mu* 
2(2 m — 4) Seiten; und alsdann hat auch jedes folgondo Polygon P 3 , P t , ... P n 
einen Mittelpunct C und zwei zu einander senkrechte Syininetral-Axen, 
man mag die spateren Axen X v ... X n annehmen, wie man will. 

24. Diese Beispiele zeigen, wie jedes gegebene convexe Polygon P 
sich in ein anderes Polygon P n von gleicliem Inhalte aber kleinerem 'Um- 
fange und grosserer Seitenzahl verwandeln liisst. Wird die Vorwandlung 
oft wiederholt, so kann die Seitenzahl sehr gross und jede Suite einzeln 
sehr klein werden, so dass zuletzt, wenn man die Verwandl ungen bis ins 
Unendliche fortgesetzt denkt, die Zahl der Seiten unendlich gross und jede 
Seite unendlich klein wird, wodurcli das Polygon P n sich irgoud einer 
Curve nahert, oder vielmehr schleclitliin in cine solche ubergeht. 

Pa in gleichem Sinne umgekehrt jede gegebene geschlossene convexe 
Curve P als Polygon mit unendlich vielen unendlich kloinen Seiten anzu- 
sehen ist, so kann dicselbe auch durch das namlicho Verfahren mittelst 
einer beliebigen Axe X 1 in eine andcre Curve P x von gleichem Inlmlte 
aber kleinerem Umfange verwandelt werden, welche in Eueksicht der Axe 
X, l symmetrisch ist. Ebenso gelangt man mittelst einer zu X l senk- 
rechten, zweiten Axe X 2 zu einer Curve von abcrmals kleinerem 'Um- 
fange aber demselben Inhalte, welche zwei zu einander senkrechte Sym- 
metral-Axen und somit deren Durchschnitt G zum Mittolpuncte hat. Dunk 
fernere, beliebig gewahlte Axen X 3 , X 4 , ... entstehen none Curven .P 3 , P 4 ,.,. 
von gleichem Inhalte, welche nach derReihe miner kleineron Umfang haben, 
und wovon jede einen Mittelpunct und mindostens zwei zu einander reclit- 
winklige Symmetral-Axen hat. Durch zweckmassjge Wahl tier nemm Axen 
lassen sich die Durchmesser der Curve der Gleichheit iramer xiiiher bringm, 
d. h. der Unterschied zwischen dem grossten und kleinstcn Durchmesser 
kann immer kleiner gemacht werden*). 

*) So z. B. kann auf diese Weise eine gegebene Ellipse P mittelst einer einzigen 
gehorig gewahlten Axe X in einen Ivreis Pi verwandelt werden, (lessen Durchmesser 
alle einander 4 gleich sind. Niimlich sind a, b die halbcn Axen der Ellipse, so etui* 
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Demnach kann jede geschlossene, . convexe Figur P, mag sie von 
geraclen oder bummen Limen (odor vou beiden Arten augkich) fegjeiu 
worn, outer BeibeMtang ihreo Inhaltes, so huge wrwandelt urn 1 cUd -b 
ihr Umfang verldeinert werden, wie sie nach lrgend emei \i b v _ 
Symmetral-Axe hat. Hatte aber die Figur nach jeder behebigen Mi g 
eine Symmetral-Axe, oder wiirdc sie nach einigen Verwandlungen m chesen 
Zustand gebracht, so bliebe alsdann bei alien Mgenden Verw^u^ 
ihr Umfang sowohl als dor Inhalt constant, oder vielmehr, csfande claim 
lceine Verwandlung mehr statt, sondern die neue Figur wurde stets der 

aKeU Ehie C solcho' Figur aber, welche nach alien Richtungen Symmetral- 
Axen hat, muss nothwcndig einen Mittelpunct C habcn in welchem sic i 
alle Axon schnoiden (denn derselbe vvircl nach doxn Obigen bohon du 
irgend zwei zu einander senkrechte Axen bedingt). bonier niussen <• 
Axon einandor gloich sein. Donn scion X, 7 (TaT. XIV Fig. Id) ngond 
awoi Axon dor Figur nnd soi 2 dicjcnigo Axo, wolcho nut rhnon giorcho 

YVinkel bildet, also 

a = p, 

so muss dem Endpuncte A der Axe X in Eucksicht der Axe Z ein sol- 
oher Punct D entspreclien, welcher sowohl lm Umlauge dor 1 igui 1 , , al 
in der Axe 7 liegt; folglich muss D Endpunct der Axe 7 sem, und o g- 
lich miissen die hall.cn Axen GA und CD (und ebenso die gauze, i M 
und DE ) einander glcicli sein. Demzufolge kann os nur mne ci . , b 
solclic Figur gobo.n, welche nach jeder Richtung emc Symmetral-Axe hat, 

unci dicse Figur ist der Krois. ‘ , , 

25. Aus dor vorstcheudon Betraclitung schliesst man zunaohst du 

folgenden 

Hauptsatz. 

Outer alien Eiguren von gleichem Inhalto hat der Krcis 
den klcinston Umfang; und umgekehrt: untcr alien hi guren von 
gleichem Umfange hat der Krcis don grossten Inhalt. 

Derm man denkc sicli cine Figur 1\ welche bo. gogebeuem Ini al e 
den moglichst kleinsten Umfang babe, so muss dieselbo nach alien Rich- 
tungen symmetrisch und folglich ein Kreis sein. I)cnn waie. slg in ‘ 
irgend einer Richtung nicht symmetrisch, so liesso sie sich mittolst cinu 


struire man die Gerade — 

r = yab, 

traa-e sio als Halbmesser in die Ellipse ein und nehme X darauf senkrecht an, dann 
wird die neue Figur P, ein Kreis sein. Da r nach zwei verschiedenen Rmhtungen sich 
als Ilalbmesser in die Ellipse cintragen lusst, so kann die Axo X auch m zwei vei- 
schiedenen Richtungen der Forderung geniigen. 
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clieser Riclitung entsprechenden Axe X in eine anclere Figur P 3 von glei- 
chem Inhalte aber. kleinerem Umfange verwandeln, was der Yoraussetzung 
wiclersprache. 

26. In Ruck sich t der obigen Betraelitung (24) kann hier beilauilg 
noch folgende Frage aufgeworfen werden: 

Welclie Form kann eine Figur moglicherweise haben, wenn 
sie zwei Symmetral-Axen X und Y hat, die sich unter einein 
beliebigen, gegebenen Winkel a schneiden, und von dentin 
jede deni Umfange der Figur in nur zwei Puncten begegnot? 

Die Erorterung dieser Frage liefert folgendes Res id tat: Die Figur hat, 
ausser den beiden gegebenen, im Allgomcinen noch melir Axen, und zwar 
entweder eine bestimmte endliche Anzahl oder unendlich viele, jenacli- 
dem beziehlich a : it commensurabel oder in com mensural) el ist 

I. Wenn a:w commensurabel ist, etwa gleich 1 :m, wo m eine gauze 
Zahl ist, so hat die Figur im Ganzen m Symmetral-Axen, die einander 
in demselben Punct e C schneiden, und deren Abschnitte, naclx der Reilie 
urn den Punct C herum genommen, abwechselnd einander gleich sincl :|! ). 
Der Umfang der Figur bosteht aus 2 m gleichon Theilen, niimlich zwisckcn 
den nach gleicher Seite hin liegenden Endpuncten je zweier unmittolbar 
auf einander folgenden Axen liegt ein solcher UmlangstheiL Diese Tlioilu 
bleiben unbestimmt, d. h. einer derselben kann willkiirlich angonommcn 
werden, kann eine beliebige gerade Linie oder Curve scin, und da nn stud 
alio anderon durch ihn bestimmt, ihm gleich. 

Uebrigens sincl dabei noch zwei Fall© zu unterschciden , ob die Zahl 
m gerade oder ungerade ist. 

1) 1st m gerade, so ist C Mittel punct dor Figur und die m Axen 
sind abwechselnd einander gleich. 

2) Ist m ungerade, so sind alle Axen einander gleich, ihre Ab- 
schnitte aber, in welche sie durch den Punct C gothcilt werden, sind 
nach ihrer Auleinanderfolge abwechselnd einander gleich (und somit siml 
die beiden Abschnitte jecler Axe ungloich). 

II. Wenn a : tu incommensurabel ist, so hat die Figur uneiullicb 
viele Symmetral-Axen, so class* nach jeder Richtung eine seiche stall 
findet, woraus man schliesst, dass die Figur in diesem Falle ein Krcsi.s- 
sein muss. 

Wird im Umfange der Figur irgend ein Punct P angenonimen, s*.» 
entspricht ihm, z. B. in Bezug auf die Axe X , ein andercr Punct I\ dr- 

5i! ) Ware , 

a : tc == n : m 7 

und n ebenfalls eine ganze Zahl, so hiitte die Figur gleichfalls m Axen, deren Ah' 
schnitte sich ebenso verhielten, aber die gegebenen Axen X und Y warden dann nidii 
unmittelbar auf einander folgen, sondern es lagen n — 1 andere Axen zwisehen i linen. 
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Umfanges, und es ist . 

dem Puncte P, entspricht weiter in Riicksieht der Axe F ein Punct P,„ 

nn,j “ ist CP, = CP,; 

ebenso entspricht dem Pnncte P, yermoge dor Ale X weiter cm Punct 
P diesem wieder vermoge der Axe Y ein Punct P 4? n. s. w. nh ms n 
endliclie. Diese Reihe von Punct, en erschopfen don Umfang der Figur un 
sirid alle gleich weit vom Durchschnitte C der Axen entfernt, was beweist, 
dass die Figur ein Kreis und C dessen Mittolpunct ist. 


• Yon den Figuren im Raurae. 

Von den prismatisclien Korpern. 

27. Der Inhalt oines beliebigen Prismas ist gleich dem 
Product aus der Grundflache in die Hohe. , _ 

Die Seitenflache eines senkrechten Prismas ist gleich 
einem Rechteck, dessen Hohe un.d Grundlinie boziehhch der 
Hohe des Prismas und dem Umfange der Grundflache gleich 

blI1< 28 Unter alien Prismen fiber der niimliclien Grundflache 
und von gleicher Hohe- hat das senkreohto die kleinste Seiten- 
fliiche Oder die kleinste Oborflache; und umgekelirt: unter alien 
Prismen fiber derselben Grundflache und von gleich grosser 
Seitenflache hat das senkrechte die .grosste Hohe oder den 
gross ten Inhalt. 

1st die Grundflache ein Polygon, so ist der Bewois dieses Satzes ein- 
lcuchtend, und ist sie eine Curve, mithin der Korper ein Cylinder, so iolg, 
der Beweis dadurch, dass man die Grundflache als Greuze von ein- odor 
umschriebenen Polygonen ansieht. 

29. I. Unter alien w-seitigen Prismen hat das senkrechte 

re gelmassigc die Eigenschaft, dass es . 

1) bei gleich grosser Grundflache und gleicher Hohe die 

kleinste Seitenflache; .. 

2) bei gleicher Seitenflache und gleicher Hohe die grosste 

Grundflache und den grossten Inhalt; 

3) bei gleich grosser Grundflache und gleich grossei 
Seitenflache die grosste Hohe oder den grossten Inhalt; und 

endlich ' . . 

4) bei gleicher Seitenflache und gleichem Inhalte die 

kleinste Grundflache und die grosste Hohe besit.zt. 
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II. Von zwei regelmassigen, senkrechten Prismen hat das- 
jenige, welches grossere Seitenzahl besitzt, 

1) bei gleich grosser Grundflache und gleicher Hohe eine' 
kleinere Seitenflache;- 

2) bei gleicher Seitenflache und gleicher Hohe eine 
grossere Grundflache und grosseren Inhalt; 

3) bei gleich grosser Grundflache und gleich grosser 
Seitenflache eine grossere Hohe oder einen grosseren Inhalt; 
und endlich 

4) bei gleicher Seitenflache und gleichem Inhalte eine 
kleinere Grundflache aber grossere Hohe. 

III. Unter alien prismatischen Korpern hat der senlc- 
rechte gerade Cylinder die Eigenschaft, dass er 

1) bei gleich grosser Grundflache und gleicher Hohe die 
kleinste Seitenflache; 

2) bei gleicher Seitenflache und gleicher Hohe die grosste 
Grundflache und den grossten Inhalt; 

3) bei gleich grosser Grundflache und gleich grosser 
Seitenflache die grosste Hohe oder den grossten In halt; mid 
endlich 

4) bei gleicher -Seitenflache und gleichem Inhalte die 
kleinste Grundflache und die grosste Ilohe besitzt. 

Beweis. Zufolge cles'Satzes No. 28 hat man es in alien Fallen imr 
mit senkrechten Prismen zu thun. Unter dieser Voraussetzung 1 assert sick 
die einzelnen Falle, wie folgt, beweisen: 

I. 1) Da die Seitenflache gleich einem Rechteck, dessen Hohe und 
Gmndlinie beziehlich der Hohe des Prismas und dem Umfange seiner 
Grundflache gleich sind (27), und da diese Hohe gcgebon ist, so win! 
folglich die Seitenflache mit dem Umfange der Grundflache gleichzeitig 
ein Minimum; dies tritt ‘aber ein, wenn die Grundflache rogeliniissig ist. 

2) Da die Hohe und die Seitenflache gegeben sind, so 1st dadurch 
auch der Umfang der Grundflache bekannt, welche also am grossten wirtl, 
wenn sie regelmassig ist. 

3) Da die Seitenflache gegeben ist, so wird die Hohe am grossten, 
wenn der Umfang der Grundflache ein Minimum ist, also wenn die Gruml- 
11 ache regelmassig ist. 

4) Hier bemerke man zunachst, dass bei jedem senkrechten 
Prisma der Inhalt, dividirt durch die Seitenflache, gleich ist 
der Grundflache, dividirt durch ihren Umfang; da nun die zwei 
ersteren Grossen gegeben sind, so ist ihr Quotient q constant, und folglich 
miissen die Grundflache und ihr Umfang (da sie denselben Quotionten 
haben) gleichzeitig kleiner oder grosser werden. Denkt man sich Kir 
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einen Augenblick den Inhalt der Grundflache gegeben, so ist ihr U-tnfang 
am kleinsten, und daher der Quotient am grossten, wenn die Grundflache 
rewelmassig ist; fur jedes regelmiissige Polygon aber ist der genann.e 
Quotient dem Radius des eingesehriebenen Kreises gleich, und wird somit 
mit dem Inhalte des Polygons gleichzeitig kleineroder grosser; folglich 
kann nur bei einer einzigen bestimmtcn, regelmassigen Grundflache 13 dei 
Quotient jenem gegebenen Quotienten q gleich werden. Da nun jede andere 
Grundflache, mag Me regelmlissig sein oder nicht, welche klemer als 13 is , 
auch einen kleineren Quotienten als diese fiat und somit unzulassig ist 
(well der Quotient gleich q sein muss), so ist folglich B unter alien mog- 
lichen Grundflachen die kleinste. 

Man kann auch, wie folgt, schliessen: Zuvorderst bemerke man , dass 
der Inhalt eines senkrechten, regelmassigen Prismas gleich . 
ist dem halben Product aus der Seitenfliiche in den Radius 
des der Grundflache eingesehriebenen Kreises. Nun sei 1 agent 
ein Prisma mit dem gegebenen Inhalte und der gegebenen Seitenflao.ic, 
und ferner sei P, ein senkreohtes, regelmassiges Prisma mit respective 
gleich grosser Seitenfliiche und Grundflache; so ist zufolge des hallos 3) 

P, >■ P- 

Soil nun P bei gleicher Seitenfliiche kleiner werden, bis 

C - P, 

so muss der Radius seiner Grundflache, und somit diese Grundflache selbst 
abnehmen, woraus wiederum die Wahrheit des Theorems folgt. . 

II IRer folgt der Beweis fur alle vier Falle aus den vongen (I), 
wofern man dabei den Satz No. 26 in der ersten Abhandlnng berueksichtigt. 

III. Diese Falle sind eine unmittelbare Polge der vorigen (11). 

Bemerkung. Wie die vorstehenden Siitze gewissermassen aul die 
frfiher betrachteten Eigenscliaften ebener Figuren sicli griinden, ebenso 
las, sen sich viele andere Siitze fiber Prismen aus entsprechcnden Satzen 
iiber ebene Figuren ableiten; ' so z. B. kann fast die gauze Reihe von 
Siitzen , welche in der ersten Abhandlung uber ebene Figuren enthalten 
sind unmittelbar auf senkrechte Prismen von gogebener Hohe welche die 
genannten Figuren zu Grundfliichen liaben, fibertragen werden; u. s. w. 
Inde’ssen sind diese Siitze keine eigenthfimlich stereometrischen, weshalb 

ich micli mit ihrer blossen Andeutung begnfige. 

BO Unter alien vierseitigen Prismen hat der Gubus die 
Eigenschaft, dass or bei gleicher Oberfliiche den grossten 
Inhalt, und bei gloichem Inhalte die klcmste Oborflache hat. 

Denn man denko sich ein vierseitiges Prisma, welches bei gegebcnei 
Oberfliiche den moglich grossten Inlialt haben soil, so muss Maaselbe, 
wenn man fur einen Augenblick seine Seitenllache und die eine Grand- 
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flaclie einzeln als gegeben ansieht, senkrecht und regelmassig, also ein 
Parallelepipedon mit quadratischer Grundflache sein; und da nun die 
beiden iibrigen Paare paralleler Seitenfliichen auch als Grand II lichen an- 
gesehen werden konnen, so miissen sie ebenfalls Quadrate, und folglich 
der Korper ein Gubus sein. 

Bemerkung. In Riicksicht auf spatere Betrachtungen sind hicrbci 
folgende charakteristische Eigenschaften hervorzuhobcn: 

I. Beim grossten vierseitigen Prisma mit gogebener Ober- 
flache ist die Seitenfliiche doppelt so gross als die Summe 
beider Grundflachen , oder die Seitenfliiche betriigt zwc i 
Drittel und jede Grundflache- ein Sechstel von der Ober- 
flache. 

II. Dieses Prisma ist einer Kugel umschrieben, welclie 
jede seiner sechs Grenzflachen in ihrem Schwerpuncte beriilirt. 

31. Wenn in der Folge gesagt wird: 

1) Ein Polygon oder ein Polyeder sei der Gattung nacli 
gegeben, so soil dies . heissen, es sei beim ersten bloss die Zahl der 
Seiten, oder beim anderen die Zahl der Seitenllachen nebst ihrer Gattung 
und Aufeinanderfolge (also auch die Zahl der Ecken nebst ihrer Gattung 
u. s. w.) gegeben. 

2) Ein Polygon oder ein Polyeder sei der Form nacli ge- 
geben, so soli dies heissen, es sei irgend einem gegebenon Polygon oder 
Polyeder ahnlich. 

32. I. Unter alien ra-seitigen .Prismon hat dasjenige seuk- 
rechte und regelmiissige, dessen Grundflache oin Soehstel 
der Oberflache ist, bei gleicher Oberflache den grossten In- 
halt, und bei gleichem Inhalte die kleinsto Oberflache. Auch 
ist dieses besondere Prisma einer Kugel umschrieben, welclie 
jede einzelne Flache desselben in ihrem Schwerpuncte lie- 
nihrt. 

II. Giebt man der Seitenzahl n nach der Roihc alio Wertlie: 
3, 4, 5, 6, ..., so haben die entsprochenden Prismon bei glei- 
cher Oberflache nach der Reihe immer grosseren Inha.lt, und 
bei gleichem Inhalte immer kleinere Oberflache; daraus folgi; also ; 

III. Unter alien prismatischen Korpcrn hat dor sonk- 
rechte Cylinder, dessen Mantelfliiche viormal so gross als die 
Grundflache, oder dessen Hohe dem Durchmossor der^Grund- 
flache gleich ist, die Eigenschaft, dass bei gleicher Ober- 
flache sein Inlialt ein Maximum Maximorum, und bei glei- 
chem Inhalte seine Oberflache ein Minimum Minimoruin ist. 

Be we is. Dass man es nur mit senkrecliten, regoltnassigen Prismon 
zu thun hat, ist aus dem Vorhergehenden klar (29). 
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Man denke sick in Rficksicht des ersten Falles (I) zwei senkrechte, 
regelmassige Prismen, ein w-seitiges I\ und ein vierseitiges P 4 , keidem 
solcher gegenseitigen Beziekung, dass sie dieselbe Hoke kaben, und dass 
ikre Grundflachen gleicken Kreisen (oder einem und demselben Krexse) 
umsckrieben sind. Dann verhalten sick die Inkalte der Prismen sowok 
als die Oberflacken und die Grundflachen wie die Umfange der letzteren. 
Daher ist mit der Oberflacke von P n auch zugleick die Oberflacke von i 4 
gegeben, und wenn sodann, bei gleichzeitiger Aenderung beider Prismen, 
der Inkalt von P 4 ein Maximum wird, so muss aucli zugleick der Inlialt 
von P n ein Maximum werden, und dabei muss P„ die im Satze. ange- 
zeigte Eigensckaft kaben, weil P 4 die analoge Eigenschaft (30) besitzt. 

Her Beweis fiir die fibrigen Falle (II und III) ergiobt sich nunmehr leicht. 

33. Wenn die Grundflache eines dreiseitigen Prismas der 
Form nack (31), und wenn die Summe der boidon Grundflacken 
und einer der drei Seitenfliicken gegeben ist, so ist der In- 
halt ein Maximum, wenn das Prisma senlcreckt (oder wenn 
nur die Grundflacken zu der genannten einen Seitenflache 
senkrecht), und wenn jede Grundflacke ein Seclistel von der 

gegebenen Summe ist. . 

Beweis. Enter Voraussetzung senkrcchter Prismen P^ sei ALP 
(Taf. XIV Fig. 14) die der Form nack gegebeno, aber der Grosse^ nacli 
veriinderlicke Grand dache; fiber der Basis AB stehe diejcnigo Seiten- 
(lilche , welche mit den boidon Grundlliichon zusammcn die gegebene 
Summe S ausmacht; und endlick sei die Spitze C des Droiecks zugleick 
der Mittelpunct eines Quadrates DEFG, wovon die cine Seite DG mit 
der Basis AB in dcrsclben Geradcn liegt, und welches die Grundflacke 
eines senkrechten Prismas P 4 sein soil, das mit P 3 gleiclie Hohe hat und 
sick mit diesem gleichzeitig iindert. Dann verhalten sich die Prismen 1 3 
und P 4 sowokl, als ikre Grundtlachen, wic die Basis AB zum Umfange 
des Quadrates DEFG; und ebonso verhalt sick auch der von 1\ ge- 
o’ebene Oberflachentheil S zur ganzen Oberflache von P 4 ; so dass also 
mit S auch zugleich die Oberflache von P, gegeben ist, und dass welter 
mit P 4 auch gleichzeitig P 3 ein Maximum wird, woraus sofort die im 
Satze ’ genannte Eigenschaft folgt. 

Der obige Satz liisst sich auck umkohrcn, niimlick: wenn statt der 
Summe S der Inkalt des Prismas gegeben ist, so ist unter denselben Be- 
dingungen die Summe S ein Minimum. — In gleicher Weiso lassen sich 

die meisten nackfolgenden Satze umkehren. 

34. 1st die Grundflacke eines w-seitigen Prismas der 
Form nach, und ist die ganze Oberflacke dosselben gegeben, 
so ist der Inkalt ein Maximum, wenn es senkrecht, und wenn 
die Grundflacke ein Sechstel der Oberflache ist. 

1 Q 
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Der Beweis dieses Satzes ergiebt sicli mittelst des vorigen (B3). 
Namlich man denke sicli ausser einem senkrechten Prisma P„, dessen 
Grundflache B n die gegebene Form bat, noch ein senkrechtes, dreiseitiges 
Prisma P 3 von gleicher Hohe und gleich grosser Grundflache; ausserdem 
sei die Grundflache ACB von P 3 so beschaffen, dass ihre Grundlinie AB 
dem Umfange der Grundflache B n gleich ist, und zudom setze man fort, 
dass dieselbe ihre Form ebenfalls nicht andern soil. Dann haben die 
Prismen gleichen Inhalt, und die Summe S der beiden Grundflachen und 
der uber ° AB stehenden Scitenflache des Prismas P 3 ist gleich der ge- 
gebenen Oberflache von P„, woraus also nach No. 3S die Wahrheit des 
Satzes folgt. ■ 

35. I. Ist die Oberflache eines M’-seitigen Prismas mil. 
Ausnahme der einen Grundflache gegeben, so ist dei Inhalt 
ein Maximum, wenn es senkrecht und regolmassig, und wonn 
die Grundflache halb so gross ist als die Scitenflache. 

Setzt, man successive 

n — 3, 4, 5, 6, . . - , 

so haben die grossten Prismen nach der Reihe iramoi grdsseren 
Inhalt, so dass also der gerade Cylinder das Maximum Maxi- 
morum darstellt. 

II. Ist der namliche Tlieil der Oberflache gegeben, und 
ist zudem die Grundflache der Form nach gegeben, so ist der 
Inhalt des Prismas ein Maximum, wenn es senkrecht, und 
wenn die Grundflache halb so gross ist wie die Seitenfliiche. 

Beide Fiille folgen unmittelbar aus vorhcrgohonden Sateen, wenn man 
das Prisma als die eine Halfte eines anderen Prismas ansieht, welches 
von der Ebene der ausgeschlossenen (nicht gegebenon) Grundfliichc ge- 
halftet wird, so dass also die andore Halfte unterhalb dieser Fliiche liegt. 

36. I. 1st die Oberflache eines %-seitigen Prismas, aus- 
genommen eine einzelne Seitenfliiche, gegeben, so ist der In- 
halt desselben ein Maximum, wenn es die eine Halfte eines 
senkrechten, regelmiissigen Prismas ist, welches durch jcno 
ausgeschlossene Seitenfliiche gehiilftot wird, und wonn die 
Grundflache einSechstel von dem gegcbenen Fliichenthoil ist. 

n. Ist die Grundfliichc der Form nach gegeben, und blei- 
ben die ubrigen Bedingungen dieselben, so wird das Prisma 
ein Maximum, wenn es senkrecht und wenn die Grundfliichc 
gleichfalls ein Sechstel des gegebenen Fliichenthcils ist. 

37. I. Ist die Oberflache eines ra-seitigcn Prismas, mil 
Ausnahme der einen Grundflache und einer Seitenfliiche, ge- 
geben, so ist dasselbe ein Maximum, wenn es die eine Hiilfte 
eines senkrechten, regelmiissigen Prismas ist, welches durch 
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die ausgenommene Seitenflache gc'halftet wird, und wenn die 
Grundflache ein Drittel von dem gegebenen Flachentheil ist. 

II. Und wenn zudem die Grundflache der Form nacli ge- 
geben ist, so wird das Prisma ein Maximum, wenn es senk- 
reclit, und wenn gleiclifalls die Grundflache ein Drittel des 

gegebenen Flachentheils ist. , 

In ahnlicher Weise kann man noch mehr Satze aufstellen, wie z. B. 

den folgenden Satz: # , 

III. Ist die Grundflache eines Prismas der Form nach, 
und ist die Summe derselben und einer einzelnen Seiten- 
flache gegeben, so ist das Prisma ein Maximum, wenn die ge- 
nannte Seitenfliichc auf der Grundflache senkrecht steht und 

doppelt so gross ist wie diese. _ , 

Die iibrigen SeitenfUichen brauclien in diesemFalle nicht auf der Grund- 
flache senkrecht zu stehen, oder das Prisma braucht nicht senkrecht zu sem. 

38. Man denke sich eine beliebige, dreiseitige, unbegrenzte, prisma- 

tische Saule. 

1) Wird dieselbe von beliebigen Ebenen, die den Kanten nicht 
parallel sind, gesclmitten, so sind die Sclmitte Dreiecke A, B, C, .. 
deren Scliwerpuncte a, b,c, ... alle in einer bestimmten Geraden Q 
liegen, welche den Kanten der Saule parallel ist. 

2) Fixirt man irgend zwei Ebenen, welche von der Saule einen 
prismatischen Korper abschneiden und dessen Grundfliichen A und B 
bilden, so ist bekanntlich der Inhalt dieses Korpers gleich dem Producte 
aus der einen oder anderen Grundflache (A oder B) in das aus dem 
Schwerpuncte (b oder a) der anderen auf sie gefallte Perpendikel*). Da- 
her folgt weitcr: 

3) Halt man die eine Grundflache, etwa A, in ihrer Lage fest und 
liisst die andere B sich boliebig urn den festen Punct h bewegen, wobei 
dieser stets Schwerpunct des veranderlichen Dreiecks B bleibt, so bleibt 
der Inhalt des Korpers constant (weil die Grundflache A und das aus b 
auf sie gefallte Perpendikel sich nicht andem); und umgekehrt, ist der 
Inhalt des Korpers gegeben, so muss die Grundflache B bei alien ihren 
moglichen, verschiedenen Lagen, stets durch denselben festen Punct b 
gehen, der immer ihr Schwerpunct ist. Die Grundflache B und das aus 
a auf sie gefallte Perpendikel miissen ihre Grosso gleichzeitig andern, 
aber im umgekehrten Sinne ; nun wird das • Perpendikel ein Maximum, 
wenn es mit der festen Geraden ab zusammenfallt; daher muss die Grund- 

*) Niimlich man sagt gewohnlich, der Inhalt sei gleich dem Producte aus der einen 
Grundfliiche in ein Drittel der Summe der aus den Ecken der anderen Grundflache auf 
jene gefallten Perpendikel; die Summe dieser Perpendikel ist aber gerade dreimal so 
gross wie das Perpendikel aus dem genannten Schwerpuncte. 
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fiache B in diesem Falle (wo sie namlich zu der Geraden Q und somit 
aucli zu den Kanten der Saule senkrecht ist) ein Minimum werden. 

39. Von den Tiber die dreiseitige Saule angcgebonen Eigenschaften 
(38) gelangt man stufenweise leicbt zu analogen Eigenscbaften bei dor 
4 5, 6 ... w-seitigen Saule, mit.Einschluss des Cylinders; namlich man 
gelangt zu folgenden Siitzen: 

1) Wird irgend eine unbegrenzte, prismatische Saule (mit 
Einscliluss des Cylinders) von beliebigen Ebenen, die jedocli 
den Kanten derselben nicbt parallel sind, geschnitten, so ist 
der Ort der Schwerpuncto a, b, c, ... allcr Durchsclinitts- 
figuren A, B, C, ... eine bestimmte, den Kanten dcr Saule 
parallele Gerade Q. 

2) Irgend zwei der genannten Ebenen schncidcn von dci 
Siiule einen prismatischen Korpor ab und bilden dosson Giund- 
fliLchen, wie etwa A und B; der Inhalt dieses Korpers ist 
allemal gleich dem Producte aus der einen odor anderon 
Grundflache (A oder E) in das aus dem Schwerpuncte (b oder a) 
der andoren auf sie gefallten Pcrpendikol. 

Begegncn sich die Grundflachen A und B innerhalb dor 
Saule, so besteht der Korpor aus zwei Theilcn, woven dor 
eine als negativ anzusohen ist; und tallon dabei die Schwei- 
puncte a und b der Grundflachen zusammen, so sind dioso 
Tlieile gleich gross und somit der Inlialt des Korpers gleich 0, 
weil namlich die genannten Pcrpendikol Null werden. 

3) Halt man die eine Grundflache A fest, wahrend die 
andere B sich urn ihron Schwcrpunct b boliebig bewegt (dor 
dabei immer ihr Schwcrpunct bloibt (1)), so blcibt dor lull all, 
des Korpers constant; und umgekehrt: ist die fosto Grundllachc 
A (oder bloss ihr Schwcrpunct «) nebst dem Inhalte des Kiir- 
pers gegebon, so ist zwar die Lage und Grosso der anderon 
Grundflache B unbestimmt, aber bei alien ihron verschio- 
denon Lagen geht sie stots durch einen bestimmten Puncl l>, 
welcher bestandig ihr Schwcrpunct ist. 

Dabei wird der Inhalt dor Grundflache B ein Minimum, 
wenn sie auf den Kanten der Saule senkrecht stcht; d. h. untor 
alien die gegobene Siiule schneidenden Ebenen ist der Elachen- 
inhalt des Schnittes bei derjenigen ein Minimum, wclche auf 
den Kanten senkrecht steht; und jo mehr dieEbene von dieser 
Lage abweicht, desto grosser wird ihr Schnitt. 

Wenn die Siiule und der Inhalt des von ihr abgcschnittcnen Korpers 
gegeben sind, so komite gefragt werden, unter welcher Bedingung alsdami 
die Oberflacho odor die Soitenlliiche dieses prismatischen Korpers ein 
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Minimum sei? Die Beantaortvmg dieser Erage ergiebt sich leicht aus 

folgender Betrachtung: c^hnitte liegcn in 

Die Schwerpuncte der Umfiinge aller senkrechten Schmtte lie & . 

izi sr 2 % »"r h pr « r;: : «i 

!rs‘S“* rltl; e de bellit aus «ei ^ " 

X ribl": ^SIX^STaZ B die 

Q schneiden, jede Grosso taken kann. somit das Volumen 

Sind umgekehrt die Puncte a und b ’ Grosse 

constant, so 1st klav, lass d.nn die Seitondaobe jo d. I behebigo Grosse 

Grundflachen mogen ihro Lage andem, « ma f}d zwei 

dass Q mid q zusammenfallen , findet nnter anderen m ioi 0 onu 

KUe i. tenn die Siiule regelmassig, d. h. wonn dor zn ihren Kantcn (odor 

2U .Q) recktwinklige Schnitt ein jeder Sclmitt ' 

2 wonn Q erne Central- Axe clei baule ist, u. - j i 

ein soiehes Polygon is,, t-olebes ciuen Mittelp^ (u^junt «mo . 

Zahl von Seiten) bat. Zu diosem ««« Falle biotet der ompti 

Cyl “"rt llt'ndere die sehneidenden Ebenen odor MHte f 
und B parallel angonommon, so «£. 

parallfn Grundmtcben) . und B 

•) Simla bei j. elnem System parallel.! “ 

»«• ia einer de.Kantea der Srn £££,£ meht H* S.l.nitte, 
tung des Schmttes zugleiek an ei , n ^ dcr Y(m m, Hirsch in seinem 

jenes niclit der Fall sem kann. 4 aufgestellte Satz im 

Werke: „S^„, W basirte Sat.., 

Allgemeinen falsch, nnd ebenso sind ^ o a + ze r 163 No. 5, 6; § 164; 

dleWb. d« Up. beteefend amteb .g, «« J • “ i W 1 "” ““ 

§ 191 and § 192. ^ — -oh abg.,-. 

Principe gescblossen wird. Die batze $ ux> unu S 

es bleibt deahalb unentschiedou, ob sie falscb Oder nchtig and. 
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yon einander gegeben, so ist der Inhalt des abgeschnittenen 
Korpers ein Minimum, wenn die Ebenen zu den Kanten der 
Saule senkrecht sind. 

5) Ist die Saule einer Kugel umschrieben, und sollen die 
parallelen Grundflachen A und B ebenfalls die Kugel be- 
ruhren, so ist der Korper unter derselben Bedingung ein Mi- 
nimum. 

. 6) Unter alien einer Kugel umschriebenen, w-seitigen 
Prismen hat das senkrechte, regelmassige den kleinsten In- 
halt, sowie die kleinste Oberflache, kleinste Seitenflaclie und 
kleinste Grundflaehe. Und weiter: 

7) Setzt man 

n = 3 , 4 , 5 , 6 , . ... , 

so haben die entsprechenden Prismen nach der Reihe immer 
kleineren Inhalt, sowie kleinere Oberflache, Seitenflaclie und 
Grundflaehe; so'dass also unter alien der gegebenen Kugel 
umschriebenen Prismen dem senkrechten geradon Cylinder 
ein Minimum Minimorum des Inhalts sowohl, als der Ober- 
flache, Seitenflaclie und Grundflaehe zukommt. 


Von den pyramidalischen Korporn. 

40. I. Ist die Grundflaehe einer Pyr amide cine. in Krais© 
umschrieben und gegeben, und ist ferner die IIo lie (odor der 
Inhalt) der Pyramid© gegeben, so ist die Summo Hirer Scition- 
flachen dann ein Minimum, wenn die Pyramid© cincm gora- 
den Kegel umschrieben ist. 

Ist umgekehrt statt der Hohe (odor dem Inhalte) die Summo der 
Seitenflachen gegeben, so ist unter der namlichcn Bedingung die Holm 
(oder der Inhalt) ein Maximum. Dergleichen Umkehmngcn werden wir 
in der Folge meist mit Stillschweigen iibergehen. 

Beweis. Sei B die gegebene Grundflaehe und C der ilir cinge- 
schriebene Kreis. Ueber C denke man sich den geradon Kegel K anil 
der gegebenen Hohe, und fiber B die ihm umschrieben© Pyramid e J\ 
deren Seitenflachen a, f), ^ . . . heissen mogen. Ferner denke man sich 
einen zweiten Kegel f, welcher den ersten im Kreise C orthogonal sclmeidet 
und somit auf der anderen Seite der Grundflaehe steht; jeder heisso der 
Polar-Kegel des anderen; die Lange der Kanten des Kegels f sei gleioh r. 
Endlich denke man sich noch die dem Kegel I umschriebene Pyramid© p 
fiber der Grundflaehe B; ihre Seitenflachen beriihren den Kegel l in sol- 
chen Kanten, welche respective auf den Seitenflachen a, p, . . . von P 
perpendikular sind. Der aus beiden Pyramiden P und p zusammenge- 
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die g— n pen-diku- 

liiren Kanten) sind. Daher hat man 

p_l_p = £r(oH-£M-T(-t )• 

Tt -f“ “ ±: 

sein; bezeiehnen wir dieselben durch r-2, r-y, , 

p+« = |(r— zX-h-O— y)Pi-Hr( r — ’ 

1 h7 l +-)-+C«* 1 +»p t +*r»+- ) . 

und daher, da I\ gleich P, n , \ 

woraus folgt, *>® i+f+i+ ... , a 1 + P> + Tl +- . 

d - 1 n dass D f t ssvrr, s 

h £-> 

ar-a.^ * sjz W. 

tlic ^r gS ^ ^ ka, d.r gerado die 
kUi ^*‘l M Sina au G^ndflliek.n £ and B, ™«er Pyvamidoa 

captive toi... »* V.^t* 

die Summe ihrer Yolnmmagcg^ » oin Minimumj 

Seitenflachen, zusammengenommen, 

W % die Pyramiden g.r.den Kegoln X und * umachriebcn 
n Xcgcln entspr.ck.nden PoUn-Kegol « und «, 

(40) safiriid 'siz *. «. T <- «*- 

Sate ( 40 ) taiicksichtigt; or ist den. fur don onteprockendon Fall bar obonon 
Figuren analog (13). 
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Der Satz findet auch fur Kegel statt, im Falle namlich die gegebenen 
Grundflachen Kreise sind. Audi lasst er sich unmittelbar auf beliebig 
viele pyramidalische Korper ausdehnen, so dass man den folgenden Satz bat: 

H. Sind die Grundflachen beliebig vieler Pyramiden ge- 
geben, ist jedocb jede entweder einem Kreise umschrieben 
oder selbst ein Kr.eis, und ist ferner die Summe der Seiton- 
flachen alter Pyramiden gegeben, so kann die Summe ihrer 
Inhalte nur dann ein Maximum sein, wenn 

1) alle Pyramiden geraden Kegeln umschrieben, oder 
theils selbst gerade Kegel sind, und wenn 

2) die diesen Kegeln entsprechenden Polar-Kegel alle 
gleiche Kanten haben. 

Ein besonderer Fall des ersten Satzes (I) mag noch erwahnt werilen. 
derjenige namlich, wo die beiden Pyramiden Tiber der namlichen Grundflaclu* 
aber auf entgegengesetzten Seiten derselben stehen, so dass sie zusamimm 
eine sogenannte Doppelpyramide bilden. Fiir diesen F all heisst der Satz : 

HI. Ist die Grundfliiche einer Doppelpyramide einem 
Kreise umschrieben und gegeben, und ist ferner ilire Oher * 
flache gegeben, so ist ihr Inhalt ein Maximum, wenn sie 
einem geraden , symmetrise hen Doppelkegel umschrieben 
und daher selbst symmetrisch ist, so dass die beiden ein 
fachen Pyramiden, aus denen sie bcstcht, symmetrisch gloieb 
sind. 

42. I. Sind von zwei rechtwinkligon Dreiecken von jedem 
cine Kathete und ist die Summe der beiden iibrigon Katheten 
gegeben, so ist die Summe der Hypotenuson ein Minimum, 
wenn die Dreiecke ahnlich sind. 

Demi sind AB und BE oder a und c (Taf. XIV Fig. 15) die eimek 
gegebenen Katheten, und ist BE die gegebene Summe der zwei iihrigm 
Katheten b und d , so ist, da die Puncte A, D nebst der Geraden /;/' 
lest sind, die Summe der Hypotenuson z-\-y ein Minimum, wenn Win!. 

a = T , 

also wenn die Dreiecke ABC und DEC ahnlich sind. 

II. Aus der Aehnliclikeit der Dreiecke lolgt: 

(a) a:b : z = c : d: y . 

Man setze 

{ ma = m x a lx me = n 1 c 11 
mb — m x b x , md = n x d xy 
mz = m x z xx my = n x y x , 

wo m P m x und n x beliebige gegebene Gerade sind, so sind auch a x tin 
c\ bekannte Gerade, wogegen b x und d x nicht einzeln besthnmt sind, » ? 


Uebev Maximum und Minimum. 


281 


dern nur die Summe mA+V, ** constant, namlich gleich 
w0 m und b+d gegebene Gerade sind. Endlich folgt fur z, T 
mfr+W mit der Summe z+y gleichzeitig exn Mimmurn wird, mde 

m 1 z 1 - s rn l y 1 = m(z+y ) 

Da vermoge der Gloicliungen (a) und (P) 

so konnen i„ s, ukd », ok dio Seiten oweie, rccMwinkl.gen, 

Staliota. Dreiecke ongesehon werden, -volche euglmch don wngm Bra- 
eclcen, die a, b, z und c, d, y zu Seiten haben, ahnlich sind. Man ba 

daher den folgenden allgemeineren Satz: 

Sind von zwei rechtwinkligen Dreiecken von jedem erne 
Kathete und und ist die Summe der Rechtecke der bei- 
den anderen Kathcten \ und d t in gegebene Gerade m, und , 
falso mb+n.dj gegeben, so ist die Summe der Rcchtccke dor 
Hypotenu^en 2, und y, in die niimlichen Goroden und ». 
ein Minimum, wenn die Dreiecke ahnlich sind. 

Es ist leicht zu sehen, dass der Satz noch etwas allgcmemer existirt, 
wenn namlich die Dreiecke statt der rechten Winkel B> und E b^lngo 
o-ecfebenc Winkel haben; die Bedingung ist dann nur: dass die den ? e- 
gebenen Seiten a, und o, gegeniiberliegenden Winkel a, und Tl S leid) 

sein mussen.^ ^ ^ ^ auf me hr Dreiecke auszudchnen, 

namheh-d ^ beliebig vielen rechtwinkligen Dreiecken von 
jedem eine Kathete a, «, «, .... und ist die Summe dei r Keclit- 
ecke der iibrigen Itatheten b, d, m gegebene Geiado m, 

n, 0, also die Summe 

p = mb-\-nd-+-of-\ , 

ivegeben, so ist die Summe der Reclitccke der (Hypotenusen 
^ y } cc, ... in die namlichon Geraden, also die Summe 

jj , == mz+ny-^-ox-^ , 

ein Minimum, wenn die Dreiecke ahnlich sind. 

Wenn insbesondere die gegebonen Kathcten gleich sind, 

wenn 

a = c = e = • • * , 

so sind aucli die Dreiecke gleich, dalier aucli 

6 = d=/=- 

und ^ ^ 

und so dann hat das Minimum p immer denselben constanten 
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Worth, mag die Zahl der Dreiecke kleiner oder grosser ango- 
nommeii werden, wofern nur a, sowie fl und 

a = 

unverandert bleiben. 

Denn durch 

P = ba 

ist alsdann b, und durch a und b ist weiter 0 bestimmt, so dass 

[x = ze 

constant sein muss. 

4B. Wenn zwei Pyramiden von gleichor Ilohe gleich 
grosse Grundflachen von gleichom Umfange haben, und wenn 
nur die cine einem geraden Kegel umsclirieben ist, so hat 
sie kleinere Seitenflache als die andero; oder sind beide 
Pyramiden geraden Kogeln umschricben, so haben sio gleicli 
grosse Seitenfliichon, und die Kegel sind gleich. 

Und femer : 

Pyramiden, wclche demselben geraden Kegel umschriebon 
sind, und deren Grundflachen cntweder gleichen Inhalt odor 
gloichen Umfang haben, haben gleiche grosse Seitenfliichon. 

Bezeichnet man die Hohe einer der genannten Pyramiden durch «, 
ihi-e Grundflache durch [3, die Seiten derselben durch m, n, 0 , ... , die 
aus dem Fusspuncte der Ilohe 05 auf diese Sciton gefalltcn I erpendikrl 
durch b, cl, f, ..., und den Umfang derselben, niimlich — , 

durch c, die Hohcn dor einzelnen Seitcnflachcn durch z, y, as, . .., und 
endlich die gauze Seitenflache durch [x, so lolgt diesei Satz, wie leiihf 
zu sehen, unmittelbar aus dem besondern Fallo des vorigon Satzcs (42, 111). 

Ben gegonwiirtigon Satz nebst dem vorigcn Hiilfssatze verdankt man 
Lhuilier. Hier sind sie nur etwas anders vorgetragon. 

44. Untor alien %-seitigen Pyramiden von gloichcr IIols. 
hat die rcgelmiissige bei gleich grosser Grundflache die kleinst* 
Seitenflache, und bei gleich grosser Seitenflache die gross! 
Grundflache und den grossten Inhalt. Und: Untor alien w-s.-i 
tigen Pyramiden von gleich grosser Grundflache und glcieft 
grosser Seitenflache hat die rogclmassige die grossto Hiihr 
oder den grossten Inhalt. U. s. w. 

Der Beweis dieses Satzes orgiebt sich leicht. 

45. Von zwei Pyramiden, weleho geraden Kegel n urn- 
schrieben sind und gleiche Hohe und gleich grosse Grund- 
flachen haben, hat diojonige kleinere Seitenflache, den-: 
Grundfliiche dem grosseren Kreise umsclirieben ist. 

Heissen die Pyramiden’ P und P, , ihre Seitenflachen |x und jx, , uu 
sei die Grundflache von P dem grosseren Kreise umsclirieben. Aus tk: 
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Mittelpuucten der den Grundfliichen eingeschriebenen Kreise fafle man 
Perpendikel p und p, auf die Seitenfliichen, so ist offenbar 

P > Pi ; 

und da nun 

P = ipm p i = to* 

und nach Voraussetzung P gleich P u so muss 


&em '46. Unter regelmiissigen Pyramiden von gleicher Hohe 
und gleich grossen Grundflachen hat immer diejemge die klei- 
nere^ Seitenfliiche, deren Grundflache mehr Seiten ha so 
dass also der gerade Kegel unter alien die ^ernste Seiten- 
flache besitzt (45). Oder: Unter alien pyramidalischen Koi- 
pern von gleicher Hohe hat der gerade Kegel die Eigenschaf , 
dass bei gleichem Volumen seine Seitenfliiche ein Minimum 
Minimorum, und bei gleicher Seitenflache sein Inhalt (od 
seine Grundflache) ein Maximum Maximorum ist. U. s. w. 

47. I. Unter alien Tetraedern hat das regelmassige die 
Eigenschaft, dass es bei gleicher Oberfliiche den grossten In- 
halt und bei gleichem Inhalte die- Hamate Oberflache besitzt. 

Denn in Riicksiclit jeder der vier Eliichen, wenn man sic als Grund- 
(lache ansieht, muss der Korper eine regelmassige Pyramide sein (4 ■), 
daher miissen alle vier Eliichen regolmiissig, und somit muss auch d 
Korper regclmassig sein. 

P Oder der Beweis folgt auch schon aus dem obigen ersten Satze uber 
Pyramiden (40). Denn wird irgend eine der vier Fliiclien als Grundflache 
angesehcn, so muss der Korper (als Pyramide) einem geraden Koge um- 
scluieben sein, und die drei iibrigcn Fliiclien miissen nut der Grundflache 
gleiche Winkel bilden; daraus folgt, dass alle seclis Machenwmkel des 
Korpers gleich, daher die vier Korperwinkel regelmiissig und gleich, und 
somit auch die vier Flaclien regelmiissig und gleich sein miissen. 

II. Zum Behufe spiiterer Siitze sind nocli folgende Eigenschalten des 

regelmiissigen Tetraeders zu merkon: 

Wird eine der vier Fliichon zur Grundflache angonommcn, so kann 

man . gt ein Viertel von der Oberfliiche, oder ein 

Drittel von der Seitenfliiche. . • i 

2) Die Hohe l einer Seitenfliiche, oder die Kante des der l yramice 
eingeschriebenen geraden Kegels ist dreimal so gross wic dor Radius r 
des der Grundflache eingeschriebenen Kreises; also ist 

l = 3r, 
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3) Der Durchmesser d des genannten Kreises verhiilt sich zur Hohe 
h der Pyramide, wie 1 zu ]/2, d. i. wie die Seite eines Quadrates zur 

Diagonale; dena man hat 

k*=P— r 2 = 8r 2 = 2d 2 , 


also _ 

d:h = 1 : ]/2. 

4) Die eingoschriebene Kugel beruhrt jede Fliiche in ihrem Schwer- 
' puncte, und ihr Mittelpunct fallt mit dem Schworpuncte der Pyramide 
zusammen. Daher ist die Hohe der Pyramide doppelt so gross wie der 
Durchmesser 8, oder viermal so gross wie der Radius p der Kugel; also 

h = 23 = 4p, 


und daher welter 
folglich wird 
oder 


8 : d = 1 : 1/2, 
h:d — d: 3, 
d' 1 = AS; 


u. s. w. 

48. Da boi beliobigon Pyramiden, welche dcmsolben gcraden Kegel 
umscluieben sitid, die Inhalto sowohl, als die Obcrdaehen, feeitcnllaelieii 
und Grundflachen sich vcrhalton, wie die Umfange dor Grundilachen, so 
folgen aus den angegebenen Eigenschaften des Tetraedcrs (47) leicht die 
nachstohenden Siitze : 

I. Ist die Oberfliicho einer w-seitigon Pyramide dem In- 
halte nach und ihre Grundflaclie dor Form nach gogoben, und 
kann die letztere eincm Kroisc umschriebon wordon, so ist 
der Inhalt der Pyramide cin Maximum, wcnn diesolbo eincm 
gcraden Kegel umschriebon. und wcnn die Gruudi'laoho cin 
Viertel von der Oborflache ist; u. s. w. 

II. Unter alien w-seitigen Pyramiden von gleichor Obor- 
flache ist diejcnige regelmassige ein Maximum, deron Grund- 
flache ein Drittel von der Seitcnfliicho ist, oder boi wolchor 
die eingeschriebene Kugel j edo Fliiche in ihrem Schworpuncte 
beruhrt (und don Schwerpunot dor Pyramide zum Mittol- 
puncte hat, so dass der Durchmesser der Kugel die Hall'lc 
von der Hohe der Pyramide ist; u. s. w.). 

III. Setzt man fur dieselbo gogobone Oberfliicho 

7i — 3, 4, 5, G, • • • , 

so haben die entsprechonden grossten Pyramiden nach der 
Reihe immer grosscron Inhalt; daraus folgt also: 

Unter alien Pyramiden undKegeln bositzt dcrjenige gerade 
Kegel, dessen Grundfliiche ein Viertel von der ganzen Ober- 
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flache ist, die doppelte Eigenschaft, dass bei gegebener Ober- 
flache sein Inhalt ein Maximum Maximorum, und bei gege- 
benem Inhalte seine Oberflache ein Minimum Mimmorum ist. 

Bei diesem besonderen Kegel finden auch alle oben (4 , ) an S° 
o-obenen Verhiiltnisse zwischen den Grossen l, r, d, h, p und 8 start, sowic 
die Eigenschaft, dass sein Schwerpunct mit dem Mittelpuncte der urn 
eingeschriebenen Kugel zusammenfallt, und dass diese Kugel seme Kanten 
in einem Puncte beriihrt, dessen Abstand vom Scheitel _ zwei Dnttel dex 
ganzen Kante betragt, d. h. sie beriihrt die Elemente seiner Mantelflache 

in ihren Schwerpuncten. _ _ . , Al . 

IY. Unter alien w-seitigen Pyramiden von gleicher Ubei- 
fliiche (Oder von gleichem Inhalte), welehe Kugeln um- 
schrieben sind, ist diejenige der grossten Kugel umschriebon, 
deren Inhalt ein Maximum (oder deren Oberflache ein Mini- 
mum) ist; also diejenige, welehe regelmassig ist, und deren 
Grundflache ein Viertel von der ganzen Oberflache betiagt. 


Setzt man 

n = 3 ? 4, 5, 6, . . . , 

walirend die gegebene Oberflache (oder der gegebene Inhalt) 
constant bleibt, so sind die entsprechendcn grossten Kugeln 
nach der Keiho immer grosser, so dass also die dem vegc 
entsprecliende Kugel ein Maximum Maximorum ist. 

Sei P der Inhalt ciner Pyramide, S ihre Oberllache und p der Radius 
der eingeschriebenen Kugel, so hat man 

P = ipS, 

und daraus ist zu sehen, dass, wenn S gegeben ist, dann mit P auch zu- 
gleich p ein Maximum wird, und wenn P gegeben ist, dann mit dem 
Minimum von S das Maximum von p zusammentrifft. 

V. Unter alien m-seitigen Pyramiden, welehe derselben ge- 
-Tebenen Kugel umschrieben sind, hat diejenige regelmassigc, 
deren Grundfliicho ein Viertel von dor Oberflache ist, sowolil 
den kleinsten Inhalt als die ldeinste Oberflache (IV). 


S etzt man 


n — 3, 4, 5, . . . , 


so haben bei derselben gegebenen Kugel die entsprechenden 
kleinsten Pyramiden nach der Reihc immer klcmeren Inhalt 
und immer kleinere Oberflache, so dass also unter alien 
einer gegebenen Kugel umschriebenen Pyramiden und Kugeln 
derjenige gerade Kegel, dessen Ilohe dem doppelten Kugel- 
Durchmesser gloich ist, sowohl an Inhalt als an Oberflache 
ein Minimum Minimorum repriisentirt. 
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Derm alle diese kleinsten Pyramiden (und der Kegel) haben gleicbe HoIhn 

h — 23, 

und ihre Grundfliichen sind gleichen Kreisen umschrieben, 

d = 81/2, . 

u. s. w. 

49. 1st die Grundflache einer dreiseitigen Pyramide der 
Form nach, und ist die Summe derselben und einer Seitcn* 
fliiche gegeben, und sind ferner die zwei iibrigen Seiten* 
fliiclren zu der Grundflache senkrecht, so ist die Pyramid* 1 
ein Maximum, wenn die Grundflache ein Viertel von der ur- 
ge benen Summe ist. 

Dieser Satz folgt in ahnlicher Weise aus No. 47, wie der Satz No. 
aus No. 31. 

50. 1st die Grundflache p einer (n-seitigen) Pyramide d* r 
Form nach, und ist die Summe derselben und einer Seiten 
fliiche a gegeben, so ist die Pyramide ein Maximum, wenn die 
Grundflache ein Drittel von der gegebenen Summe ist, also 

a — 2(3, 

und wenn jene Seitenfliiche auf ihr senkrecht steht. 

Dieser Satz folgt aus No. 87, III. 

51. Urn die Eigenschaft deijenigen w-seitigen Pyramide zu find* !*, 
welche bei gegobener Seitenfliiche den grossten Inhalt, oder bei gegebi*u>-:.i 
Inhalte die kleinste Seitenfliiche hat, kann man, wie oben in No. 47, v « 
der dreiseitigen ausgehen und sodann die gefundene Eigenschaft von diu«rt 
auf alle anderen Pyramiden iibertragen. 

Wir bemerken zuvorderst, dass zufolge No. 44 eine n - scitige Pjr:» 
mide bei gegebener Seitenfliiche nur dann den grossten Inhalt haben k mm, 
wenn sie regelmii.ssig ist. Daher konnen wir uns bei dieser Untcrsuclnm ;< 
von vornherein auf rcgelmiissige Pyramiden beschriinken. 

Fur die dreiseitige Pyramide orgiebt sich die Liisung unserer Auf 
gate, abgesehen von der eben gemachten Bemerkung, unmittelbar 
einem fruheren Satze iiber das vierseitige Prisma, niimlich, wie folgt : 

52. I. Ist die Summe der drei Soitenfliichen einer dr- * 
seitigen Pyramide gegeben, so ist ihr Volumen ein Maximo , 
wenn sie regelmiissig, und wenn dor Korperwinkel an l 
Spitze ein rechter ist, d. h. wenn die Soitenfliichen gleirh 
rechtwinklig-gleichschenklige Dreiecke sind, und somit .i« 
einander senkrecht stehen. 

Denn man ergiinze die Pyramide zu einem Parallolepipedon, «. 1 
man denke sich dasjenige Parallelopipedon, welches mit der Pyra j 
den Korperwinkel an der Spitze und dessen drei Kan ten gome in hat, , 
ist die Summe der drei Seitenfliichon dor Pyramide ein Viertel v«n 
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Oberflache des Parallelepipedons und der Inhalt der ersteren ist , ' 

vom Inhalte des letzteren. Nun wird das Parallelepipedon bei g ^ ' 

Oberflache ein Maximum, wenn es ein Cubus ist (30), woraus die Richtig- 

keit des vorstehenden Satzes geschlossen wird. 

II. Yon der in Betracht stehenden Pyramide, deren Grundflache ein 
regelmassiges Dreieck ist, und deren Seitenflachen gleiche, rechtwm ' ig- 
gleichschenklige Dreiecke sind, liat man zum Beliufe spaterer Satze noch 

folgende Eigenschaften zu-merkon: _ ■ 

1) Die Hohe l jeder Seitenflache, oder die Kante des der Pyramide 
eingeschriebenen geraden Kegels, verhalt sich zum Radius r des der Grand- 
fliiche eingeschriebenen Kreises, wie l/3 : 1, d. i- wie die Hohe ernes gleich- 
seitigen Dreiecks zur halben Seite. Ebenso verhalt sich also auch die 
Sumrne der drei Seitenflachen zur Grundflache. 

2) Die Hohe h der Pyramide verhalt sich zum genannten Radius r, 

wie 1/2 : 1, und zur Hohe l der Seitenflachen wie l/2 : j/3. 

3) Die aus dem Mittelpuncte des genannten Kreises auf die beiten- 
flSchen gefiillten Perpendikel sind gleich, ihre Lange sei gleich P, und .ihre 
Fusspuncte sind die Schwerpuncte dieser Flachen, oder die drei Seiten- 
flachen warden in ihren Schworpuncten von einer Kugel beruhrt welche 
don Schwerpunct der Grundflache zum Mittelpuncte hat Zwmchen dem 
Radius p der Kugel und den Grossen l, r, h finden folgende Verhalt, nisse statt. 

p :l — ]/2 :3; 

p:r = 1/2: 1/3; 

p : h = 1 : l/f, 

oder ^ n 1 /q 

6 z h = 2 i 

d. h. der Durchmesser S der Kugel verhalt sich zur Iloho h der Pyramide, 
wie die Seite eines gleichseitigen Dreiecks zu der Hohe desselben. 

53. Fiir andere Pyramiden folgen nun leicht nachsteliende Satze: 

I. Ist die Grundflache einer Pyramide der Form nach ge- 
geben, jedoch der Art, dass sic einem Kreise umschneben 
werden kann, und ist ferner die Seitenflache gegeben, so is , 
die Pyramide ein Maximum, wenn sie einem geraden Kege 
umschrieben ist, und wenn sich die Grundflache zur Seiten- 
flache verhalt wie 1 : V3, oder der Radius r des der Grund- 
flache eingeschriebenen Kreises zur Hohe h der Pyramide wie 

1 : l/2: u. s. w. . . , 

H 1st die Grundflache einer dreiseitigen Pyramide der 

Form nach und eino der drei Seitenflachen dor Grosse nach 
gegeben und sollen die beiden iibrigen Seitenflachen auf 
der Grundflache senkrecht stehen, so ist die Pyramide em 
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Maximum, wenn sich die Grundflache zur gegebenen Seiten- 
flache verhalt wie 1 : l/S. 

III. 1st die Seitenflache einer w-seitigen Pyramide ge- 
o-eben, so ist ihr Volumen ein Maximum, wenn sie regel- 
miissig ist, und wenn sich die Grundflache zur Seitenflache 

wie 1 : l/B verhalt, oder 

r: h = 1:1/2; 

oder wenn alle Seitenflachen in ihren Schwerpuncten von 
einer Kugel beriihrt. werden, deren Mittclpunct in der Grund- 
flache liegt (ihr Sehwerpunct ist). 

IV. Setzt man 

n — 3, 4, 5, ... , 

so habcn die entsprccheudon grossten Py ram id on nacli der 
Rcihe immor grosseron Inhalt; so dass also untcr alien Pyra- 
miden (und Kegeln) von gleichcr Seitenflache dcrjcnige gerade 
Kegel ein Maximum Maximorum ist, (lessen Ilohe h sich zuni 
Radius r der Grundflache wie ]/2 :1 verhalt, oder dessen Gruiu'l- 
fl ache sich zur Mantolfliichc wie 1 : ]/B verhalt. Audi hat 
dieser Kegel die Eigenschaft, dass die Elemente der Mantel- 
fliiche in ihren Schwerpuncten (oder die Kanton in Puncten, 
deren Abstand vom Scheitol zwei Drittel der ganzen Kan to 
betriigt) von einer Kugel beriihrt werden, welcho mil, der 
Grundflache concontrisch ist; u. s. w. 

54. Aus diesen Siitzen (53), vcrbunden mil, dem Satze No. 41, 111, 
folgen weiter nachstehendo Siitze: 

I. Ist die Obcrfliicho einer w-seitigen Doppelpyramide. 
sowie ferner die im Inncrn liegende Grundflache der horns 
nach gegeben, und kann die letztere einem Kreise umsohriebcn 
werden, so ist die Pyramide ein Maximum, wenn die bidden 
einfaohen Pyramiden, aus donen sie besteht, symmetriseh 
gleich sind, und jede so beschaffen ist, wie es der verig»- 
Satz (53,1) fordert. Diese Doppelpyramide ist demuach einem goratkm 
symmetrischen Doppelkegel und zugloich einer Kugel umschrieben. 

II. Ist von einer dreiseitigen Pyramide ein Flachenwinkel, 
das Vorhaltniss der anliegendon Elaohon a und [3, und die 
Summo der beiden ubrigen Flaehcn y und 3 gegeben, so i-’ 
ihr Inhalt ein Maximum, wenn die Flachona und [3 fiber ihrer 
gcmeinschaftlichen Grundlinic h glcichschenklig, die Flaclie.-, 
I und 3 gleich (congruent) sind, und wenn die zu der Kantc A 

’ und der ihr gegenuber liogonden Kante senkrechte Gerade 
sich zur Kante h wie 1 : j/8 verhalt. 
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III. 1st die Oberflache einer ?z-seitigen Doppelpyramide 
gegeben, so ist ihr Inhalt ein Maximum, wenn sie einer Kugel 
umschrieben ist, welche jede Fliiche in ihrem Schwerpuncte 
beriihrt; oder wenn sie regelmiissig und symmetrisch ist, und 
ihre Axe h sich zum Durchmesser 8 der eingeschriebenen 
Kugel wie ]/3 : 1 verhalt; u. s. w. 

IY. Setzt man bei gleicher Oberflache 

n = 3, 4, 5, ... , 

so haben die entsprechenden grossten Doppelpyramiden nach 
der Reihe immer grosseren Inhalt, so dass also der Doppel- 
kegel das Maximum Maximorum reprasentirt. 

Bemerkung. Die Doppelpyramiden sind ein besonderer Fall von 
der Korpergattung, welche durch eine gerade Zahl 2 n von Dreiecken be- 
grenzt werden, und welche zwei einander gegeniiberstehende n-kantige 
Ecken und dazwischen n vierkantige Ecken haben. Die Kanten, welche 
diese letzteren mittleren Ecken verbinden, bilden im allgemeineren Falle 
ein scliiefes, bei der Doppelpyramide dagegen ein ebenes ?z-Eck. 
Die vorstehenden Satze III und IV gelten aber in Bezug auf diesen all- 
gemeineren Korper, namlich wenn seine Oberflache gegeben ist, so ist 
sein Inhalt ein Maximum, wenn er die Form der beschriebenen. Doppel- 
pyramide annimmt. Dass er diese Form annehmen muss, folgt leicht aus 
einer spateren Betrachtung, die sich auf das Princip der Symmetric griindet 
(cf. No. 66 und d. folg.). 

Insbesondere geht hieraus hervor: 

Dass das regelmiissige Octaeder unter alien Korpern sei- 
ner Gattung bei gleicher Oberflache den grossten Inhalt und 
bei gleichem Inhalte die kleinste Oberflache hat. . 

55. Man denke sich einen beliebigen (n-kantigeh) convexen Korper- 
winkel (eine unbegrenztc, pyramidalische Saule) ; sein Scheitel heisse S. Jede 
Ebene, welche alien Kanten begegnet, schneidet von demselben eine Pyra- 
mide ab und bildef ihre Grundflache (3. Wird die Ebene sich selbst parallel 
bewegt, so wachst oder schwindet die Grundflache sowohl, als der Inhalt 
der Pyramide, je nachdem sich die Ebene beziehllch vom Scheitel S ent- 
fernt oder demselben naher riickt; dabei andern sich beide Grossen stetig, 
und zwar jede von 0 bis oo. Der ganze Spielraum, welchen die Grund- 
flache p ihrer Richtung nach haben kann, lasst sich klar ubersehen, wenn 
man eine andere Ebene a betrachtet, die durch den Scheitel S, aber nicht 
durch das Innere des Korperwinkels geht. Denn die Gesammtheit aller 
Lagen, welche a unter dieser Bedingung einnehmen kann, bestimmt alle 
moglichen Richtungen von p, indem p immer mit a parallel genommen 
werden darf. Nach jeder dieser verschiedenen Richtungen kann nun, wie 
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schon bemerkt, die Grundflache p sowohl, als die abgeschnittene Pyramide, 
jede beliebige gegebene Grosse haben. 

Was bier von einem beliebigen Korperwinkel gesagt -worden, gilt in 
gleicher Weise, wenn derselbe in einon Kegel iibergeht. Dasselbe ist aucli 
fur die folgenden Satze der Fall. 

56. Unter alien von demselben Korperwinkel S abgo- 
schnittenen Pyramiden, deren Grundfliichen p durch einon 
innerhalb desselben liegenden gegebcnen Punct P gehen, ist. 
diejenige ein Minimum, deren Grundflache den Punct R zum 
Schwerpuncte hat. 

Bowels. Um der Vorstellung zu Hfilfe zu kommen, denke man sich 
unter RST (Taf. XIY Fig. 16) den gcgebenen Korperwinkel S; unter All 
diejenige Grundflache p, welcho den gegebenen Punct P zum Schworpunct 
hat; und . unter AA,BB X eine prismatische Saule liber der Grundiliiche 
AB (oder p), deren Kanten der Geradon SP parallel sind, oder wenigstens 
eine solche Lage haben, dass S innerhalb der Saule liegt. Sei CD irgen.l 
eine andere Grundflache, deren Ebene mit der prismatischen Saule die 
Durchschnittsfigur EF bildet; so sind die zwischon den beiden Schnitton 
AB und EF befmdlichen keilformigen Abschnitto APE und BPF der 
prismatischen Saule gleich gross (39, 2); daher mfissen die zwischon den 
Grundfliichen AB und CD liegenden Abschnitto APC und BPD do* 
Korperwinkels S ungleich soin, und zwar ist, da augenlallig 

APC > APE, 

dagegen 

BPD < BPF 
ist, 

APC > BPD, 

und folglich auch Pyramide 

CSD > ABB, 

was die Wahrlieit des Satzes bcweist. 

57. Unter alien von demselben Korperwinkel abgoschnit. 
tenen Pyramiden von gleichem Inhalte hat diejenige die 
kleinste Grundflache, bei welcher das Perpendikel SP aus der 
Spitze S auf die Grundflache p den Schworpunct P der let/, 
teren trifft. 

Denn jede durch don Schworpunct Pvon p gehendc Ebene p, sehnehh* 
eine Pyramide Sp, ab, welche grosser als Sp (56), deren Hohc alter kloim * 
als SP, d. h. kleiner als die Hohe der Pyramide S'p ist. 1st nun >; 
irgend eine im Satze inbegriffene Pyramide, also 

Sa = Sp, 

und wird P, mit ihrer Grundflache a parallel angenommcn, so ist, 
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SB. > /SB, auch 

SP. > Sol, 

daher ist (3 X weiter von S entfernt als a (55), und daher hat um so mehr 
die Pyramide $(3 grossere Hohe als die Pyramide Soc, und folglich muss 


P < a 

sein. 

58. Unter alien von demsclben gegebenen Korperwinkel S 
abgesehnittenen Pyramiden mit gleich grossen Grundflachen 
ist diejenige ein Maximum, welche die namliche Eigenschaft 
besitzt wie vorhin (57). 

59. Unter alien von demselben Korperwinkel abgeschnit- 
tenen Pyramiden von gleicher Hohe ist diejenige ein Mini- 
mum, welche die namliche Eigenschaft besitzt. 

60. Ist der Korperwinkel an der Spitzo einer .ra-seitigen 

Pyramide einem geraden Kegel umschrieben und gegeben, und 
ist entweder: * 

1) der Inhalt der Pyramide oder die Seitenflache ge- 
geben, so ist beziehlich die Seitenflache ein Minimum oder 
der Inhalt ein Maximum, wenn die Axe des genannten Kegels* 
den Schwerpunct der Grundflache trifft; oder ist 

2) der Inhalt oder die ganze Oberflache der Pyramide 
gegeben, so ist beziehlich die Oberflache ein Minimum oder 
der Inhalt ein Maximum, wenn die eingeschriebene Kugel die 
Grundflache in ihrem Schwerpuncte beriihrt. 

Fiir die dreisoitige Pyramide finden diese beiden Satze immer statt, 
da der Korperwinkel an der Spitze immer einem geraden Kegel um- 
schrieben ist. 

61. Ist innerhalb des gegebenen Korperwinkels 8 eine 
stetig convexe, krumme Flache F gegeben, deren concave 
Seite nach dem Scheitel S gekehrt ist, und soli die Grund- 
flache p der abzuschneidenden Pyramide die Flache F be- 
riihren, so ist die Pyramide ein Minimum, wenn der Beriih- 
rungspunct zugleich der Schwerpunct dor Grundflache ist. 

1st F insbesondere ein Stuck einer Kugelflache, deren Mittelpunct im 
Scheitel 8 liegt, so fallt der Satz mit dem Satze in No. 59 zusammen. 

Der Beweis dieser Satze (58, 59, 60 und 61) folgt nach den vorhor- 
gehenden Beweisen leicht. 

62. Die Grundflachen aller von demselben Korperwinkel 
8 abgesehnittenen Pyramiden von gleichem Inhalte beruhren 
eine bestimmte krumme Flache F y und zwar wird jede Grund- 
flache in ihrem Schwerpuncte beriihrt. Der Korperwinkel ist 
fur die Flache asympt otiscli. — Insbesondere kann bemerkt werden : 
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1) 1st der Korperwinkel S nur dreikantig, und werden 
seine Kanten zu Coordinaten-Axen angenommen, so ist die 
Gleicliung der Flacke F 

xyz — Ay 

woraus man sieht, dass die Flache drei Systeme von Kegel- 

schnitten enthalt; u. s. w. _ _ t 

2) 1st S ein Kegel zweiten Grades, so ist die Flaolie 1< 
ein zweitkeiliges Hyperboloid (liyperbolo'ide <x deux nappes). 

3) Schneidet man von einer Fliiclie zweiten Grades (mit- 
telst Ebenen) constante Segmente ab, so werden die Gruiul- 
flachen p der Segmente in ihren Schwerpuncten von einer an- 
deren Flache zweiten Grades berrihrt, welche der ersten iilm- 
lich, mit ihr iihnlich liegend und concentrisch ist*). 

63. Zwischen den drei Arten von Korpern: Prismen, Pyramiden und 
Doppelpyramiden, wenn dieselben so construirt gedacht werden, dass sic 
die Eigenschaft des Maximums und Minimums bositzen, lassen sick md.nr 
anderen folgende nicht uninteressante Vergleicliungen anstollen. 

Wir bemerken zuvor: 

Bezeichnet man den Inhalt eines regelmassigen Polygons durch b, di- 
Seitenzahl durch n und den Radius des eingeschriebenen Kreises durch a 
so .ist 

b — r 2 wtang — = r 2 m. 

o n 

Fiir n gleich co odor fur den Kreis hat man 

m — n tang — — tc, 

» n 

and 

I) = r 2 7u. 

I. Ein Prisma sei so construirt, dass bei gegeboncr Oberilaclie d. 
Inhalt ein Maximum, and bei gegebenem Inhalte die Oberilaclie ein Min 
mum ist (32, 1). Sei v das Yolumen, s die gesammto Oberilaclie, h d 
Grundflache, n ihre Seitenzahl und r der Radius des ihr eingeschriebeii^: 
Kreises; ferner sei h die Hohe des Prismas und p der Radius der eim; 
schriebenen Kugel, so hat man 

(1) r — p = %h; s = C)b — 6 r*m = Gp 2 m ; 


*) Es ware zu imtersuchen, welcher analoge Satz fur eine belicbigo kmmmc VK- 
stattfindet; namlich: wenn man von derselben mittelst Ebenen constante Segmente , 
schneidet, zn imtersuchen, von welcher anderen El ache claim die Grundthielien dor > 
mente beruhrt werden, und in welchem Punctc jede berrihrt wird; Oder welche hi/ 
schaft sonst dabei stattfindet. 
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und daher weiter, cla v gleich -J-ps ist, 

■ <w. 


( 2 ) 


2 p m : 


3 1/6 


mi. 


31/6 to ’ v 

II Eine Pyramido sei so beschaffen, dass ihr bei gegebener Ober- 
(lacho ein Maximum des Inhalts, und bei gegebenem Inhalte ein Minimum 
der Oborflache zukommt (48, II). Sei das Yolumen, a, die gauze Ober- 
tlache b , die Grundliiiche, n ihre Seitenzahl und r x der Radius des em- 
geschriobenen Kreises; sei ferner 1\ die Hohe dor Pyramids und p, der 
Radius dor eingeschriebenen Kugel, so hat man (47, II und 4b, II) 

(1) P , h] = 8»*J ; a, = 4J 1 = 4r> = 8p>; 

und da v x gleich ist, so ist weiter 

m m ^ s i- ; ' 0 ^ - = 6 ]/ 2 to. 

HI Eine Doppelpyramido sei so beschaffen, wie es der Satz No. 54, III 
verlangt. Seien a,, b„ n, r„ K und Ps beziehlich die analogen Grossen, 
wie vorhin (II), bo hat man (52 und 54) 

(!) 2 r\ = 3p“; s 3 = 2b, l/3 = 2 = p* 3 to1/3 ; 

und da gleich ^p,*, wird, so ist ferner 

V“L • 0 /s J' ; = b1/3to]/3. 

i]/3 ’ 

IV. In alien drei Fallen (I, II, HI) zeigt die Formal (2), wie bei 
den respectivcn Kdrpern die Oborlliiche, der Inhalt und der Radius der 
eingeschriebenen Kugel einander gegensoitig bostimmen, wie aus jodor 
dicser Grossen die beiden anderen zu berecluien sind. Die Ausdrucke 
(]/s) :i , (V s ‘*) 3 hozoichnen Wiirfel, • deren Grundflachen den Obei- 

Aachen s, s 15 s a dor Korpor gleich sind; die Zahlen 3]/6 to, 6 j/2 to, 
3 1/3to]/ 3 driicken das Verhaltniss cUeser Wiirfel zu den respectivcn Kor- 
pern aus. 

Werden die Zahlen n und to (gleich Htang^-J for alle drei Fillle 

gleich angenommen, so resultiren aus den genannten Formeln folgendc 
Relationen: 

\3 


( 2 ) '°-i : 


= P> 


1/3 


'tf, 


oder 


(V O 3 . Cl /*) 3 

^ ) 


f (I/O 3 V. 

r ci/o* \ 

V ® J 

V ^2 ) 


cvoL(_cM_y. 
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Sollen die Korper gleichen Inhalt haben, wire! also 

<o = v 1 = v., 

gesetzt, so folgt: 

s, :s = s a :sj, Oder s*’ = 

3 3 (i 

1/4: 1/3, 


gj : s = 6* 2 : 6*2, Oder 

s : 6 == ]/4 : ]/3 mid 6 : K 


oder 

imcl ebenso ist 


s*:s g :s 6 2 = 64:36:27; 

Pl ; p = p 3 : p“, Oder p* = p.pj; 

Pj : p == l/3 : l/4 und p : p 3 — V3 : j/4', 

oder 

Pi : p 6 : P 2 , = 27 : 48 : 64. 

Soil 

s — Sj — s 9 

sein, so hat man 

: ® = ® a = und p, : p — p 3 : p* ; 

v\ = pf : p* : pj = 27 : 48 : 64. 

Und wird endlich 

P = Pi = Pa 

angenommen, so hat man 

: v — v* und s x : a — s 2 : s* ; 

*; : B 1 : = a? : s 2 : a* = 64 : 36 : 27. 

Oefter in Betracht kommende Korper, fiir wqlclio dicso Rdaliunen 
gelten, sind z. B. 

1) das Hoxaeder, die vierseitige Pyramide und das Octaeder; 

2) dor Cylinder, der Kegel und dor Doppclkcgel. 


Allgemeino Bemerkung. 

64. Die hier vorgetragenon Satzc liber die prismatisch.cn und pyra- 
midalischen Korper sind als ein Anfang zur Untorsucliung der Poly odor 
im Allgem einen anzusehen. Ja selbst fiber die boiden genannton la> 
schrankteren Korpergattungen bleibcn noch vide Fragen zu crlcdigen, wo- 
von ich mir erlanbe, nachfolgend einige aufzustellcn und zugloich bei rin~ 
zelnen dersolben meine Vennuthung fiber ihre Beantwortimg anzudeuien. 

I. Wie kann gezeigt werden, class das in No. 32, 1 bosdmebene 
%-seitige Prisma bei gleicher Oberflache grosser ist als jedes andere Poly- 
eder von gleicher Gattung* (d. h. als jedes beliebige Polyodor, welches von 
zwei sich gegeniiberstehenden ra-Ecken und n Viereckcn begrenzt wird). 
Z. B. zu zeigen: 
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1) dass das dreiseitige Prisma, wean es der Bedingung (32,1) ge- 
nligt, grosser 1st als irgend eine schiof abgesclmittene dreiseitige Pyramids 

von gleicher Oberflache*, . . i 

2) dass der Cubus bei gleicber Oberflache grosser ist als jedei undue 

von seclis Vierecken begrenzto Koipei. 

II. Wenn ein convexes Polyeder der Gattung na.ck be- 
stimmt, und wenn seine Oberflache gegeben ist, unter wel- 
oher Bedingung ist dann sein Inhalt ein Maximum. 

Bei den obigen Beispielen, das Prisma, die Pyramids und die Doppel- 

pyramide betreffcnd (32; 48, II; 54, III), welchc von dieser Aufgabe urn- 
list werden, habe ich absiclitlich die Eigensckaft hervorgehoben: 

dass das jedesmalige grosste Polyeder einer Kugel um- 
schrieben sei, welche jede Flache desselben in ihrem Schwer- 
puncte beriihrt". 

Es ware zu untersuchen, ob dicse Eigenschaft allgemein fur 
jedes convexe Polyeder stattfindet, oder welcher Klasse von 

Polvedern diosolbe nur zukommt. 

Dass das regelmassigo Dodckaeder und Ikosaeder, jedes unter alien 
Kdrpern, die mit ihm von gleicher Gattung smd, bei gleicher Oberflache 
das Maximum des Inhalts rcprasentirt, ist nicht zu bezweiie n unc 
in dor That besitzen dieselben cbenfalls die genannte Eigenschalt. 

Ferncr deuten aucli die Satze No. 57, 58, 59 und 60 gowissermassen 
auf diesclbe Eigenschaft hin, wofern man sich namlich das Polyeder m 
Pyramiden zerlegt donkt, deren Scheitel im Mittelpuncte der Kugel yer- 
eini<d und deren Grundflaclicn die oinzelnen Flachon des 1 olycders smd. 

b XII. Einfache Beispicle, welchc der vorstehenden Aufgabe (II) untei- 
ueordnet sind, und mit denon man beginnen kann, sind folgonde: 

1) Wenn der Korper mit einem nach beiden Seiten zugespitzton 

Prisma von gleicher Gattung ist; d. h. wenn or zwei sich gegeniiber- 
stehende a-kantige Ecken hat, woven jede von n Dreiocken emgeschlossen 
wird und wenn zwischon diesen Dreiocken » Vierecke hogon. Oder 
allgemeiner: wenn zwischon den genannten Dreiecken zwei oder mehr 
Schichtcn (Zonen), jede von n Vierecken, liegen. ... , 

2) Wenn dor Korper zwei sich gegeniiborstehende w-seitige Grund- 
[laclien und dazwischcn zwei (oder mehr) Schichtcn von n Vierecken hat. 

3) Wenn der Korper mit einer abgestumpfton w-soitigen Iyramide 
von gleicher Gattung ist (31), und wenn seine Oberflache, mit AuSnahme 
der einen Grundflache, gegeben ist. - Wenn insbesondere die Grundflache 
ein Quadrat, dder ein Kreis sein soil. - Oder: wenn der Korper statt 
der oberen Grundflache eine pyramidalische Zuspitzung hat, so dass der 
gegobene Flaehentheil aus n Dreiecken (an der Spitze) und aus n Vier- 
ecken besteht. D. s. w. 
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4) Wenn cler Korper eine ^-seitige Pyramide, und wenn seine Ober- 
flache, mit Ausnahme einer Seitenflache, gegeben ist. — Dass die Seiten- 
flachen, ausser der ausgeschlossenen, an cler Spitze gleiclie Winkel haben 
miissen, kann leicht gezeigt werden. — Man betraclite zunachst die vier- 
seitige Pyramide. (Sie muss, wenn die obigo Eigenschaft (II) allgemcin 
stattfindet, die eine Halfte einer sechsseitigen Pyramide sein, welohcr 
diese Eigenschaft zukommt.) 

IY. 1) Wenn die Grundflache einer Pyramide der Form und Grosso 
nach (aber olme die Bedingung, dass sie einem Kroise umsclirieben sei), 
und wenn die ganze Oberflaehe gegeben ist, unter welcher Bedingung ist 
dann cler Inhalt ein Maximum? 

2) Dieselbe Frage, wenn die Grundflache bloss der Form nach (31) 
und nebstclem die Oberflaehe gegeben ist. 

3) Desgleichen, wenn die Grundflache der Form nach, und wenn die 
Seitenflache gegeben ist. 

Dem ersten Falle (1) wire! geniigt, wenn die Pyramide so beselialfen 
ist, dass jede clurch die Spitze mit der Grundflache parallel gezogeno 
Gerade D ihrer Richtung nach mit den Seiten a, b, c ? ... der Gruiul- 
ilache solche Winkcl a, p, y, . . . bildet, fur welche stets die Gleichung 
asina cosaj-l-Asmp coaPj-Msiny cosy^ — 0 

stattfindet; wobei a 1? p J5 y 13 ... die Winkel si nd , welche die respoctiven 
Seitenflachen mit der Grundflache bilden. 

V. 1) Ist im Raume ein geradliniges, schiefes Polygon P gegeben, 
und wircl classelbe als Grenze der Seitenflache eines Kdrperwinkels ange» 
sehen, so soli die Lage des Scheitels S dieses KorperwinkoLs liir den Fall 
bestimmt werden, wo die Seitenflache ein Minimum wird. 

2) Dieselbe Forderung, wenn statt des Polygons P eine beliebigo 
Curve von doppelter Krummung gegeben ist. 

Im ersten Falle (1) wird cler Forderung geniigt, wenn die lblgendo 
Bedingung erfiillt wird, namlich: 

Sind a , b, c, ... clie Seiten des Polygons P; a , p, y, . . . die Winkel, 
welche dieselben (der Richtung nach) mit irgend einer (lurch den Soheitel 
S gezogenen Geraden D bilden; a n p n y n ... die Winkel, welche die 
durch die Gerade D den Seiten a, 6, c, ... parallel gelegteu Ebemm mit 
den respectiven Seitenflachen des Itorperwinkels bilden, so wird der 
Forderung geniigt, wenn fur jede Richtung der Geraden I) stets die Gleb 
cluing 

asina cosaj+Sisinp cosp^cHixiY cos 7 r -| = 0 

stattfindet. 

Es ist die Frage, ob diese Bedingungsgleieliung allgemcin giiltig ist, 
d. li. ob das Minimum der Seitenflache nur unter dieser Bcdingunu 
hch ist. 
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Bekanntlich bietet die Erforschung der kleinsten Flache zwischen 
gegebenen Grenzen solche S chw i erigkei ten dar, dass alle bisheiigen Do- 
miihungen noch niclit zum gewiinschten Ziole gefuhrt haben. Dies ver- 
anlasste mieh zur Betrachtung der vorstehenden Aufgabe, in dor Hoftnung, 
auf diosem Wege zu neuen Elemcnten fur die genannte Flache zu go- 
langen; dadurch namlich, dass, wenn man z. B. vier einander nahe liegende 
Puncte in der Flache annimmt und sie als die Ecken eines schiefen Vier- 
ecks betraclitet, alsdann der in (1) geforderte Punct S als ein fiinfter 1 unct 
der Flache anzusehen ist. Alloin die vorstohende Form.el scheint zu com- 
plicirt, urn der Absiclit leicht zu geniigeu. 

YL Wenn die Grundflache einer Pyramide der Form und Grosso 
nach, und wenn die Ilohe derselben gegeben ist, unter welclier Bedingung 
ist dann der Korperwinkel an der Spitze ein Maximum? — (1st die Be- 
dingung vielleicht diesolbo, wie in No. 57, 58 und 59?) 

Von Korpern im Allgemeincn und insbosondcre von dcrKugel. 

Das liier zu betrachtcnde Hauptproblom: 

„Welchor unter alien Korpern von glcichcr Obcrilache 
hat den grossten Inlialt, odor welclier hat bei glcichem In- 
lialto die kleinste Obcrilache?" 

kanu auf geometrischem Wege unter anderen auf nachfolgendc zwei Arten 
golcist werdon. 

Erste Meiliode. 

F u n (1 a m e n talsatz. 

65. I. Jede dreiseitige Pyramide abed (Taf. XIV Fig. 17) wird 
dtirch die Ebene, wclche (lurch irgond eino Kante cd und 
(lurch die Mitte m der ihr gegenuberstehenden Kante ab geht, 
in zwei gleieh grosse Theilo zerschnitton, und es ist die Durch- 
schnitts-Figur aim allomal kleiner als die halbo Somino dei 
beiden Seitenflachen acd und bed, welohe nioht durchschnitten 
werdon. 

IL Eine vierseitige i y y r & na i cl c ahfed (Taf. XIV tig* 17), tie ion 
Grundflache ein Paralleltrapez abfe ist, wird (lurch die Ebene, 
wclche durch die Spitze d und (lurch die Mitten m und it dor 
parallelen Seiten ab und of dor Grundflache geht, ■gehalftet, 
und es ist der Durchschnitt dmn allomal kleiner als die halbo 
Summe der zwei Seitenflachen aed und bfd, wclche nicht dui ch- 

schnitten werden. . 

III. Jedes schief abgeschnittene, dreiseitige Prisma aegbfk 
(Taf. XIV Fig. 17) wird von der durch die Mitten m, n und o der 
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Langenkanten ab , ef und gh gehenden Ebene gehalftet, und 
es ist der Durchschuitt mno im Allgemeinen kleiner als die 
halbe Summe der Grundflachen aeg und bfh. 

Sind insbesondere die Grundflachen parallel, so ist mno gerade die 
Halfte von ihrer Summe. 

Beweis. Fall I. Man projicire die Droiecke acd und bed auf die 
Ebene des Dreiecks med; seien a l und b { die Projectionen ihrer Scheitel 
a und b, so liegen a n m und b L in einer Geraden, und es ist 

ma l = mb 1 , 

woraus folgt, dass Dreieck 

mod — l~(a 1 cd+b 1 cd'). 

Da nun acd > a x cd und bed > \cd, so ist lolgiich Dreieck 

med < ^(aed-hbedf 
was dem Satze gemass ist. 

Fall II. Da ef parallel ab, so sind die Droiecke aed, mnd und bfd 
beziehlioh aliquoto Theile von den Dreiecken acd, med und bed, und 
daher folgt dor gegenwartige Fall aus dem vorigen. 

Fall III. Da gh parallel ef und ab, so folgt dieser Fall in gleicher 
Weise aus dom vorigen. 

(N. B. Der Satz lasst sich viertens auch auf das w-scitigc Prisma 
ausdehnen, wie unten in No. 68, IV.) 

66. W i r d einKorper von c i n e r belie I > i g e n k r u in m e n F 1 li c h e 
begrenzt, und giebt es irgend cine Richtung, nach welclier 
jede Gerade die Oberflache in nicht mchr als z w o i Puncten 
t riff t, so liegen die Mitten aller nach dieser Richtung go- 
zogenen Geraden in irgend einer krummen Flache 7, welehe 
den Korper halftet und kleiner ist als die halbe Oberflache 511 ). 

*) Aus diesem Satze zieht man beilaufig cine Folgorung in Bczug auf die kleiusto 
Flache zwiseken gegebenen Grenzen, namlich: 

Bass im Allgemeinen zwischen gegebenen Grenzen nur.oino einzige 
Flache moglich sei, welehe ein Minimum ist. 

Denn angenommen, es gabe z. B. zwei, a und (3, und es sei etwa 

a > (3 ; 

so ist zwischen ihnen — znfolge der im Satze angedcutetcn Construction , woforn die 
Richtung der Geraden gehorig gewiihlt wird — cine dritte Flache y von dor RcschallV, il- 
licit moglich, dass 2y < a + fJ, und folglich y < a. Und nun giebt es in gleicher Weise 
zwischen a und y eine Flache 0 , die so beschaden ist, dass 28 < cc + y und somit 8 a 
ist. Ebenso befindet sich femer zwischen a und 0 eine Fliicho e, welehe kleiner als a 
ist; xl. s. w. Diese Flachen y, 0 , £, ... nahera sich der Flache a immer mehr und 
kornmen ihr zuletzt unendlich nahe, aber sie bloiben immer kleiner als dieselbe, woraus 
folgt, dass a kein Minimum sein kann. — Sollte 

a = [i 

sein, so wiirde durch gleiche Schlussc folgen, dass koine oin Minimum sein konnte. 
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Demi denkt man sich die Geraden nahe an einander liegend, so sind 
die zwischen jo drei sich zuniLchst liegenden enthaltenen Element® des 
Korpers als dreiseitige Prisinen anzusehen, auf welche der vonge batz 
(65, HI) anwendbax ist; daraus folgt sofort der gegenwartige Satz. 

67. Unter alien Korpern von gleicher Oberflache hat die 
Kugol den grossten Inhalt; und unter alien Korpern von glei- 
ohem Inhalte hat dieselbe die kloinste Oberflache. 

Beweis. Man denke sich einen Korper, welcher bei gegebener Ober- 
ilache den moglich grossten Inhalt haben soil, so ist unstreitig nacli joder 
beliebigen Biohtung eine solche Ebene moglich, welche seine Oberflache 

lnilftot ^ ^ eino golcho Ebeno , uu d a und [3 soien die zwei HSlften der 

Oberflache. Wiirde der Korper durch die Ebene A nicht auch gehalftet, 

wiire etwa , . . 

aA > $A, 

so konnte er nicht don grossten Inhalt haben; denn immer kounte man p 
svmmetrisch gloich a annehmen, wo dairn 

pM = a.A 

ware, uud somit der Korper vergrossert wiirde. Also muss 

aA = p A 

sein. Ware nun ferner p nicht symmetrisch gloich a, so clenke man sich 
auf gleicher Seite mit p die der a symmetrisch gleicho Flluslio a,, so ist 

a x A = aA = 

und dor Korper 

aa j = ap. 

In den zwischen p und a, liegenden Riiumen ziohe man parallele Gerado, 
die von dicsen Flachon begrenzt werden, so liogen ihre Mitten in ciner 
dritten Fliiche y, welche mit p und a L liber derselben Grundllache steht, 

und cs ist , . , 0 

yA. = $A = a x A Oder 7 a = pa, 

wogegen 

2y < P-H*, Oder y .< P> 

da p gloich a, ist ( 66 ); also wiirde eine Fliiche y, welche kleinor als P, 
mit a einen gloichen ltaurn begronzen wio diese, was gegon die Annahme 
ist- foMicli muss p symmetrisch gloich a sein; und lolglich ist der vor- 
ausgesetzto grossto Korper so beschaffcn, dass jede Ebene A, welche seine 
Oberflache hiilftet, diese (sowie den Korper) m zwei symmetrisch gleicho 

Hiilften theilt. • , 

Nun scion A und B irgend zwei Ebenen, welche die Oberflache des 

Korpers hiilften, und die unter sich eiiien beliebigen, zu n mcommon- 
surablen Winkel cp bilden, so folgt leicht, dass durch ihre Durchsclinitts- 
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Ilnie a unendlich viele andere Ebenen C) D, . . . gelien, welche diesel be 
Eigenschaft liaben, so class demzufolge jede auf a senkreelite Ebene A v 
wofern sie dem Korper begegnet, ihn in einem Krei.se schneidet (26). 
Da die Gerade a jede beliebige Riclitung liaben kann, so wird der Korper 
von jeder Ebene in einem Kreise geschnitten, woraus folgt, dass er eine 
Kugel sein muss. 

Bemerkung. Der vorsteliendc Satz kann auch durch einen anderen 
Gang gefolgert werden. Namlich man kann zuerst den Korper betracliten, 
welclier von zwei unbestimmt grossen ebenen Flachen A und B ) die sick 
unter irgend einem gegebenen Winkel <p schnoidcn, und von einer der 
Form naeli willkurlichen, aber der Grosso nacli gegebenen Flaclie a be- 
grenzt werden soil. Durcli ein gewissermassen analoges Verfahren, wie 
in der vierten Beweisart fur ebene Figuren (20), findet man, dass der 
Korper ein Maximum wird, wenn er ein keilfdrmigcr Kugelseetor ist, d. h. 
wonn A und B zwei halbc grosste Kreise einer Kugel si nd , und wenn 
a das zwischen densolben liegende spharische Zwcicck ist. Setzt man 
sodann den Winkel <p gleicli w, so gelangt man zur Halbkugel; u. s. w. 

Zweite Methode. 

Fun d a m e n t a I s a t z . 

68. I. Ist cine Kante ah einer dreiscitigen Pyramide abed 
(Tab XIV Fig. 17) gegeben, soil diosolbe und die zwei nick l 
d a r a n 1 i. e g e n d e n E c k c n c u n d d b o z i o 1 1 1 i c h i i i cl r e i f e s t e n , p a r a 1 - 
lelen Geraden l\ Q lin'd R liegen, so blciben die der Kante 
anliegenden Flachen abd, abc und die Pyramide an In halt con- 
stant, man mag jene Elemente (</, c und ah) in den festeii Gera- 
den annehmen, wo man will; dago gen wird die Sum me der 
beiden iibrigen Flachen acd und bed e in Minimum, wenn die 
(lurch die zwei Ecken und durcli die Mitte m clor Kante geliende 
Ebene dem oder X auf den festen Geraden senkrecht steht, 
oder wenn die Pyramide in Bezug auf diese Ebene X symme- 
triscli ist. 

II. Sind zwei Seiten ctb und ef der Grundflache einer vier- 
seitigen Pyramide abfed (Taf. XIV Fig. 17) parallel und gegeben, 
sollen dieselben und die Spitze d der Pyramide in droi festen, 
parallelcn Geraden P, S und R liegen, so bleibt der inltali 
der Pyramide (sowie die drei an den gegebenen Seiten liegen- 
den Flachen adb, abfe und edf) constant, mogen jene Elemente 
in den festen Geraden angenommen werden, wo man. will; da- 
gegon wird die Summe der beiden Soitenflachcn acd und bjd 9 
welche fiber den nicht gegebenen Seiten (ae und bf) der Grund- 
flache stehen, ein Minimum, wenn die. (lurch die Spitze und 
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die Mitten m und n der gegebenen Seiten gebende Ebene dmn 
gleich X auf den festen Geraden senkrecbt steht, also wenn 
die Pyramide in Bezug auf diese Ebene X symmetriscb ist. 

III. Sind die Langenkanten ah, ef, gh eines schrag oder 
parallel abgeschnittenen dreiseitigen Prismas aegbfh (Taf. XIV 
Fig. 17) gegebcn, und sollen dieselben in drei festen, parallelen 
Geraden P, S, Tliegen, so bleibt das Prisma (sowie die drei 
Seitenflachcn) constant, man mag jene Kanten in den festen 
Geraden annchmen, wo man will; bingegen wird die Summe 
dor boidon Grundflachen aeg und bfh ein Minimum, wenn die 
durob die- Mitten m, n, o der drei Kanten gebende Ebene mno 
gleicb X auf diesen Kanten senlcrecht stebt, also wenn das 
Prisma in Bezug auf diese Ebene X symmetriscb ist. 

IV. Gloichos gilt von jedem vielseitigen Prisma, mit Ein- 
schiuss des Cylinders, niimlich: Sind die Kanten P, S, T, U, ... 
einer bcliebigcn prismatischen Saule fest, und sind irgend 
drei Langenkanten eines von ilrr abzuscbneidenden prisma- 
tiseben Korpers gegcben, etwa die in P, S und T liegenden 
Langenkanten ah, ef und gh, so bleibt der Inbalt des Korpers, 
Kowie alio vibrigcn Langenkanten desselben, constant, wo aucli 
die drei Kanten auf den festen Geraden P, S und T ange- 
nommcn wcrden mogen; bingegen wird die Summe der beiden 
Grundflachen acd... und bfh... ein. Minimum, wenn die durch 
die Mitten m, n, o, . . . der Langenkanten gebende Ebene X auf 
diesen Kanten senkrecbt stebt, und somit der Korper in Be- 
zug auf diese Ebenen symmetrisch ist. 

B ewe is. Fall I. Soi die Pyramide so construirt, wie es der batz 
erluvischt, dass niimbcb die Ebene dcm oder X zu den festen Geraden 
/' Q , R senkrecbt ist, so mussen die aus den Ecken a und b auf den 
Flaohen acd und bed erriebteton Pcrpendikel ax und bx sich in irgend 
einem, in dor Ebene X gedachten, Puncte x treffen, und es muss 

ax — bx — r 

soin. Durch die vior Pyramiden, deren Spitzen im Puncte x liegen, und 
deren Grundflachen die Flachen dor Pyi-amide abed smd, kann diese 
lot/torc, wie folgt, ausgedruckt werden: 

abed = xacd+xbcd — xabc xcibd. ) 

Halt man nun die Xante ah fest und lasst die Ecken e und d in den 
festen Geraden Q und R beliebig riicken, bezeiebnet sie in irgend einer 


*) Warm z. B- die eiaaader gleiehea Wiukel acd und bed stumpf, so hatte man 
4 -xabc statt — xabc zu setzeu, u. s. w. 
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neuen Lage durch c 1 und d x , so hat man fur die Pyramide abc x d x den 
analogen Ausdruck 

abc x d x — xac x d x -f- xbc x d x — xabc x — xabd x . 

I)a von diesen fiinf Pyramiden die erste, vierte und itinfte den correspon- 
direnden vorigen an Inhalt gleich sind, so muss sein 

xacd-~\-xbcd — xac x d x ~\~xbc x d x . 

Diese zwei Paar Pyramiden haben gerade diejenigen Flachen zu Grund- 
flachen {acd und bed, ac x d x und bc x cl x \ deren Summen zu vergleichen sind. 
Die beiden ersten Pyramiden haben gleiche Hohe, namlich 

ax~bx = r; 

jede der beiden iibrigen hat offenbar kleinere Hohe (weil ihre Grundllachen 
ac x d x und bc x d x nicht auch zu den festen Geraden xa und xb senkrechi; 
sein konnen), man bezeichne sie durch r — a und r — [5, so ist vormdgo 
der letzton Gleiehung 

r.acd+r.bcd === (r — a) . ae x d x -f- (r — (3) . bc\ d x , 

und daraus 

r{ac x d x -\~bc x d x — acd — bed ) — a.ac/l^hfi.bc/t ,, 

und folglich 

ac x d x -\-bc x d x > acd bed, 

was der Behauptung des Satzes gem ass ist. 

Die Falle II, III und IV folgen leicht aus dom ersten, wie der blosse 
Anblick der Figur zeigt, ebenso wie oben in No. 65. 

69. Mittelst des vorstehenden Fundamentalsatzes lasst sich jeder go- 
gebene, convexe Korper unter Beibehaltung seines Inhaltcs in emeu an- 
deren von kleinerer Oberflache verwandeln, welchor in Bezug auf irgond 
eino Ebene X symmetrisch ist. Die Verwandlung gcschieht auf analogo 
Weise, wie oben bei der funften Beweisart fur die ebenon Figuren (215), 
worauf zum leichteren Verstandniss hier Rucksicht genommon werdou mag. 

Es sei z. B. irgend ein convexes Polyeder K gegeben. Durch die 
Ecken denke man unbegrenzte Gerade P, Q, R, S , ..., die zu einer lie* 
liebigen Ebene X senkreeht sind. Das Stuck jeder Geraden, wtdch.es inner- 
halb des Korpers liegt, schiebe man (auf der Geraden) so weit, bis es 
zur Ebene X symmetrisch ist, d. h. bis seine Mitte in X liegt; lege so- 
dann auf beiden Seiten von X durch die Endpuncte dieser symmotrisduui 
Geraden Ebenen, namlich durch die Endpuncte je droier einandor zunachst 
stehenden Geraden ein ehenes Dreieck, so entsteht ein neues Polyeder A',, 
welches — wie aus dem vorigen Satze (68) leicht zu schliessen — mil 
dem gegebenen Polyeder K gleichen Inhalt aber kleinere Oberilache hat. 
Es ist klar, dass K x im Allgemeinen mehr Ecken und mebr Seitenilaehen 
hat als K ) namlich durch jede durch das Innere von K gohende Gerade, 
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-wofern sie nicht insbesondere durch zwei Ecken geht, wird die Zahl der 
Ecken run erne und die ZaH der Flachen wenigstens um zwei Emheiten 
vermehrt. (Uebrigens sind die Flachen von K y nicht bloss Dreiecke, wie 
nach der Construction scheinen mochte ; denn zwei oder mehr an emander 
liegende Dreiecke konncn in die namliche Ebene fallen und sich zu einem 
vier- Oder mehrseitigen Polygon vereinigen.) . 

Auf gleiche Weise lrann nun weiter das Polyeder A, mittelst emer 
neuen beliebigen Ebene Y in ein anderes X 2 verwandelt werden, welches 
wiederum kleinere Oberflache und dabei mehr Ecken und mehr Flachen 
hat, und welches in Bezug auf die Ebene Y symmetrisch xst. Ebenso 
lasst sich das Polyeder K, wiederum in ein neues K von demselben ln- 
halte verwandeln, welches abermals kleinere Oberflache, dagegen men 
Ecken und mehr Flachen hat, und welches gleichfalls in Bezug auf lrgend 

eine Ebene Z symmetrisch ist; u. s. w. 

Wird insbesondere die zweite Ebene Y zu der ersten X senkrecht 
angenommen, so ist .das dritte Polyeder K, in Bezug auf beide Ebenen 
zugleich symmetrisch, so dass es ihren Durchschmtt z zur Symmetral- 
Axe hat, d. h. dass jede zu z senkrechte. Gerade ah, welche der Ober- 
fljiche von K in irgend einem Puncte a begegnet, dieselbe. in einem gloich 
weit von z abstehenden zweiten Puncte b trifft, und somit ab durch die 
Axe z gehalftet wird. Ist ferner die dritte Ebene Z zu beiden vorigen 
X und Y, oder zu der Axe z senkrecht, so ist das vierte . Polyeder A, in 
Bezug auf alle drei Ebenen zugleich symmetrisch und hat ihre drei Durch- 
schnitte z, y, x zu Symmetral-Axen, sowie ihren gemeinschaftlichen Drnch- 
schnittspunct C zum Mittelpunet. Wird alsdann das Polyeder A, mittelst 
beliebiger Ebenen weiter verwandelt, so hat auch jedes folgende Polyeder 

K , A, ... einen Mittelpunet. , 

Da durch wiederholtes Verwandeln das Polyeder so viele Flachen und 
Ecken erhalten kann, als man will, die Oberflache aber stets schwmdet, 
so konnen die einzelnen Flachen zuletzt alle sehr klein werden, so dass 
die Oberflache sich irgend einer krummen Fliiche nahert, und zuletzt emer 
solchen unendlich nahe kommt. Wird in gleichem Smne umgekohrt emc 
beliebige convexe krumme Oberflache als aus unendlich klemen ebenen 
Theilchen bestehend angesehen, so lasst sich der von lhr umschlosseno 
Korper A offenbar auf die namlicho Weise in einen anderen symmetnschen 
Korpcr A von gleichem Inhalte aber kleinerer Oberflache verwandeln; u. s. w. 

Mag’ dcmnach die Oberflache eines gegebenen convexen Korpers A 
beschaffen sein, wie man will, aus ebenen Flachen, oder aus emer emzigon 
krummen oder aus ebenen und krummen Flachen bestehen, so kann man 
ihn so lange verwandeln nnd dadurch bei gleichem Inhalte die Oberflache 
verld einem, als er nicht nach jeder Richtung eine Symmetral-Ebene hat, 
Wenn aber der Korper in diesen Zustand gelangt, wo er nach jeder Rich- 
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tung eine Symmetral-Ebene hat*), so hort die Yerwandlung auf, ocler so 
bleibt der Korper der Form und Grosse nach constant. Ein solcher Korper 
aber, welcher nach alien Richtungen Symmetral-Ebenen hat, besitzt auch 
nach jeder Richtung eine Symmetral-Axe , sowie einen Mittelpunct C, in 
welchem alle Axen sammt jenen Ebenen sich schneiden; woraus weiter 
folgt, dass alle seine Durchmesser gleich sein mhssen, oder dass er von 
jeder ihm begegnenden Ebene in einem Kreise geschnitten wird; demnach 
kann es nur einen einzigen solchen Korper geben, namlich nur die Kugel. 

70. Aus der vorstehenden Betrachtung (69) schliesst man zunachst 
den folgenden Hauptsatz: 

Unter alien Korpern von gleichem Inhalte hat die Kugel 
die kleinste Oberflache;- und unter alien Korpern von gleichcr 
Oberflache hat dieselbe den grossten Inhalt. 

Der Beweis dieses Satzes ist deutlich in dem Yorstehendon enthalten 
und bedarf keiner Wiederholung. 

71. Ferner kann insbesondere auch auf solche Korper gosclilosson 
warden, wclche beschrankenden Bedingungen unterworlbn sind, die etwa 
zwischen gegebenen Grenzen liegen sollen, u. s. w.;.wic z. B. auf prisma- 
tische oder pyramid alische Korper von gegebener Hohe und gogobenem 
Inhalte oder gegebener Seitenflache. Fur diese Beispiele tritt in Hinsicht 
der obigen Yerwandlung (69) die Bcschrankung ein, dass die Iliilfscbonen 
X, Y, Z, . . . zu der Grundflache des Korpcrs scnkrccht sein nnissen. 
Man gelangt hierdurch aufs Neue zu den bereits friihor aufge, stall ton 
Satzen No. 29, III und No. 44. 

Durch die genannte Betrachtung wird cndlich auch leicht bestiitigt, was 
oben (54, Bemerkung) von dem Korper gesagt worden, zu (lessen Gattung 
die Doppelpyramide gehort. Denn zicht man in einem solchen Korper K 
die Hauptdiagonale, d. b. die Gerade zwischen den zwei n-kantigen Eck<m, 

*) ZunrEeispiel ein beliebiges Ellipsoid K kann (lurch zwei nach oinandor folgoiuto 
Verwandlungen in den genannten Zu stand gobracht werdon, d. h. es kann in eine 
Kugel ubergeheu. Seien a, 6, c die halbon Axen dosselben. Man donko sicli die init 
IC concentrische Kugel S, deren Radius 

3 

r = ]/abc, 

so werden sieh die Oberfliichen beider Korper X und S in oinor Curve L sebnimlein 
und jede aus dem Mittelpuncte C bis an irgencl einen Funct P in L gezogene Gerade 
CP wird gleich r sein. Zu einer dieser Geradon PC, und zwar in ilirom Kndpuncte 
nebme man die Hulfsebene X senkrecht an und verwandle AT, so ist der neue Kbrprr 
K x gleichfalls ein Ellipsoid, und die Gerade PC gleich r ist eine Ilalbaxe dessdben. 
Die Ebene X und die Oberfliichen 5 und K x haben zusainmcn vicr gomeinscliaftlHi** 
Puncte Q. Man nehme die Hiilfsebene Y zu einer der vicr Geradon CU (gleidi r 
senkrecht an und verwandle K x , so ist der none Korper 7vk eine Kugel, welelm dir 
oben genannte Eigenschaft besitzt. — Die Ricbtigkeit dieser Angaben ist ieidit zu br- 
stiit, i gen. 
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und nimmt die Hiilfsebene X zu derselben senkrecht an, so wird der neue 
Korper K x eine symmetrische Doppelpyramide von der namlichen Gattung. 

72. In analoger Weise, wie in No. 26, kann liier folgende Frage ,auf- 
geworfen werden: 

Welche Gestalt kann ein Korper moglicherweise haben, 
wenn er 1) zwei, oder wenn er 2) drei gegebene Symmetral- 
Ebenen hat? 

I. Iiat der Korper zwei Symmetral-Ebenen X und Y 7 die sich unter 
einem gegebenen Winkel a sclmeiden, und ist erstens a: -it commensurabel, 
etwa gleich 1 : m, so hat er im Ganzen m Symmetral-Ebenen, die sich in 
einer und derselben Geraden z schneiden; die Durchschnitts-Figuren dieser 
m Ebenen mit der Oberflache des Korpers, so wie die Theile, in welche 
sie durch die Gerade z getheilt werden, sind auf entsprechende. Art ein- 
ander gleich, wie oben bei der ebenen Figur die m Axen und ihre Ab- 
schnitte (26). Die Oberflache besteht aus 2m gleiclien oder symmetrisch 
gleichen Theilen; im. Uebrigen bleiben diese Theile unbestimmt. — Ist 
zwei tens a : tt incommensurabel, so finden unendlich viele Symmetral- 
Ebenen statt, die sich in einer Geraden z schneiden; ihre Durchschnitts- 
Figuren mit der Oberflache sind gleich und jede wird durch die Gerade 0 
in zwei symmetrische Halften getheilt, so dass also die Oberflache offenbar 
durch Umdrehung irgend einer Curve urn die Axe z erzeugt wird. 

II. Hat der Korper drei Symmetral-Ebenen X, Y 7 Z 7 die sich in 
drei Geraden z, y, x und unter den Winkeln a, p, 7 schneiden, so muss, 
sobald von diesen Winkeln zwei, etwa a- und p, zu tu incommensurabel 
sind, der Korper in Riicksicht zweier Axen 0 und y durch Umdrehung 
entstanden und daher eine Kugel — oder ein System von concentrischen 
Kugeln — sein. 1st von den drei Winkeln nur . einer zu iz incommensu- 
rabel oder gar keiner, so werden doch selbst in dem letzten Falle unter 
den drei. Systemen. von Symmetral-Ebenen ( 0 ), (y) und (a), welche zufolge 
des vorigen Falles (I) durch die Geraden 0 , y und x gehen, sich im All- 
gemoinen irgend zwei Paare befinden (wo namlich die beiden Ebenen jedes 
Paaxes verschiedenen Systemen angehoren), die sich unter solchen Winkeln 
schneiden, welche zu tu incommensurabel sind, so dass dann der Korper 
wiederum eine Kugel sein muss. Es sind nur wenige beschrankte lalle mog- 
lich, die hierbei eine Ausnahme machen*). Daher kann man behaupten: 

*) Namlich im Wesentlichen nur folgende vier: 

1) -Wenn a = (3 = 4- it und y beliebig; 

2) Wenn a = \ tc und p = 7 = i*; 

3) Wenn a = in, p = in und y = 

4) Wenn a = P = in und y = { n. 

Eine weitere Discussion dieser Falle, die zu einigen interessanten Eigensehaften 
fuhrt, behalte ich mir fur einen anderen Ort vor 


on 
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Wenn ein Korper drei Symmetral-Ebenen hat, welche 
einander in drei Geraden schneiden, so ist er im Allgemeinen 
ein.e Kugel, oder ein System von concentrischen Kugeln. 

Folgerungen aus dem Hauptsatze No. 70. 

73. Aus diesem Satze kann man zum Theil in gleicher Weise eine 
Reihe von Folgerungen ziehen, wie in der ersten Abhandlung aus dem 
Hauptsatze No. 17, nur sind dieselben in Riicksicht der Korper im All- 
o'emeinen nicht nach Yerhiiltniss umfassend und bedeutsam, wie dort. in 
Bezug auf die ebenen und spharischen Figuren. Daher mag es geniigen, 
nur einige dieser Folgerungen hier kurz anzudeuten. 

I. Unter alien Korpern aa, welche von einer beliebig 
o-rossen, ebenen Grundflache a und von einer der Form nach 
willkiirlichen, aber der Grosse nach gegebenen Fliiche a be- 
grenzt werden, ist die Halbkugel ein Maximum. 

Als o insbesondere: Unter alien Kugelsegmenten mit gleich grosser 
krummer Flache a hat die Halbkugel den grossten Inhalt. 

II. Unter alien Korpern, deren Oberfliiche aus einem ge- 
gebenen Kreise a und einer nach Grosse gegebenen, beliebigeu 
Flache a besteht, ist das Kugelsegment ein Maximum. 

in. Unter alien Korpern, die von zwei gegebenen Kreis- 
flachen a , b und einer nach Grosse gegebenen Fliiche a be- 
grenzt werden, ist das Kugelstiick zwischen den beidenKfeis- 
flachen ein Maximum*). 

Desgleichen, wenn beliebig viele Kreisflachen a, b, <•, ... gegeben 
sind ; u. s. w. 

IY. Unter alien Korpern, welche von einem gegebenen 
Korperwinkel S mittelst einer nach Grosse gegebenen Fliiche 
a abgeschnitten werden, ist derjenige ein Maximum, bci wel- 
chem a ein Stuck einer Kugelflache ist, deren Mittelpunot im 
Scheitel 8 des Korperwinkels liegt. 

Desgleichen, wenn ein beliebiger Kegel S gegeben ist. 

V. Von zwei spitzwinkligen Kugelsegmenten (aa, 6p) mit 
gleich grosser krummer Flache (a gleich p) ist dasjenige das 
grossere, welches die kleinere Grundflache hat, oder welches 
der kleineren Kugel angehort; und bei stumpfwinkligon Seg- 
mented ist dasjenige das grossere, welches die grossere Grurul- 
flache hat, oder der grosseren Kugel angehort. 

YI. Unter alien kegelformigen Korpern Sa von gleicher 
Oberfliiche, welche von einem gegebenen geraden Kegel S mit 

*) Die in dieseu Satzen vorkommenden Benennungen dor Kugelstiicke sind lion.-n 
analog, welche in der ersten Abhandlung (No. 18) fur Kreisstucke foslgestellt worden sind. 
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einer beliebigen, ganz innerhalb des Kegels liegenden Grund- 
flache a abgeschnitten werden, ist derjenige ein Maximum, 
welcher ein convexes Kugelstfick im umschriebenen Kegel 
ist (d. h. bei welchem a Segment einer dem Kegel S einge- 
schriebenen Kugelflache ist). — In gleicher Weise reprasen- 
tirt das concave Kugelstuck im umschriebenen Kegel das 
Minimum, wenn (statt der Oberflache) die Differenz S a 
zwischen der Mantelflache S des Kegels und der Flache a ge- 
geben ist. 

Soil ein Korper von den Mantelflachen zweier gegebenen 
geraden Kegel S, S, und von einer beliebigen Flache a be- 
grenzt werden, soli er innerhalb beider Kegel liegen, und ist 
seine Oberflache gegeben, so ist er.ein Maximum, wenn er 
ein convexes Kugelstuck zwischen den umschriebenen Kegeln 
S, S 1 ist. U. s. w. 

VII. Sind die Grundflachen a, b zweier Korper gegebene 
Kreise, und ist die Summe der iibrigen Theile a, p ihrer Ober- 
fliichen gegeben, so ist die Summe ihrer Inhalte dann ein 
Maximum, wenn sie Segmente gleicher Kugeln sind, und wenn 
ausdrucklich das Segment fiber der kleineren Grundflache 
spitzwinklig ist. 

Sind die Grundflachen a, 6 , c, . . . von beliebig vielon Kor- 
pern aa , 1% q, ... gegebene Kreise, und ist die Summe der 
iibrigen Theile a, p, T , • • • ihrer Oberflachen gegeben, so kann 
die Summe ihrer Inhalte Hur dann ein Maximum sein, wenn 
die Korper Segmente gleicher Kugeln sind; und fur das Haupt- 
maximum ist zudem noch erforderlich, dass nur allein das 
Segment fiber der grossten Grundflache stumpfwinklig sein 

^ ai Oder: Sind die Grundflachen a, b, c, . . . von beliebig vielen 
Kugelsegmenten nebst der Summe ihrer krummen Flachen 
a, p, 7 , gegeben, so ist die Summe ihrer Inhalte im Allge- 
meinen so oft ein Maximum oder ein Minimum, als die Seg- 
mente gleichen Kugeln angehoren. TJ. s. w. 

Allgemeine Bemerkung. 

74. Ueber die Korper im Allgemeinen sind noch viele Fragen zu 
erledigen, die mehr oder weniger Schwierigkeiten darzubieten scheinen. 
Hier mdgen nur folgende Beispiele namhaft gemacht werden. 

I. Wenn in Rticksicht des vorstehenden Satzes 73, VI statt 
des geraden Kegels S ein beliebiger Kegel (oder nur ein Kegel 
zweiten Grades) oder ein beliebiger Korperwinkel gegeben 
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ist, welche Eigenschaft muss dann die Flache a (fur den Fall 
des Maximum s) haben? 

II Soil ein Korper zwischen zwei parallelen iibenen lie- 
oen und ist seine Oberflache nebst dem Abstande der Ebenen 
von’einander gegebeu, so ist die Frage zu stellen, unter wel- 
chen Bedingungen sein Inhalt ein Maximum sei. 

Den Siitzen in No. 69 und No. 71 zufolge muss der Korper durcli 
Umdrehuno' um eine zu den gegebenen Ebenen senkrechte Axe z ent- 
stehen so° dass seine Oberflache im Allgemeinen zwei in diesen Ebenen 
lie^ende Kreise enthalt; ferner muss der Korper in TUicksicht dor Ebcno Z, 
welche mit den gegebenen Ebenen parallel ist, und von ihnen gleich welt 
absteht symmetrisch sein, und daher miissen jene Kreise gleich sein; end- 
lich werden die gegebenen Ebenen den iibrigen Theil der Oberflache in 

diesen Kreislinien beriihren. ,. . . ..... , , . 

Ist die gegebene Oberflache kleiner als diejemge Ivugelflache, welche 
die gegebenen Ebenen beruhrt, aber soil dieselbe an diese bciden Ebenen 
anstossen (irgend ein Stuck oder bloss eineu Punct mit jeder gemein 
haben) so ist der Korper immer eine Ivugel, verbunden mit eine in odor 
mit zwei unendlich diinnen Cylindern, die zwischen der Ivugel und oinor 

der Ebenen liegen. T ,„ 

III. Besteht die Oberflache ernes Korpers aus zwei I Uetlen 

a und 0 welche in einem festen, geradlinigen, schielen Poly- 
gon P an einander stossen; ist 0 eine feste, polyedrische (odor 
irgend eine krumme) Flache und a die nach Grosso gegebene 
Seitenflache eines Korper winkels S, so ist die F rage, unter 
welcher Bedingung der Korper ein Maximum wird _ 

Oder wenn anstatt der Seitenflache a der Inhalt des Kor- 
pers gegebeu 1st, so soil die Lage des Scheitels S bestinunt 
werden, fur welche a ein Minimum wird. (1st es unter der obigen 
Bedingungsgleichung No. 64, V, 2?) 

Und ferner: Wenn das Polygon P in eine Curve von dop- 
pelter Krummung iibergeht, wobei 8 ein Kegel wird, welche 

Bedingung findet dann statt? ^ . 

IV. B o s t c li t die Oberflac h e e 1 n c s Iv o r p e 1 s a u s / vv o i 1 h e 1 1 o n 
a und 0, wovon der eine p feat, der andore a nur nach Orbsse 
gegeben 1st; so 1st die Frage, welche Eigenschaft a haben 
miisse, clamit der Korper ein Maximum wird. 

Dieselbe Frage, wenn insbesondere p eine ebene Flache uml /.war 
1) eine gegebene Ellipse, oder 2) ein gegobones Quadrat ist; u. s. w. 

Mehrere von den in dieser Abhandlung enthaltenen Siitzen und Aut- 
gaben habe ich bereits friiher, im Journal fur Mathematik von CrM\ 
bekannt aemacht. (Of. Band II. S. 75- 91 dieser Ausgabe.) 


Ueber einige stereometriscbe Satze. 

Crelle’s Journal Band XXIII. S. 275 — 284. 

(AuMue aus einer am 14. Febraar 1842 in der Akademie dor Wissensohaften zu 
Berlin gehaltenen Vorlesung.) 



XJeber einige stereometrisclie Satze. 

Die nachstehenden Satze haben die Bereehnung solcher Korper zum 
Gegenstande, wolche von zwei parallelen Grundflachen und von Seiten- 
flacben die Dreiecke, Paralleltrapeze, windschiefe oder uberhaupt geiad- 
S Ce Flachen sind, begrenzt werden. Hierbei gmg mem Be- 
streben vornehmlich dahin, fur die Bereehnung moghchst beqneme konneln 
zu finden und diesel ben elemental- und emfach zu beweisen. 

§ 1 - 

Fundamentalsatz. 

1st die Orundflache eider vierseitigen Pyramid* ABCDE 
ein Paralleltrapez ABCD ^nkmUch |hre 

Spitze 1 ® undTurch die Mitten F, G der nicht parallelen Seiten 
AB, CD der Grundflachen geht, gesclnutten, so sin le aut . i 
t / 4 R C D auf diese Ebene gefallten Perpenditel g , 

S“«h’ki der Pyramid, is. gleicl 

Producte aus dem Durcl.solinitts-Dre.eck EF& m e.nes 

Pe, ' P ,w a .nn 1 e“ine D d d .r be.den paralleled Seiten der 

verschwindet, a. B. «en» BC gleich 0 wrd , nnd semi d l j - 
Inide in eine dreiseitig. nbergeht, so ble.bt auch fm d.ese der 

Sa ‘ Kes S er 6 S h 2”ist elemental' nnd sehr leieht an beweisen. 

SftT - - “““ 
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s 35 ... begrenzt wird, welche Paralleltrapeze, o der auch zum Theil Drei- 
ecke sind. Die Hoke des Korpers sei II gleicli 2 h. Die Durchschnitts- 
Figur, in welcher der Korper yon der Ebene, die’ den Grundflachen parallel 
und in der Mitte zwischen denselben liegt, geschnitten wird, heisse C, 

In dieser Ebene, z. B. innerkalb des Yielecks C, nekme man einen be- 
liebigen Punct P an nnd betrachte ikn als gemeinschaftliche Spitze von 
Pyramiden, welche die verschiedenen Flachen des Korpers K zu Grund- 
flachen haben, und welcke also zusammen diesen Korper ausmacken. Die 
Pyramiden liber den Seitenflachen s, s n $ 2 , ... sind alle von der Art, vie 
die im obigen Fundamentalsatze ; jede wird yon der genannten Ebene in 
einem Dreieck geschnitten, das dem obigen Dreiecke EFGr entspricht, und 
alle diese Dreiecke bilden zusammen das Vielcck C y so dass also die 
Summe der Pyramiden infolge des Fundamentalsatzes gleich fhC ist. Die 
Inkalte der Pyramiden iiber den Grundflachen A und B sind -J-A4, -J-//R 
Demnach hat man fiir den Inhalt des Korpers K folgenden Ausdruclc 

(1) K= * A(4+B+4C) = l-IJ(A-\rB-\-4 C ) . 

Das heisst: 

„Der Inlialt des Korpers K ist ein Sechstol von, einem 
Prisma von gleicher Hohe II und liber einer Grundflache,, welche 
so gross ist, als die beiden Grundflachen A, B und die vicr- 
fache mittlere Durchschnitts-Figur C zusammengenonrmen. 44 

§3. 

In jeder Seitenflache s liegen drei entsprechende unci parallel SoiUrn 
a, b, c der drei Vielecke A, B , C, und es.ist immer 

2 G = :: (l~\~b y 

diese Gleichung finclet auch in dem Falle statt, wo die Soitenflache m.. 
Dreieck und also entweder 

a — 0 oder h = 0 

ist. Daher ist auch, wenn man die Umfange der Vielecke A, B, C dure!; 
(A), (B), (C) bezeichnet, 

(2) 2 (C) = (A)A-(B% 
das heisst: 

„Der doppelte Urafang des mittleren Durchschni ttes istdU-E 
Summe der Umfange beider Grundflachen gleich. cc 

§ 4 - 

Wird die Grundflache B in ihrer Ebene urn irgend einen fes ten Vmw 
um 180° herumgedrelit, so wird jede Seite b derselben winder mit 4 : 
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namlichen Seite a der festen Grundflache A parallel, mit welcher sie 
zuvor .parallel war; unci warden sodann die namlichen Ecken von A unci V, 
wie anfanglich, durch Gerade (oder Kanten) verbunden, so entstelrt era 
Korper K , dessen Seitenflachen a, s„ o„ - einander durchkreuzen so 
dass an die Stelle der frulieren Paralleltrapeze, jetzt sogenannte uber- 
schlagene Paralleltrapeze treten, und dass der Korper aus verschiedenen 
Theilen besteht, welche theils positiv, theils negativ zu nehmen smd 
Heisst fiir diesen Pall die mittlere Durchschnitts’-Figur C, und lhre zu a 
und b gehorige Seite c„ so ist jetzt 

2c, = a-b, 

w o also c, sowohl negatiV als positiv sein kann; ebenso der Inhalt der 
Figur C v Ausserdem hat man in analoger Weise, wie oben, 

(3) If, = J-I/(A -+--B-1-4G 1 ,), 

(4) 2(3) = (-d)-(-B), 

d h Auch dieser Korper K x ist ein Sechstel von einem Prisma 
von gleicher Hohe und fiber einer Grundflache, welche so gross 
ist als seine beiden Grundflachen und der vierfaclre mittlere 
Durchschnitt; und der Umfang dieses Durchschnittes ist der 
halben Differenz zwischen den (Jmfangen beider Grundflachen 
, gleich.“ 

§5. 

Da die Seiten (wie a, b, c, c,) der Vielecke A, B, C, C x respective 
parallel sind, so haben diese beziehlich gleiche Winkel (einzelne Seiten 
der Grundflachen A, B sind Null, wofern unter den Seitenflachen der 
Korper K, A, sich Dreiecke befmden); und da ferner zwischen den ent- 
sprechenden Seiten die Gleichungen 

2 c — a A-b und 2c, = a — b 

stattfinden, so folgt aus einer bekannten Formel — nach welcher der In- 
halt eines ra-Ecks durch »— 1 Seiten und die von denselben gebildeten 
Winkel 'ausgedrackt wird — fur die Inhalte der vier Vielecke nachstehende 
Gleichung 

(5) A-\-B = 2C4-23> 

d. h. „ die Summe der Grundflachen ist doppelt so gross, als die 
Summe der mittleren Durchschnitts-Figuren beider Korper . 

D StaTz.B. beide Grundflachen A, B Vierecke, so besteht der Korper im Allge- 
meinen aus drei Theilen, namlich aus zwei schief abgeschnittenen, dreiseitigen Pyra- 
mided die uber den Grundflachen A, B liegen und sie zu Seitenflachen haben, und 
aus einer dazwischen liegenden, durch die vier Seitenflachen o, gebildeten 

dreiseitigen Pyramide; dann sind jene beiden als positiv. und diese letztere als negativ 

anzusehen. 
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Dadurch verwandeln sich die obigen Ausd'riicke (1) und (3) fur die 
Inhalte der beiden Korper K, K i in folgende: 

(6) K=E(C+m, 

' ( 7 ) = H&C+CO. 

Das heisst: . 

Jeder der beiden Korper ist gleich einem Prisma von 
o-leicher Hohe und liber einer Grundflache, welche so gross 
ist, wie seine mittlere Durchschnitts-Figur und ein Drittel 
der mittleren Durchschnitts-Figur des anderen Korpers.“ 

Die Formel (6) stimmt mit derjenigen iiberein, welche Herr Koppe 
in Bd. XVIII. S. 275 von Crelle ’ s Journal aufgestellt und mittelst dor 
Integral-Re cluiung bewiesen hat *). 

§ 6 . 

Lasst man die Grundflachen A und B durch Vermehrung ihrer Soiton- 
zahl in Curven iibergehen, so gehen auch die mittleren Durchschnitte C, 

<7, in Curven und die Seitenflachen der Korper gehen in bestimmte al>- 
. wiclielbare krumme Flachen S, <S, liber; namlich jede dioser Blachen ist 
die Enveloppe einer Ebene, die aul beiden Curven A, h zugleich rollt. 
Da die bis dahin aufgestellten Formeln (1) bis (7) fur diosen Gremiall 
offenbar in gleicher Weise giiltig sind, so hat man folgende Siitze: 

1) „Wenn ein Korper K oder K l von parallelen Grund- 
flaehen A und B, welche beliebige Curven sind, und von einer 
krummen abwickelbaren Seitenflache S oder S t It ogre n z t wird. 
so ist der Umfang seines mittleren Durchschn ittos Coder C, 
gerade halb so gross wie die Sunime oder die Difforenz der 
Umfiinge der beiden Grundflachen (Gl. (2) oder (4)).“ 

2) „Die Summe der Inhalte bolder Grundflachen ist dup- 
pelt so gross wie die Summe der Inhalte dor mittleren Durch- 
schnitte beider Korper (5).“ 

3) „Der Inhalt jedes der beiden in Betracht stohondon 
Korper K, K } ist ein Sechstel des Productes aus seiner Huh* 
in die Summe der beiden Grundflachen und des vierfaclien 
mittleren Durchschnittes (Gl. (1) oder (3)); odor gleich dens 


*) Einen besonderen Fall diesar Formel, wo namlich der Korper K ein abgesturu|tfi.-* 
Kegel ist, hat Herr Hofrath Schweins mil- schon im Jahre 1835 mitgofkeilt; er lta!*- 
denselben zur Bequemlichkeit for ■ practische Rechnungen aufgestellt. Fur diosen 14. 


hat man 

' K = H [( - - )‘+ 1 (--up L ) ]a=J3 r [(r-i-r 1 ) 2 -H 1 (r — ri)‘ J ] 

“ wo ' r und r x die Radien der Grundflachen A und B sind. 


K 

4 "’ 
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Producte aus der Hohe in die Summe seines mittleren Durch- 
schnittes und eines Drittels des mittleren Durchschnittes des 
anderen Korpers (Gl. (6) oder (7)).“ 

§7- 

Gehen die Korper K und K l insbesondere in abgestumpfte Pyramiden 
oder in abgestumpfte Kegel iiber, so werden die vier biguren A, B, C, C 1 
einander ahnlich, so dass sicb verhalt ' 

— r- r— r— 7 « b 

(8) ]/A : ]/B : ^0 : ]/£, = a : b : c : c t = a : b : —j - — : — 2 — ’ 

wo a, b, c, g entsprechende Seiten oder irgend welche homologe Dimen-, 
sionen der Vielecke oder Curven A, B, C, C , sind. Dadurch modificiren 
sicb- die Ausdrficke (1) und (3), oder (6) und (7) fur die Inbalte der 
.Korper, wie folgt:* 3 

(9) K = ^(l+^ + Q*) = \HA(\+n+n*) = ±HA%=±, 

(10) K i = %Ha[ 1-^ + 0") = ±HA(X-n+n*) = 

wo b : a gleich n gesetzt ist. Oder da nach den GL (2) und (4) 

2 ]/C = yi +VB und 21/C, = ]fA— ]/B, 

und daher 

( 11 ) 4 C— A+Ba-^AB und 46, — A-\-B—2]/AB, 
so gehen sie auch in folgende bekannte Ausdriicke fiber: 

(12) K = %H(Aa-B-+-VAB)] K = %E(Aa-B— ]/AB). 

§ 8 - 

Reduciren sich die Grundiiachen auf zwei nicht parallele gerade Linien 
A und B, so dass ihre Inhalte gleich 0 sind, so wird der Korper A 
■ (oder A,) eine dreiseitige Pyramide; A und B sind gegenfiberliegende 
Kanten und H ist ihr senkrechter Abstand von einander; der mittlere 
Durchschnitt C wird ein Parallel ograxnm, dessen &eiten den Kanten A, B 
parallel und beziehlich halb so gross wie diese sind, so dass also 

C = -^A4-j3sincp, 

wo cp der Winkel ist, welchen A und B ihrer Richtung nach bilden. 
Demnach hat man in diesem Falle fur den Inhalt des Korpers nach Gl. (1) 

(13) A= \E. 4C = %HC = }HAB sin®, 

d. h. „der Inhalt jeder dreiseitigen Pyramide ist zwei Drittel 
des Productes aus dem Abstande H zweier gegenfiberstehen- 
den Kanten A, B in den mit diesen Kanten parallelen mitt,- 
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lereri Durchschnitt C; oder gleich einem Sechstel des Pro- 
ductes aus den genannten zwei Kanten in ihren Abstand von 
einander und in den Sinus ihres Winkels.“ 

§ 9. 

Sind A und B, D und E, A’ und G gegeniiberstehende Kanten einer 
dreiseitigen Pyramide, so wird diese von jeder den Kanten A und H 
parallelen Ebene in einem Parallelogramm defg geschnitten, dessen Seitmi 
beziehlich mit A, B parallel, und dessen Ecken d, e, f, g in den Kanten 
D E F, G liegen. BeWegt sich die schneidende Ebene von A bis /*. 
so bescbreibt jede der beiden Diagonalen de, fg des Parallelogramm*-. 
z. B. de, ein sogenanntes windschiefes Yiereck ADBE, d. i. ein Bt tick 
eines hyperbolischen Paraboloids ; und da die Diagonale bestandig- d;<- 
Parallelogramm halftet, so wird folglich auch die Pyramide von d.*m 
windschiefen YiercCko in zwei gleicli grosse r l heile L gleich k, gctlmi? 
Ein solcher Theil wird von drei Flacheu begrenzt, namlicli von dom win ; 
schiefen Yiereck ADBE und von zwei (ebenen) Dreiecken, die zwei Suiter;* 
flachen der Pyramide sind. Sein mittlerer Durchschnitt ist, ein Drcieck 
namlicli die eine Halfte des Parallelogramms C, welches der mitihr 
Durchschnitt der Pyramide ist; demnach hat man fur seinen Inhalt nn» 
Gl. (13) 

(14) k = \.%IIC = %lF(, 

d. h. „der Inhalt jedes der genannten T he i le ist zwei Dr* i * 
von dem Producte aus der Ho he U in den mittlcren DuitU 
schnitt "| <£ . 

In gleicher Weise ergeben sich lolgende Satze: 

Wird ein dreiseitiges Prisma von einer Ebene geschnitten, w.l: 
einer Seitenflache desselben parallel ist, so ist der Schnitt ein Parnll-: 
gramm; bewegt sich die Ebene von der Seitenflache bis zur gogmtii* 
liegenden Ivanto, so beschreibt die Diagonale des 1 aiullelogiaimu* * 
windsohiefes Yiereck, welches das Prisma in -zwei gleich grosse Tim ' 
le, k t theilt. Der Inhalt jedes Theiles ist gleich l-JAy, d. h. gleich n- : 
Producte aus dem mittleren Durchschnitte j in die Hobo U (Abstand 
Seitenflache von . der gegeniiberliegenden Kante). — Hicr sind k, K»>; 
■von denen jeder von einem windschielen Viereck, einem Parullelogia; 
und zwei Dreiecken begrenzt wird. 

Sind die Grundflachen A, B eines vierseitigen , prismalnrmigeu K 
pers, dessen Seitenkanten, verlangcrt, nicht in einem Punctc zusam; 
treffen und auch nicht parallel sind, Parallelogramm e, so ist jedei 
ihnen parallele Schnitt gleichfalls ein Parallelogramm, dessen Diasmr-.,. 
wenn sich die schneidende Ebene von A bis B bewegt, ein winds* • 
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Viereck beschveibt, torch welches das Prisma gehalftet wivd, und wo 
wiederum jede HSlfte ^ = ^ = ^E(A+B), 

1st. — U. s. w. 

§ 10 . 

Man denke sick einen Korper R, wclcher zwei beliebige parallele 
Vielecke A, B zu Grundflachen hat, und dessen Seitenflachen s, s i; s„ ... 
windschiefe Vierecke, oder theils solche Vierecke und .theils Paral el- 
trapeze und Dreiecke sind. Der mittlere Durchschmtt ist, wie fruher 
(S 2), ein geradliniges Vieleck 6. Ueber jede Seitenflache s,. die em 
schiefes Viereck ist, setze man einen solchen Ivorper k, der die erne Hal e 
einer dreiseitigen Pyramide ist, und zwar von derjenigen Pyramide , welche 
die in den Grundflachen A, B liegenden Seiten a, b des windschiefen 
Vierecks s zu gegeniiberstehenden Ivanten hat, also einen solchen Korpeib, 
wie er zu Anfang des vorigen Paragraphen beschrieben worden A die 

diese Korper k mogen auf der ausseren Seite aufgesetzt warden. Dadurc i 
entsteht ein Korper K, dessen Seitenflachen a, lie ebon, namlich Dreiecke 
und Paralleltrapeze, sind, und welcher mit dem vorigen R die Grund- 
flachen A, B gemein hat. Sein mittlerer Durchschmtt C besteht aus 
dem mittleren Durchschnitte ® des Korpers R und aus einer Summe von 
Dreiecken T , welche einzeln die mittleren Durchschnitte der aufgesetzteu 
Korper k sind (§ 9), so dass also 

c = 6+2(t), Oder 2(0 = C— (5- 
Ebenso besteht der Korper K aus dem Korper R und aus der Summe 
der Korper L Daher hat. man nach den Gl. (1) und (14) 

(ft — K— 2(/c) = \H(A +11-1-46') — 
j = l H(A + B-h4C) — (£) 

d. h. „ auch bei dem Korper R, dessen Seitenflachen zum Theil 
oder alle windschiefe Vierecke sind, wird der Inhalt in glei- 
cher Weise gefunden, namlich er ist ein Sechstel des 1 ro- 
ductes aus der flohe in die Summe der Grundflachen und des 
vierfachen mittleren Durchschnittes.“ 

Dieser Satz gilt in gleicher Weise fur denjenigen Korper R lt welcher 
entsteht, wenn die Grundflache B in ihrer Ebene urn 180 u herumgedreht 
wird und bei welchem also die Seitenflachen emander durchkreuzen, wie 
oben §4 beim Polyeder K r Auch finden.hier in analoger Weise, wie 
oben (Gl. (5), (6) und (7)), die folgenden Gleichungen statt: 

A-\-B = 2(£h—2(£ 1 ; ^ 

(17) R — F(( E+i®,) und R, = E(}£+®,)- 


(15) 
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§ 11 . 

Lasst man die Grundflachen A und By die als Vielecke vorausgesetzt 
worden, in Curven ubergehen , so wird die Seitenflache des Korpers $ 
irgend eine geradlinige, krumme Flache 3, d. h. eine durch Bewegung 
einer Geraden erzeugte Flache ( ’surface reglee); und dann geht auch der 
mittlere Durchschnitt S in eine Curve liber; die obige Formel (15) bleibt 
aber offenbar auch fur diesen Fall noch giiltig. Demnach folgt der Satz: 

„Sind die Grundflachen A, B eines cylinderformigen Kor- 
pers $ parallel und von beliebigen Curven umschlossen, und 
ist die Seitenflache 3 desselben irgend eine geradlinige, 
krumme Flache, so ist sein Inhalt ein Sechstel des ProcLuctes 
aus der Hohe in die Sum me der beiden Grundflachen und des 
vierfachen mittleren Durchschnittes.“ 

Der Satz bleibt in gleicher Weise bestehen, wenn die Umfange der 
Grundflachen nur zuxn Theil in Curven ubergehen und die iibrigen Theile 
gerade Linien bleiben, wobei dann in entsprechender Weise die Seiten- 
flache <3 aus verschiedenartigen Theilen bestehen kann, aus allgemeinen 
geradlinigen, krummen Flachen und aus ebenen Flachen. Dadurch lasst 
sich also der Satz auf beliebige geradlinige, krumme Flachen ■ anwenden, 
d. h. ihre Cubatur lasst sich mittelst desselben bewerkstelligen. 

Einen einfachen besonderen Fall des vorstehenden Satzes gewahrt 
das einfache Hyperboloid (hyperbolo'ide d une nappe). Wird dasselbe 
z. B. von zwei parallelen Ebenen in Ellipsen A, B geschnitten, so wird 
der Inhalt des von den Grundflachen A ? B und dem zwischen ihnen 
liegenden Theile 3 des Hyperboloids begrenzten Korpers $ auf die an- 
gegebene Weise gefunden. Namlich es ist dann auch der mittlere Durch- 
schnitt (5 eine Ellipse, und wenn man die halben Axen der Ellipsen A. 
By (5 durch a und a, b und p, c und 7 bezeichnet, so hat man 

. (18) = -g” jS(^oc+6P-+-46'y)* 

Ein anderer interessanter besonderer Fall ist folgender: 

Sind im Raume zwei unbegrenzte feste Gerade Ay B gegeben, 1 st 
ihr senkrechter Abstand von einander II gleich 2h ? und soli eine gegebene 
Gerade gleich 2 a sich so bewegen, dass ihre Endpuncte auf den festen 
Geraden Ay B fortgleiten, ' so beschreibt sie eine geradlinige krumme 
Flache, die einen Korper begrenzt, dessen Inhalt 

(19) — A a )i t 

ist. Dieses Resultat ist dadurch merkwurdig, dass es von dem Winkel 9 
unabhangig ist, welchen die festen Geraden A ? B ihrer Richtung naeh 
mit einander bilden, d. h. das Volumen des Korpers bleibt constant, wclche 
Grosse dieser Winkel haben mag, wenn nur h und a sich nicht andern. 
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Namlich der mittlere Durchschnitt (5 ist Her eine Ellipse, deren Halb- 
axen a nnd p — wenn a 2 — A 2 gleich b" gesetzt wird beziehlich 
5 cot 1 9 und 6 tang£cp sind, so dass also ihr Inhalt gleich 

apn: = & 2 tc = (a * — 

constant ist. Wenn insbesondere cp gleich 90° wird, so ist der mittlere 
Durchschnitt ein Kreis. 


Yieie von den im Vorstehenden betrachteten Korpein behandelt unter 
anderen auch M. Hirsch in seiner „Sammlung geometrischer Aufgaben“ 
(Th. H. §101-106; § 155—157; § 180—190). Er findet die Formeln 
f fir den Inhalt durch Hiilfe der Trigonometrie und Projection. Die gegen- 
wartige Darstellung ist unstreitig einfacher, zusammenhangender und um- 
fassender; auch sind die Formeln zum Theil bequemer. Yergleicht man 
seine Formeln mit den hier gegebenen, so ergeben sich z. B. folgende 

Relationen. * . 

Fur den in § 2 betrachteten Korper K findet Hirsch (S. 204, § 15b) 

— wenn die Seiten der Grundflachen A und B durch a, ... und 

b, b b t , ... bezeichnet werden — die Formel 

(20) K = $H(A-+- jS)-H’-i? X [a^sin^a,)], 


S^sinCaaJ] = a&jSmCaajG-a&gSinCaffi,)-! *-a&«_ 3 sm(ffla»-a) 

& 2 sin(fflj « 3 )H \-afin — 2 si n (*i a n— 2) 


— j (in — 3 b n — 2 sin — 3 ^1-2)' 

Diese Formel mit der obigen (1) verglichen, giebt 

(21) 2 [ab l sin(«a,)] = 4(7 — A — B; 
oder, da nach 01. (5) 

A+B = 264-2(7, , 

so folgt 

(22) 2[a&,sin(affi,)] = 2 C — 26j, 

und in der That sind die beiderseitigen Ausdriicke dieser Gleichung iden- 
tisch, wenn man das, was oben (§ 5) von den Vielecken C und Cj an- 
gegeben worden, beriicksichtigt. 

Ftir den in § 10 beschriebenen Korper £ giebt Hirsch (S. 252, § 189) 
die Formel 

A+ B)—faH\ab sin (ah') + be sin (be) + cd sin (cd) -+ r to sin (to)] 

\ = $H(A+B)-&H 2 [ab sin («£>)], 

wo a, b, c y ... t die Projectionen der Seitenkanten des Korpers auf die 
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Grundflache A sind. Durch Vergleichung dieser Formed mit der 61.(15) 
folgt 

• (24) ‘ 2[a6sin(a5)] _ == 4(^t+B — 2(5), 

und vermoge der Gl. (16) 

(25) 2[&Ssin(a£)] = 8(S X . 

Oder, da beide Formeln bestehen bleiben, wenn die windschiefeu 
Seitenflachen in Paralleltrapeze, und damit der Korper $ in das Polyeder K 
iibergeht, so hat man auch fur diesen Fall * ' 

(26) l[absm(ab)] = SC 1 . 


Elementare Losung einer Aufgabe liber das 
ebene und das sphariscbe Dreieck. 

Crelle’s Journal Band XXVIII. S. 375-379. 


Hierzu Taf. XV Fig. 1 — 5. 
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Elementare Losung einer Aufgabe iiber das 
ebene und das spbariscbe Dreieck. 

Eine elementare Aufgabe fiber das geradMge Dreieck, die mir im 
Jabre 1840 von Herrn Prof. Lehmus mit dem Wunsche zukam: „eine 
rein geometrische Losung derselben zu finden“ und die ich spater 
gelegentlicli Anderen als Uebungsbeispiel mittheilte, ist in neuester Zeit 
hi verschiedenen Druckschriften offentlich zur Sprache gebracbt und gelost 
worden. Irrthfimlicherweise wurde aber die Aufgabe theils mir zuge- 
scbrieben, theils nicht so elementar gelost, wie der Urheber derselben und 
ich es verlangten; auch wurde der Gegenstand mit solchen Demerkungen 
begleitet, welche meine einfache Absicht, die ich bei gesprachsweiser Mit- • 
theilung der Aufgabe hatte, weit fibertreffen. Dies veranlasst mich um 
Missverstiindnisse zu verhindern — meine eigene Losung der Aufgabe, welche 
ich damals gefunden und Herrn Lehmus sogleich mitgetheilt liabe, hier 
nachtraglich zu veroffentlichen, zumal da ein grosser Kenner der Geometrie, 
Herr Sturm, der von seinen Zuhorern und Anderen verschiedene Losungen 
besass, die mcinige ffir die elementarste hiolt. Bei dieser Gelegenheit 
werde ich zugleich auf die Grfinde aufmerksam machen, warum die Auf- 
gabe ffir die Rechnung umstandlicher ausfallt, als man auf den erstqn 
Blick vermuthet; ausserdem werde ich auch die Aufgabe etwas allgemeiner 
fassen, und zuletzt noch die analoge spharische Aufgabe behandeln. 

Aufgabe I. 

„Wenn in einem geradlinigen Dreieck die Abschnitte der zwei 
Geraden, welche dessen Winkel an der Grundlinie hiilften, zwi- 
schen den Ecken des Dreiecks und den Gegenseiten gleich lang 
sind, so ist die Frage, ob dann das Dreieck gleichschenklig sei.“ 

Wenn also z. B. in dem Dreiecke ACB (Taf. XV Fig. 1) Winkel 
a = a l , Winkel P = P, und die Gerade AD — BE Oder a = h, so ist die 
Frage, ob AC = BC oder, was auf dasselbe hinauslauft, ob a = (3 sei. 

Wollte man annehmen, die Winkel a und p konnten ungleich sein, etwa 
a > [3 (also auch a, >• [3,), so zeigt sich die Unmoglichkeit leicht, wie folgt. 

Vermoge der Dreiecke ALB und BE A, die nach Voraussetzung 
zwei Paar gleiche Seiten und dazwischen die ungleichen Winkel a und p 
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haben folgt, dass BB > AE oder d > e und Winkel ABB > BEA (we il 
’ p ^ g _ufi-|-a). Diese Dreiecke dcnke man sich fur emen Augeu- 
Sick (rar bcquemeren Uebersicht) in solche Lage gebracht (Taf. XV Fig. 2), 
wo sie auf entgegengesetzten Seiten fiber derselben Giundlinie c Ah 
stehen’ und wo’ die Seiten den durcb dieselben Buchstaben bezeicbnct.cn 
in Fio'.’l auf Taf. XV gleicb sind. Da nach der Annahme a = b (cl i. 
/in _L pp Tof YV Fig. 1), so ist, wenn man die Gerade BE zielit. 

i * WinW D>E (d. i. Winkd ADB>BEA 
Taf XV Fig 1), aucb Winkel x>y, daraus folgt, dass e>d sem muss. 
was dem Vorigen, d>e, widerspricht. Demnach konuen a und p nicbt 
unSeich und folglich muss das vorgelegte Dreieck ABB gleicbscbenkbg seiu. 

& Dieses ist meine oben erwahnte erste Doming der Aufgabe. Do 
Schwierbkeit, welcbe die Aufgabe bei anderer Bebandlung .darbietet, mag 
ihren Grand darin babeu, dass die eine Voraussetzung nicbt so abtmbs*. 
bestimmt ist wie man auf den ersten Blick leicht glauben mdohte. IVir. 
wenn gesagt wird: „die Winkel an der Grundlinie werden g. 
halftet C£ so ist dies sowohl auf die inneren als auf die aussuiw. 
Winkel ’an der Grundlinie anzuwenden; was daim im Wesentliohen .In-; 
verscbiedene Fiille giebt, indem namlich, wenn man die bis an die (leg,-; 
seiten verliingerten Strablen, welcbe die inneren Winkel hallten, durcb 
und b, und diejenigen, welcbe die ausseren Winkel halften, (lurch «, un 
b 1 bezeichnet, entweder 

( 1 ) 
oder 
( 2 ) 
oder 


Ik 


b t . 


( 3 ) 


oder 


d- 


angenommen werden kann. Im ersten Fa, lie (1) ist nun zufolge des 
Beweises das Dreieck allemal gleicbscbenkbg. Bonn zwe.ten hallo 
kommt es noch auf cine niibere Unterscheidung an, ob namlicb «) ! 
Strablen a b die verlangerten Gegensoiten jcnseits der Spitze 6, 
beide dieselben unterbalb der Grundlinie AB trellen, oder ob P) der 
die Gecenseite jenseits der Spitze und der andere sie unterbalb der <ir; 
linic trifft Unter der Bedingung (a) ist das Dreieck gleicliHchenklig; 
rrerren untor (p) nicbt. Im drltten Falle (3) ondlich ist, das Dreieck nu 
ffemoinen nicbt gloichsclienklig (nur scbeint die Moglichkc.t vorhamh- 
sein dass es in ganz besonderem Falle gleicbscbonklig seiu kaun, %• 
es dann aber eraser Form nach ganz bostimintes Dreieck ist, d. U. 

stimmto Winkel hat). . ..,,1 

Bo mm die Aufgabe allc diese Fiille iiir die Rcchmmg stillschwc; 
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zugleich umfasst, so begreift man, wie diese, wenn sie nicht geschickt an- 

cregriffen wird, auf hohere Gleiehungen fuliren muss. .. 

Fm- den genannten Fall (a), mit der Bedingung, dass beide btrahlen 
a,, 6, die Gegenseiten jenseits der Spitze C treffen, xst der Beweis dem 

* Niimlich wollte man annehmen, es sei a, > Pi (Taf. XV kig- 3), sn 
ware ®+8>n+a, und daher AE^BD (als Seiten der Dreiecke 
und BDA) wA y> on (als Winkel der Dreiecke BCE ** AW 
bei 6’ gleich sind, und wo a>p). Bringt man das Dreieck ALB m die 
Lage von BE t A, wobei also BE, — AE, q 1 q, y x y, o i a » ® 
und zieht die Gerade DE n so ist n = m und y also 
folo'lich BD > BE ; , Oder BD 7> AE; was dem Vongen AE > BE, 
widerspricht; daraus scliliesst man, dass a, = ft und somit das Dreieck 

ACB gleichschenklig sein muss *). . ± . „ , 

Wenn dagegen beide Strahlen ft den Gegenseiten unterlialb der 

Grundlinie begegnen, wie in Fig. 4 auf Taf XV so scliemt ^r mweis 
nicht auf analoge Weise stattzufinden. Ich babe dafur den lol 0 euc , 

minder einfachen aufgestellt. , .. R W ^ AF 

Sollten a und p ungleich sein konnen, etwa a > ft f ^ 

und daher FD > FE. Man nehmc IG = tAmAlll-^L ^ • 
QB = IID (wcil nach der Voraussetzung AD — BE odei a, — ft). 
Ferner sind die Dreiecke IlFG und EFA congruent, daher a = a, 
mithin a >ft, und folglich muss die Gerade GH der Suite Ob jeuseit I), 
otwa in K bcgcgncn, und m uutnr Wintol X , wdclioy ,« tacM 

„u, Gn o-ieich 2s ist. Nun ist vermoge des Dreieck, s DAG Vymlvel 
cbL «>D (da « = «.), und mithin BD>BA. Nimmt 
man BL==BA, so sind die Dreiecke BAG und BEG congruent also ist 
£ = fiber als- iiusserer Winkel des Dreiecks GLK ist e > 7, also auch 
.‘> r , was dem Vorigcn, j = 2s, widerspricht. folglich konnen 
uidit umdeich sein, d. h. das Dreieck ACB muss gleichschenklig sun ) 
Die °obige Aufgabe (I) kann iibrigens auch etwas allgememor gestcllt 
und doch cbonso loicht gelost worden, niimlich, wie lolgt. 

.Wenn din Winkel a/dnr Lundlinie nines Dreiecks in gloi- 

chem Verhiiltniss gotheilt werden, so dass a. a, P-ft» 

*-> M an konnte fibrigens auch, wie folgt, schliesson. Wine “i > P>’ s0 w< !^ 0 i , 

) Man konnte mi 8 ’ 4(7> B(J dagegen mi isste, da die Dreiecke 

wie oben, y % und i --- 1 1 TXr . , , , * n UTld ihrer gleiclien Seiten 

ACD und BOS, vermoge ihrer glerchen Winkel be C und ihm k on ^ 

AD = BE, gleichen Kreisen eingeschrieben smd, und da y>x , _ 

sein was sich widerspricht. Daher muss a, = Pi und demzufolge AC • • 

Da^diesei Bweis sich auf den Kreis stfitzt, so ist er nhht jo — - der oh.ge. 
**) Auf fast Shnliche Art lasst sich auch der obige laU (1) beweisen, 
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wenn die bis an die Gegenseiten verlangerten Theilungslinien 
AD und BE gleich lang sind, so ist, die Frage, ob dann das 
Dreieck gleichschenklig sei.“ 

Fur die Falle von Fig. 1 und Fig. 3 auf Taf. XV lasst sich in alm- 
licher Weise, wie oben, zeigen, dass das Dreieck auch unter den gegen- 
wartigen Bddingungen gleichschenklig sein muss. 

In Riicksicht des spharischen Dreiecks lassen sich die beiden ent- 
sprechenden Aufgaben zum Theil auf fast gleiche Art elementar behandcln. 

A u f g a b e III. 

„Wenn die beiden Hauptkreisbogen, welche die Winkel an 
der Grundlinie in einem spharischen Dreieck halften, von den 
Winkeln bis an die Gegenseiten genommen, gleich lang sind, 
so ist die Frage, ob dann das Dreieck gleichschenklig sei.“ 

Es sei im Dreieck ACB (Taf. XV Fig. 5) Winkel a = a 1? p = p 4 
und der Hauptkreisbogen AD — BE. Sollten a und p ungleich sein 
konnen, etwa a;>p, so ware BF>AF, und daher FD^>FE. Man 
nehme FH = FA und FG- = FE \ so sind die Dreieck e AFE und UFG 
symmetrisch gleich, also Winkel x l =x und a 2 = a 1 , I)a das Dreieck 
BFD offenbar grosseren Inhalt hat als das Dreieck IiFGr , so muss auch 
seine Winkelsumme grosser sein als die des letzteren; den Winkel boi F 
haben sie gemein, und von den iibrigen ist a 2 > (weil a 2 =a 1 >p 1 ), 
daher muss Winkel y>% 1 , und somit auch y > as sein. Da ferncr die 
Dreiecke BAD und ABE zwei Paar gleiche Seiten und dazwischen die 
ungleichen Winkel gc>P haben, so ist Scite d>e (d. i. BD>AE). 
Man denke sich nun das Dreieck ABE in der Lage von BAE r , wo nam- 
lich Winkel x 2 — x, Y = aH-a 1 , Seite e 1 =e (BE l — AE), etc. ist, so 
wird man — .falls der Winkel DBE l — <c tc, d. h. falls die 

Summe der Winkel an der Grundlinie AB im gegebcnen Dreieck ACB 
kleiner als zwei Rechte ist — durch Htilfe des Hauptkreisbogens DE X 
auf ganz gleiche Weise, wie oben bei Fig. 2 auf Taf. XV, auf den Wider- 
spruch gefuhrt, dass e 1 > d, also e>d sein miisstc; woraus sodann auf 
die Gleichheit von a und p, und daraus auf die Gleichheit von AC und 
BC geschlossen wird. 

Fur die andere, allgemeinere Aufgabe., wo die Winkel an der Grund- 
linie, statt gehalftet, in irgend einem gleichen Verhaltniss getheilt warden, 
folgt auf gleiche Weise, dass das Dreieck gleichschenklig sein muss, falls 
die Summe der beiden Winkel an der Grundlinie kleiner als zwei Rechte ist, 

Wenn dagegen die Summe der Winkel an der Grundlinie grosser als 
zwei Rechte ist, so wird der Bewcis' fur beide Aufgaben unbrauehhar, 

Ich begniige mich mit dieser Andeutung und uberlasse es den Liobhabertu 
die vollstandige, aber moglichst elementare Losung aufzufmden. 
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Teoremi relativi alle coniclie inscritte 
e circoscritte. 


Giornale arcadico di Roma t.XCLX. p. 147—161; 
Ore lie’s Journal Band XXX. S. 9 (-106. 


A eio aggiunta la tav. XVI fig. 1 




Teoremi relativi alle coniche inscritto 
e circoscritte. 

I. 

Un panto arbitrario P (Tav. XYI Fig. 1), preso nel piano di un dato 
triangolo ABC, si puo sempre riguardare como il centre di una sezione 
conica che tocca i lati del triangolo. La natura di questa sezione conica 
e messa in evidenza dal criterio che segue. S’immagmi un secondo 
triangolo A'B'C', i cui vortici siano nel mezzo de’ lati del pnmo tnan- 
n'olo ^ABC. I lati del nuovo triangolo A'B'C, prolungati all’inlinito, divi- 
dono tutto lo spazio del piano in sette parti: cioe, nello spazio fmito del 
triangolo medosimo A'B'C'; nei tre spazi degli angoli opposti ai sum 
ano'oli interni; o fmalmente nei tre spazi csterni adiacenti ai suoi lati. 
La & sezione conica sara ellisse, se il suo centro P si trova nell 5 uno do^ 
primi quattro spazi; o sara iperbola, se P si trova nell’uno de’tre spazi 
rixnanenti. Quando il punto P c in uno do’trc lati dello stesso triangolo 
A'B'C, o nel loro prolungamento, la sezione conica passa al limite dove 
si restringe in una rctta, o pub esser considorata, qual piu aggrada, ellisse, 
od iperbola. Allontanandosi il punto P aH’infinito, la sezione conica di- 

venta una parabola. ' . _ 

Allorche la sezione conica e un’ellisse, la sua area E puo sempre 
determinarsi facilmente per la data situaziono del suo centro P. Infatti, 
ehiamate a\ p f , le perpendicolari abbassate da P sui lati del secondo 
triangolo A'B'C, ed essendo r il raggio del cerchio circoscritto al pnmo 
triangolo ABC, si lia sempre 

J5 2 = 4TcVa'pY. 

Pel caso dell’ iperbola, si ha la stessa equazione purehc la quantita E 
significlii l’area dell’ellisse che ha gli stessi assi principali dell’iperbola. 

11 . 

Il punto P e sempre nello stesso tempo il centro di un’altra sezione 
conica circoscritta al medesimo dato triangolo ABC, ed ha qui. luogo la 
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corrispondenza notabile, che questa conica e dello stesso genere die 
l’inscritta; e quando ne’casi limiti Finscritta si riduce ad una retta, la 
circoscritta viene a risolversi in un sistema di due parallele. 

Anche per Farea dell’ellisse circoscritta si ha una formula interessante. 
Infatti, cMamate a, (3, 7 le tre perpendicolari abbassate da P mi lati del 
triangolo ABC, ed essendo F Farea dell’ellisse, sara sempre 

2 , «TV 


F 2 


oc'(3Y 


Pel caso dell’iperbola vale Fosservazione precedente. 

Dalle proposizioni (I) e (II) si ricava il seguente corollario. Designate 
per E r , F r le aree di due nuove ellissi le quali abbiano il medosimo 
centro P, e siano inscritte e circoscritte al secondo triangolo A!B'C\ si 
ha sempre 

E 3 == 4 E'F. 

Dai teoremi precedenti si deducono inoltre i seguenti. 


III. 

Consider i am 0 le due coniche inscritta e circoscritta al triangolo ABC „ 
ed aventi comune il centro nel punto arbitrario P. Per il bel teorerna 
del sig. Poncelet , vi sono innumerevoli altri triangoli a ciascuno dc'quali 
le medesime coniche sono l’una inscritta e -l’altra circoscritta. Pe’vertici 
del triangolo ABC si conducano tre rette parallele ai lati opposti: m 
risultera, simile al triangolo ABC , un nuovo triangolo, i cui lati sanumo 
dimezzati da’vertici del triangolo ABC. Ripetendo la medesima costruzione 
sopra ogni triangolo a cui le due coniche sono Puna inscritta e l’altra 
circoscritta, si otterra una serie di nuovi triangoli, rispetto ai quali 
sussistera la notabile proprieta, che le coniche loro inscritte dal medcsiuin 
centro P, avranno tutte Farea medesima. 

IY. 

Per mezzo del triangolo ausiliare A f B f C f possono detenu in arsi iaeil- 
mente i punti di contatto de’tre lati del triangolo ABC colla sezimir 
conica del centro P. Infatti, supposto che i vertici A’, B', (A siano ri* 
spettivamente i punti medii de’lati BC ? CA, AB , sia a la interseziom- 
delle due rette PA 1 e B’C : condotta la retta Aa, essa seghera il Into 
BC nel punto ov’e in contatto colla sezione conica. Invortendo questa 
costruzione, trovasi il centro della sezione conica dati che siano due de'ire 
punti di contatto; cio che procura sempre la conoseenza della situaziom* 
del terzo, essendoche le tre rette condotte ai punti di contatto da’ vertici 
opposti A , B, C y s’intersecano mutuamente in un punto. 

Il problema analogo per la sezione conica circoscritta al date triangolo 
ABCy sarebbe di determinate le sue tangent! ne’vertici A ? B, C, date il 
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suo centro P. Anche questo problema puo risolversi per mezzo del 
triangolo ausiliare A'B'C, ma in un modo un poeo piu complicate. 

V. 

II luogo geometrico de’centri di tutte le coniche di area eguale ed 
inscritte al medesimo dato triangolo ABC, e una curva del terzo grado, 
i cui asintoti sono i lati del secondo triangolo A'B'C defmito di sopra, 
ed i loro punti di contatto posti nell’infinito sono nello stesso tempo punti 
d’inflessione *). Pel caso della ellisse, questa curva puo avere forme diffe- 
renti; vale a dire, oltre i tre rami infiniti negli spazi esterni (i quail, 
mediante il passaggio per l’infinito, formano un tratto continuo) la curva 
nello spazio interim contiene un’ovale isolata, o un punto isolate (il centro 
di gravita comune ai due triangoli ABC, A'B'C'), o nulla -piu di reale, 
secondoche la data area dell’ellisse sia inferiore, eguale o superiore all area 

4 

del triangolo ABC moltiphcata per it. 


VI. 

Il luogo geometrico de’centri di tutte le sezioni coniche di area data 
e circoscritte al medesimo dato triangolo ABC, h una curva di sesto 
grado, la quale ha punti doppi ne’mezzi A!, B' , C de’lati del triangolo 
e ha un doppio contatto coi lati stessi ne’ loro punti all’inhnito ). iol 
caso della ellisse, questo contatto risulta immaginario; e se l’area resta 
inferiore ad una certa quantita, i punti doppi riescono tutti punti xsolati, 
e la curva rimane tutta dentro al triangolo A'B'C'; se poi l’area dell ellisse 
e appunto eguale a questa quantita (la quale e l’area del triangolo ABC 
moltiplicata per *), i tre punti A', B', C' divcntano punti di regresso. 
Se l’aroa data e superiore alia detta quantita, la curva de’centn non resta 
soltanto neU’interno del triangolo A'B'C", ma da’ punti A', B', C esce 


*) Se avviene ehe una curva abbia un tale asintoto, che il punto di contatto situate 
nell’infinito sia pure punto d’inflessione, allora i due rami della curva cui si avvrcma 
l’asintoto nelle sue direzioni opposte, si trovano dalla medesima parte dell asintoto. 
Quando il contatto nell’infinito e un contatto volgare, i due rami sono situati nspetto 
all’asintoto in parti diverse. Cotesti due rami possono sempre riguardarsi come tor- 
manti un continuo passando per l’infinito; come si vede nella proiezione polare 
allorche si muta il polo, o punto di vista, in modo che la proiezione del contatto 


cacla ad una distanza infinita. 

**) Una curva si dice avere un doppio contatto con una retta ne punti posti 
all’ infinito, quando questa retta e asintota nello stesso tempo di quattro rami della 
curva nelle direzioni opposte e dall’una e dall’ altra parte della retta. Nella proiezione 
polare questi quattro rami si cangiano in due rami che si toccano mutuamente, e 1 asm- 
toto diventa la loro tangente commune. 
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fuori agli spazi esterni ove forma tre cappi. Le tre figure 1, 2, 3 della 
tavolaXVI annessa mostrano la forma della curva, la prima nel caso 
dell’ iperbola, la seconda e la terza ne’casi della ellisse quando la curva 
resta tutta dentro al triangolo A!B'G' , e quando esce agli spazi esterni. 
Si vede che nel caso della ellisse, la curva forma sempre un solo tratto 
e die anclie nel caso dell’iperbola i sei rami infiniti della curva debbono 
essere riguardati come formanti un tratto continuo, mediante il passaggio 
per rinfinito. Infatti nella figura delineata, siano abcdef ’ ed a'b'dtiSrff , 
punti della curva posti all’ infmito: i punti a e a!, b e V, ec., debbono 
essere riguardati come coincidenti. Cio posto, si potra camminare sopra 
un ramo della curva dal punto a al punto V coincident© con b; dal 
punto b, sopra un altro ramo, al punto c r coincidente con c, ec.; e si 
tornera inline dal punto f al punto a 1 coincidente col punto di partenza a. 


YIl. 


Dato un quadrilatero completo*), formato da’tre lati del triangolo 
ABC e da una quarta rotta Q, si sa che i punti mcdii a, h, c delle sue 
tre diagonali giacciono sopra una medesima retta R; e che una cornea 
non puo toccare i quattro lati del quadrilatero, senza avere il centre su 
questa retta R ; ne aver il centro su questa retta R e toccare tre de’quattro 
lati, senza toccare anche il quarto. Inoltre si vede, dalla ispezione della 
figura, che i lati B r C', C r A r , A'B f del triangolo ausiliaro A'B'O, i oui 
vertici sono i mezzi de’lati del triangolo ABC, passano per i punti a, b, c, 
della retta R; e che, pel principio di simmetria, anche tutti i lati 
de’triangoli ausiliari, inscritti analogamente ne’tre altri triangoli formal i 
da ogni tre de’quattro lati del quadrilatero, hanno le loro intersezioni 
colla retta R ne’medesimi punti a, b, c. 

Cio posto, dosignamo per L, M, N gli angoli formati da R co’tre 
lati B r C r , C'A! , A f B f , ovvero co’ioro paralleli BC, CA, AB; le tre per- 
pendicolari abbassato da P a B r C, C r A r , A r B f , saranno 


a! = Pa.smL, $ r = Pb.smM,. q' = Pc.nmN. 


Quindi essendo, come sopra, E l’area della sezione conica, si avra pel xi" I 


E 2 

4rA.Pa.Fb' Pc 


= rsexiLsonMsmN, 


ove r e il raggio del circolo circoscritto al triangolo ABC. Ma la quantity 
nella sinistra di cotesta equazione, si conserva la medesima rispetto a 


*) Date quattro rette R, R x , R 2 , jR 3 , siano A e A x le intersezioni di RR U e di 
R 2 R^ B q B x \e intersezioni di RR 2 , e di R Z R X ; C e C x le intersezioni di Rll u e di 
R\R % . Le rette AA l: BB l , CC X , si chiamano le tre diagonali del quadrilatero formate* 
dalle quattro rette R, R x , R 2 , R s , detto da Carnot quadrilatero complete. 
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ciascuno de’quattro triangoli formati dai lati del quadrilatero ; dunque il 
valoro della quantita 

r sen L sen Ms en N, 

non sara, alterato, se, inveee del triangolo ABC , prendiamo nno de’tre 
rimanenti triangoli. I)a cio la proposizione seguente: 

„I)ato un quadrilatero completo, la retta R passante per i mezzi delle 
tre diagonal], declini cogli angoli a, a iz a 3 , a 3 , da’lati A, A 1J A 2: 
del quadrilatero, e siano r, r i: r 2 , r z i raggi de’circoli circoscritti ai quattro 
triangoli (A X A 2 AJ, (A^AAJ, (AA X A 2 ) formati da’ lati del 

quadrilatero : si avra 

T = r i = r 2 = ^3 a 

sen a seiuq sena 2 sena 3 


VIIL 

Supponiamo adesso die una retta R qualunque attraversi i lati B r C r , 
("A 1 , A r B' del triangolo auailiare A r B ! C r ne’punti a , b, c, e chiamiamo 
edlittiei ed i per hoi ici gli spazi del piano in cui, secondo il n° I cadono 
i eentri deirdlissi e deH’iperbole inscritte al dato triangolo ABC. La 
retta, R non cssendo parallela ad alcuno de’lati del triangolo A’B'C 1 , le 
sue parti oppostc, prolungate all’infinito , si trover anno sempre Tuna in 
uno spazio iperbolico e l’altra in uno spazio ellittico. Il centro P si 
muova sulla retta R, sempre nella medesima direzione, a partire dalla 
parte remota all’infinito nello spazio iperbolico, ove corrisponde ad nna 
iporbola inlinita, ossia ad una parabola. L’area dell’iperbola, intesa come 
supra e detto (n° I), diminuisce continuamente, sino a che il centro P 
viimo ad incontrare la prima volta un lato del triangolo A'B r C r 7 cio die 
avvorra in uno de’tre punti a, b, c: sia nel punto a. Da qui il centro P 
(Ultra o corre in uno spazio ellittico, sino all’incontro di un secondo lato: 
questo incontro sia nel punto b. Poi il centro P rientra e si avanza in 
uno spazio iperbolico, sino all’incontro del terzo lato nel punto c. . Final- 
men te 0 centro P csce in uno spazio ellittico, e l’area dell’ellisse va 
continuamente crescendo da zero sino all’infinito, dov’ella torna a cangiarsi 
nella, medesima parabola die in principio. Mentre il centro P cammina 
da a in b, la sezione conica e un’ellisse, la cui area in que due punti 
svanisce: bisogna dunque die 1’area abbia un massimo corrispondente alia 
siiua.zione del sue centro P in un punto e fra a e b. Mentre il centro P 
si inuove da b in 6*, la sezione conica e un’iperbola la cui area svanisce 
in que’duc punti: bisogna dunque che ad una situazione del centro 1 m 
un punto h fra b c 6* corrisponda un’area iperbolica massima. Questi due 
massimi sararmo gli unici die esistono, e la posizione de’punti h si 
determina nel mode seguente. Il loro mezzo m e il centro di gravita 
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de’tre punti a, b, c , e la loro distanza da qnesto punto e 


em — mh — 


y ma? -{-mb 2 -{-me 2 
6 


II teorema precedente fornisce la soluzione del famoso problema di trovare 
la sezione conica inscritta ad un dato quadrilatero la quale goda di un’area 
massima, problema di cui si sono oeeupati i piu illustri matematici, un 
Euler o, un Gauss ed altri. Basta che la retta R sia quella del n° pre- 
cedente VII, cioe la retta passante per i mezzi a, b, c delle tre diagonal! 
del dato quadrilatero. Si trova in questa maniera, die fra le sezioni 
coniche inscritte al dato quadrilatero, sono due che hanno un’area massima, 
Tuna ellisse e l’altra iperbola; che il mezzo m de’loro centri e il centre 
di gravita de’mezzi delle tre diagonali del dato quadrilatero, ovvero de’sei 
punti ne’quali s’intersecano mutuamente i. lati del quadrilatero; e die final - 
mente la distanza de’due centri al punto m e eguale alia quantita 


ma 2 mb 2 -+- me 3 
6 

IX. 


I centri di tutte le sezioni coniche circoscrittc al quadrigono*) ABC!), 
trovansi in un’altra sezione conica S passante per i mezzi di tutti i sei 
lati, e inoltre per le intersezioni A n B n C\ delle tre paia di lati opposti; 
ne puo una conica avere il centre sopra S e passarc per tre de’quattro 
vertici A, B , C, D, senza passare eziandio per il quarto. Per mezzo di 
questo teorema, l’altro famoso problema di trovai'e la conica minima fra 
tutte le coniche circoscritte ad un dato quadrigono ABGD , si riduco al 
seguente: trovare la conica minima fra tutte le coniche che sono circoscritte 
al triangolo ABC, e che hanno il loro centro sulla conica S or defmita, 
passante pe’mezzi cle’lati del triangolo ABC, ovvero pe’vertici del triangolo 
ausiliare AB'C'. Al problema proposto sotto tal forma si. potra applicare 
Pespressione, data nel n° II, delFarea della sezione conica circoscritta al 
triangolo ABC. 


X. 

La conica S gode di molte propriety notabili. Gli asintoti di ciascuna 
iperbola circoscritta al quadrigono, sono parallel! ad un sistema di diametri 

*) In nn quadrigono completo A BCD si considerano le sei rette 
AD, BD, CD, BC, CA , AB, 

che nniscono due a due i quattro vertici A, B, C, D, ed inoltre le intersezioni //.. 
C x delle tre paia di lati opposti 

AD e BC, BD e CA, CD e AB; 

come nel quadrilatero completo si considerano le sei intersezioni de’quattro lati. 
e le tre diagonali. 


Teoremi rel. alle coniche ec. 


335 


coniugati della conica 8. II centro di S e il centra di gravita de vertici del 
quadrigono ABCD. Ad ognuno de’quattro triangoli, determinati da vertici 
del quadrigono presi a tre a tre, possono essere inscritte quattro coniche 
simili ad S, e similmente situate con essa; e tutte queste sedici coniche 
toccano la medesima S. Formato il prodotto delle aree delle quattro 
coniclie inscritte a ciascuno di questi quattro triangoli, de’quattro prodotti, 
o l’uno sara eguale alia somma de’tre altri, o la somma di due sara eguale 
alia somma de’due altri. Se la conica S e un’ellisse, e, per mezzo della 
proiezione parallela, si trasmuta in un circolo, il quadrigono nesce tale 
nella proiezione, che ciascuno de’suoi quattro vertici e il punto ove si 
segano le altezze del triangolo determinato da’tre _ vertid nmanenti "). 
Per questa asservazione, le varie proprieta della conica S di sopra eposte, 
si cangiano in altre die sono di una grande importanza per la geometria 
del triangolo rettilineo, e delle qua,li ho trattato nel libro: „Bie geometn- 
sehen Constructional, ausgefuhrt mittelst der geraden Linie und Ernes 
festen Kreises, Berlin 1833 bei Diimmler." **) (Le costruzioni geometriche 
eseguite per mezzo ' 'della linea retta e di un solo cerchio fisso, Berlmo 1833, 
presso Diimmler.) Questo libro, per le costruzioni geometriche elementan, 
e il supplemento della ingegnosa geometria del compasso del Mascheroni. 

XL 

Mediante la proiezione polare ed il principio delle polari reciproche, 
possono dalle proposizioni antecedenti dedursene altre rispetto alle coniche 
inscritte ad un quadrilatero, o circoscritte ad un quadrigono. Delle quali 
citero le seguenti. 

a) Da’sei vertici di un quadrilatero si conducano altrettante rette 
parallele in una data direzione: cosi, per ciascun vertice del quadrilatero 
passeranno tre rette: due lati del quadrilatero e la retta parallela alia 
data direzione. Conduciamo la quarta armonica, coniugata a quest ultima, 
si otterranno in questa guisa sei nuovc rette che toccano una medesima 
conica C, e questa conica sara inoltre toccata dalle tre diagonali del qua- 
drilatero. Siano t e t x duo tangenti della conica C, parallele alia data 
direzione; si potranno circoscrivere a ciascuno de’quattro triangoli, formati 
dai lati del quadrilatero, quattro coniche toccanti le rette t e e tutte 
queste sedici coniche toccheranno la medesima conica C*™). Osservo inoltre 

*) I vertici del triangolo e la intersezione delle tre altezze (cioe delle tre perpen- 
dieolari calate da’ veitici ai lati opposti) formano sempre nn sistema di quattro pnnti, 
ciascuno de’quali e la intersezione delle tre altezze del triangolo determinato dai tre 
altri. Una propriety conosciuta di questi triangoli, e, die i quattro circoh eircoscntti 

ai medesimi sono eguali. 

Cf. Volume I. pag. 461 di questa edizione. 

***) Si possono sempre descriver.e quattro coniche, che passino per tre punti data e 

toccliino due rette date. 
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che, cangiando la direzione data, tutte le coniche G corrispondenti alle 
diverse direzioni, toccano una medesima retta. 

b ) Inscritta una conica alle tre diagonali di nn quadrilatero complete, 
si hanno tre tangenti della conica che passano per le sei intersezioni de 1 lati 
del quadrilatero; da ciascuno di questi sei punti si conduca l’altra tangente 
alia medesima conica, e poi un’altra retta la quale, coniugata con questa 
tangente, formi co’due lati passanti pel medesimo punto, un fascio ar- 
monico. Tutte le sei quarte armoniche nel detto modo condotte, s’inter- 
secano in un medesimo punto. 

c) Dato un quadrigono ABCD , siano A x , C\ , le intersezioni di 

AD e BC, di BD e CA, di CD e AB; una conica qualunque S circo- 
scritta al triangolo avra ne’punti A x , B x , C 1 una intersezione 

co’sei lati AD, BD, CD, BC, CA, AB: dunque la. medesima conica avrii 
con ciascuno di questi sei lati, anche un’altra intersezione. Cerclriamo in 
ciascun lato un punto, quarto armonico dopo questa intersezione e gli 
estremi del lato: saranno questi sei quarti armoniei in una medesima 
retta L. I poli di L, rispetto a tutte le coniche circoscritte al quadrigono 
ABCD, si trovano sulla conica S. 

In ciascuno de’quattro triangoli ABC, ABD, BCD , CAD, possono 
inscriversi quattro coniche che abbiano con S la retta L per secante com- 
mune (reale, o, secondo la denominazione di Poncelet, ideal©), e tutte 
queste sedici coniche sono toccate dalla medesima conica S. Potendosi 
al triangolo A 1 B 1 C 1 circoscrivere innumerevoli coniche S, a ciascun u 
corrispondera una posizione determinata della retta L: allorche le coniche 
S sono soggette alia condizione di passare per un quarto punto determinato 
Q, la retta L girera intorno ad un altro punto fisso Q r . 

XII. 

Circoscritto ad un circolo un quadrilatero complete, e formate il 
triangolo dalle tre diagonali; il punto d’intersezione comune delle tre 
altezze del triangolo, coincide col centro del circolo. 

XIII. 

Dal foco E di una conica si deseriva un circolo con un raggio uguale 
alPasse principal© della conica: innumerevoli triangoli ABC possono in- 
scriversi a qnesto circolo in guisa che siano nello stesso tempo circoscritti 
alia conica. Le altezze di ciascuno di. questi triangoli s’intersccano mntua- 
mente nell 5 altro foco D. Consideriamo uno di essi ABC. A ciascuno 
de’quattro triangoli ABC, ABD, BCD, CAD, inscriviamo quattro circoli: 
questi sedici circoli toccheranno sempre un altro circolo il cui diametro f* 
Passe grande della conica. 
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XIV. 

Ritenute le stesse supposizioni del n° precedente, siano a, b, c i piedi 
delle altezze del triangolo ABC, ed immaginiamo i quattro circoli inscritti 
al, triangolo ale: i loro centri saranno i punti A, B, C, D, 'ed il circolo 
col centro D sara costante, e pero tocchera i lati di tutto il sistema 
de’triangoli abc. I quattro circoli precedent sonO toccati da un altro 
circolo, passante per i mezzi de’lati e per i piedi delle altezze del triangolo 
abc; ed anclie questo circolo sara costante, e pero il luogo geometrico del 
suo centro sara anch’esso nn circolo del centro D. 

XV. 

In questa occasione conumicherb anche un altro teorema. 

Il vertice A di un cono K di secondo grado, si trovi sopra una super- 
fine <S del medesimo grado: le due superficie avranno per intersezione 
oomune una curva L. Preso sulla superficie S un punto arbitrario P, 
corrispondera a questo un piano polare rispetto al cono K; questo piano 
sega, generalmente, la superficie S secondo una conica L', la quale, in 
generale, avra due intersezioni B e C colla curva L. In questi punti B 
e C si conducano le tangenti alia conica L' le quali s’intersecliino in un 
punto P': cib posto, comuuque il punto P si muova sulla superficie 8, la 
retta PP passera sempre per un medesimo punto fisso A'. 



Ueber eine Eigenscbaffc der Kriimmungs- 
balbmesser der Kegelschnitte. 

Crelle’s Journal Band XXX. S. 271 — 272. 



Ueber eine Eigenschaft der Krlimmungs- 
halbmesser der Kegelsclinitte. 

1 Zum Behuf der hier mitzutheilenden Eigenschaft ist es zweck- 
massio’ den folgenden bekannten Sate etwas umstandlicher aufzufassen: 

D flr Ort der Scheitel aller recliten Winkel, welche einem gegebenen 
Kegelsclinitte umschrieben sind, ist ein mit dem leteteren concentnscber 
Kreis K; das Quadrat seines Radius r ist gleich de^Summe der Quadrate 
der Halbaxen a und b des Ivegelschmttes, also r — a — - 

Ueber diesen Ortskreis K ist in Riicksicht der vcrschiedenen Kegel- 

schnitte Fokendes zu bemerken: ' , v 

a Bei der Ellipse ist sein Radius r gleich der Sehne, welche die 

' Axenscheitel verbindct, also r*==a 3 -+-b\ Geht die Ellipse in einen Kreis 

liber wird also «==.&* so ist t 2 = 2& . 

\ Bei zwei conjugirten Hyperbeln II, und H, konncn nur der einen, 

H welche die grossere reelle Axe 2 a hat, oder welche irn spitzen 
Asyraptotenwinkel liegt, rechte Winkel umschrieben warden, ^ anc eren 
j/nicht. Also gehort auch nur zu der ersteren em reellei Oitskeis , 
far den r* = a>-b\ Sind die Hyperbeln insbesondere gleichseitige, 
so wird r — 0, d. h. es reducirt sich der Ortskreis it auf semen Mitte - 
punct, alsdann sind die Asymptoten das einzige Paar zu eman ^ re ^ ' 
winkliger (reeller) Tangenten, und dieses Paar gehort dann beiden lly- 

peibeln ^gleich geht der Ortskreis K in eine Gerade, niimlich m 

die L P lth “°’ g^ mungslia ib me sser der Kegelsclinitte haben nun zu dem 
o-enannten Ortskreise nachstehende Bezieliung. 

° Wenn man die Krummungsradien eines gegebenen Kegel- 
schnittes, ieden nach entgegengesetzter Seite hin urn sich selbst 
verXngert und iiber den Verlangerungeh, als Durchmesser, 
Kreis z K, beschreibt, so schneiden allc diese Kreise jenen 
Ortskreis K rechtwinklig.“ End umgekehrt; 
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Eigenschaft der Kriimmungshalbrnesser der Kegelschnitte. 


„Besclireibt man einen solchen Kreis K y , wolclier den ge- 
gebenen Kegelschnitt in irgend einem Puncte A beriihrt nntl 
zudem dessen Ortskreis K rechtwinklig schneidet, so ist scin 
Durchmesser allemal dem Kriimmungsradius des Kegelschnittes 
im genannten Puncte A gleich. Wird der durch A gehemle 
Durchmesser des Kreises A, iiber A hinaus um sich selbst ver- 
langert, so hat man den Kriimmungsradius seiner Grosso und 
Lage nach.“ 

Diese Satze gelten auch fur die oben erwahnte zweite Hypcrbel //. 
(die im stumpfen Asymptotenwinkel liegt (1, b)), wenn man liir sic doii 
Ortskreis K der ihr conjugirten ersten Hypcrbel II I benutzt, jedooli uni ei- 
der veranderten Bedingung, dass dieser Kreis K von jedorn Kroise K 
im Durchmesser (statt rechtwinklig) geschnitten wird. 

Bei der gleichseitigen Hyperbel gehen alle Kreiso A' durch ihren 
Mittelpunct, und bei der Parabel liegen die Mittelpuncto aller Kroise K 
in ihrer Leitlinie. 

Soli also in einem gegebenen Puncte A einos KogeLsolmittes der 
Kriimmungsradius bestimmt werden, so ist nur noting, don durch A 
gehenden Durchmesser des zugehorigen Kreises K l zu construiren; was 
sehr einfach, wie folgt, geschieht: 

»In A errichte man die Normal e AB auf den Kegelschnitt 
und construire die Harmonische (Polarc) a des Punctes A in 
Bezug auf den Ortskreis A*); sie schneide die N or male, in 
so ist AB Durchmesser des zugehorigen Kreises A' und smnit 
dem verlangten Kriimmungsradius gleich." 

Fiir die Hyperbel E 2 hat man wieder den Ortskreis von .//, zu be- 
nutzen, aber statt a hat man eine anderc Gorado [3 zu nelnnen, welche 
parallel zu a ist und so liegt, dass der Mittelpunct von K odor’ von II 
gleich weit von a und p absteht; diese giebt alsdann in der Nonnalo dm 
Punct B. Bei der gleichseitigen Hyperbel insbesondere hat man aus 'ihrm 
Mittelpunct M auf dem Leitstrahl MA die Senkrechtc zu erriohten; die,,- 
ist hier die Harmonische a und trifft die Normale in B. Bei der Parallel 
liegt der Mittelpunct des Kreises A, in dor Leitlinie, wodurch der Dun h- 
messer AB unmittelbar bestimmt ist; dies giebt den. bekarmten Katz, da- 
der Kriimmungsradius doppelt so gross win das Stuck der Normale bis an 
die Leitlinie ist. 

Berlin, im Marz 1845. 

*) Man ziehe in dem Kreise K zwei beliobige Sehnen CD und C\D X ,i ur .-h «l 

Tnl’ Zi6he femer di6 S6llIlen ° Cl und DD *> dio sich in A sowie die , Sehnen Cl','. 
and DC,, die sicb m Q sehneiden, so ist bekanntlkh die Gorado J'Q die 
Harmomscbe a des Punctes A in Bezug auf den Kreis IC. 


Lehrsatze und Aufgaben. 


Crelle’s Journal Band XXX. S. 273-276. 




Lelirsatze und Aufgaben. 

1. Es sei ABC ein beliebiges Dreieck, H der Durchschnitt seiner 
drei Hohen und a, b, c seien die Mitten der den Eeken A , B, C gegen- 
iiberstehenden Seiten. Wird um II irgend ein Kreis besclirieben, welcher 
die Seiten ah, ac, be des Dreiecks abc bezichlich in den Puncten C 1S B t , 
A. schneidet, so ist allemal 

AA, = BB, = CC r 

2. „Sind in einer Ebene ein Dreieck' und ein Kegelschnitt 
gegeben, so kann, wenn das Dreieck test bleibt, der Kegel- 
schnitt ihm im Allgemeinen auf 6 verschiedene Arton einge- 
schrieben werden; die 6 Lagen seines Mittelpunctes befinden 
sich in einem Kreise, dessen Mittelpunct ein bestimmter aus- 
gezeiebneter Punct des Dreiecks ist, der also immer dor nam- 
fiche bleibt, wenn auch dor Kegelschnitt seineEorm und Grosso. 
anclert.“ TJnd umgekehrt: „Bleibt der Kegelschnitt test, so kann 
ihm das Dreieck in 6 verschiedenen Lagen umschrieben werden, 
und dann ist der naniliche ausgezeichnete Punct desselben in 
alien 6 Lagen gleich weit vom Mittelpunct des KegelschmttOs 
cntfernt.“ Oder: 

„Unter der unendlichen Mengo von Kegelschnitten,. welche 
einem gegebenen Dreieck sich einschrciben lassen, sind nur 
immer je 6 und 6 einander gleich (congruent); die Mittelpuncte 
von je 6 gleichen Kegelschnitten liegen in einem Kreise, und 
alle diese Kreise haben einen ausgezeichnetem Punct des Drei- 
ecks zum gemeinsamen Mittelpuncte. “ — „Ebenso sind unter dei 
unendlichen Sehaar von Dreiecken, welche einem gegebenen 
Kegelschnitte sich umschreiben lassen,- nur immer 6 und 6 con- 
gruent, und die genannten ausgezeichneten Puncte von je 6 
gleichen Dreiecken liegen allemal in einem mit dem Kegel- 
schnitte concentrischen Kreise.“ 
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„Die Mittelpuncte aller einem gegebenen D reieck einge- 
schriebenen ahnlichen Kegelschnitte liegen in einer Curve vier- 
ter Ordnung; von solchen Kegelschnitten sind nur immer 6 untl 
6 einander gleich, u. s. w.“ 

3. „Einem beliebigen Yiereck sei irgend ein Kegelschnitt einge- 
schrieben; aus jeder Ecke zielie man nach den Beruhxungspuncten der 
beiden gegeniiberstehenden Seiten zwei Strahlen; die auf diese Weise er- 
haltenen 8 Strahlen werden allemal von irgend einem anderen Ke»el- 
schnitte beruhrt." Oder vollstandiger: 

„ Werden bei vier beliebigen Tangenten eines Kegels chnittes aus clem 
Schnittpuncte je zweier, Strahlen nach den Beruhrungspuncten der beiden 
anderen gezogen, was zusammen 12 Strahlen giebt, so werden von diesen 
12 Strahlen allemal dreimal 8 von irgend einem Kegelschnitte berulu-t. 11 

„Einem beliebigen Yiereck sei irgend ein Kegelschnitt umschriebeii, 
und in dessen Eckpuncten seien Tangenten an diesen gelegt, so whd jede 
Seite des Vierecks von den Tangenten in den ihr gegentiberliegenden Eckon 
in 2 Puncten geschnitten und die auf diese Weise entstehenden 8 Puncte 
liegen allemal in irgend einem anderen Kegelschnitte." Oder vollstiindig: 

;) 1st einem vollstiindigen Yiereck ein beliebiger Kegelschnitt urn- 
schrieben, und werden in den Ecken desselben an den letzteren die Tan- 
genten gelegt, so wird jede der 6 Seiten des Vierecks von den Tangenten 
in den ihr nicht anliegenden Ecken in zwei Puncten geschnitten, so class 
im Ganzen 12 Puncte entstehen; von diesen • 12 Puncten liegen immer 
dreimal 8 in irgend einem Kegelschnitte." — Und turner: „Die jetlesmaligeu 
8 Puncte haben zudem die Eigenschaft, dass sie auf dreifache Art paar- 
weise in vier Geraden liegen, welchc sich in einem Puncte a, b, c sohnei- 
den; und zwar sind diese drei Schnittpuncte a, b, a fur jedes der drei 
Systeme von 8 Puncten die niimlichen;" u. s. w. 

4. „Fiinf beliebige Puncte a, b, c, d, e in einer Ebene bostimmen, 
zu zweien verbunden, 10 Gerade G, welche einander (aussor in den ge- 
gebenen 5 Puncten) in 15 Puncten r schneiden. Von diesen 15 Puncten r 
liegen zunachst lOmal 6 in irgend einem Kegelschnitte K. Dio 15 Puncte r 
bestimmen, zu zweien, 75 neue Gerade, die sich in zwei Arten unter- 
scheiden, niimlich in 60 Gerade II, von welchen jede durch zwei seiche 
Puncte r geht, die zusammen von alien fiinf Fundamentalpunctcn a, b, 
d, e abhangen, und in 15 Gerade L, deren jede durch solohe zwei Puncte r 
bestimmt wird, die nur von jo vier der funf gegebenen Puncte abhangen; 
durch jeden Punct r gehen 8 Gerade II und 2 Gerade L. Die 15 Geraden 
L werden zu 6 und 6 von 10 Kegelschnitten Aj beruhrt, die. den vorigen 
10 Kegelschnitten K in gewissem Sinne beziehlich entsprechen. Die 
60 Geraden H schneiden einander, in bestimmter Ordnung paarweise ge- 
nommen, in 30 Puncten s, welche zu 6 und 6 auf 5 Geraden A, B, C, 
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D, E liegen; diese Geraden gehen beziehlich durch die 5 Fundamental- 
puncte a, b, c, d, e; die 6 Puncte s in jeder dieser fiinf Geraden bilden erne 
Involution etc.; die 30 Puncte s liegen zugleich in den ersten 10 Geraden 
G in jeder G liegen 3 Puncte s. Die 5 Geraden A, B, C, D, E schneiden 
einander in 10 neuen Puncten t. Yon den auf diese Weise bestimmten 
55 Puncten, namlich den 15r-(-30s+10t, liegen nun, unter anderen, 
120 mal 8 in irgend einem Kegelschnitte K, wobei die jedesmaligen 
8 Puncte zusammen von alien fiinf Fundamentalpuncten abhangen; und 
ferner liegen von denselben nocli 15mal 8 in irgend einem Kegelschnitte 
ifj , wo aber die jedesmaligen 8 Puncte nur von je vier Fundamental- 
puncten abhangen. “ 

Alan gelangt zu Eigensohaften, die diesen zur Seite stehen, wenn man 
von 5 gegebenen Geraden ausgeht. 

5. Zieht man zwischen 6 beliebigen Puncten eines Kegelschnittes 
die 15 Sehnen 8 und legt in denselben Puncten die 6 Tangenten T, so 
schneiden sich die 158, ausser in den gegebenen Pimcten, paarweise m 
45 Puncten s, und die 6T schneiden einander in 15 Puncten t, und end- 
lich schneiden die 158 und die 6 T einander, ausser in den gegebenen 
Puncten, in 60 Puncten r. Von diesen 120 Puncten, 45a+15*+60r, 
liegen unter anderen 900mal 8 in irgend einem Kegelschnitte K, wobei 
die jedesmaligen 8 Puncte zusammen von alien 6 gegebenen Puncten ab- 
hangen. Ausserdem liegen von den genannten Puncten auch noch 720 mal 8 
in irgend einem Kegelschnitte K 1 , wo aber jede 8 Puncte nur von je 5 
der gegebenen 6 Puncte abhangen; und ferner liegen von denselben noch 
45 mal 8 in irgend einem Kegelschnitte K„, wobei aber die jedesmaligen 
8 Puncte nur s und r sind und von nur je vier gegebenen Puncten ab- 
hangen. Im Ganzen liegen somit von den 120 Puncten 1665 mal 8 m 

einem Kegelschnitte. “ ^ „ . 

6. In eine gegebenc Ellipse E lasst sich eine Scha&r grosster Diei- 

ecke ABC einschreiben ; namlich jeder Punct der Ellipse ist Ecke ernes 
solchen Dreiecks; dieselben liaben gleichen Inhalt und ihre Schwerpuncte 
liegen im Mittelpuncte M der Ellipse E. . ^ _ 

Sind a, b die Halb-Axen und o die Excentricitat der Ellipse E, ist 
II der Schnittpunct der drei Hohen des Dreiecks ABC und N der Mittel- 
punct des ihm umschriebenen Kreises, so finden unter anderen folgende 
Eigensohaften statt: 

1) Der Ort des Mittelpunctes N ist eine andere Ellipse E u ahnlich 
der gegebenen E; die Axen beider fallen verwechselt auf einander, d. h. 
die grosse 2« r Axe und kleine 2b r Axe von JE, fallen beziehlich auf die 
kleine 2b -Axe und grosse 2a - Axe von E, und es ist 
c 2 , _ c 2 _ 

= 1 Eg-; b ' — 4» ’ 1 _ 4 ab 

■ * * 
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2) Ebenso ist der Ort des Hohenschnittpunctes IT eine dritte Ellipse 
E,„ ahnlich den beiden ersten und mit ihnen concentriscli, und zwar fallen 
ihre Axen 2 a a , 2 b % auf die gleichnamigen Axon der zweiten E x und in 
Riicksicht ihrer Grosse ist a,, = 2a 1 , b. i = 2b l , oder • 

c ‘ 2 _ c 2 , _ 

= "25"’ ~~ ~2 a"’ 6 ’ 2 — 2ab " 

3) Wird im Kreise N (der dem Dreieok ABC umschrieben) der- 
jenige Durchmesser PQ gezogen, welcher durch den Mittelpunct M der 
Ellipse E gelit, so wird derselbe von diesem Punct M in zwei solehe 
Absclmitte MP, MQ getheilt, deren Rechteck constant ist, namlicli es ist 
allemal 

PM.MQ = £(*’+**)• 


4) Der Radius r des Kreises N wird ein Maximum oder Minimum, 
wenn eine Ecke des Dreiecks ABC beziohlich in einem Scheitel der 


kleinen oder grossen Axe der Ellipse E liegt. Unter derselben I>e- 
dingung wird zugleich das Product der drei Seiten a, p, 7 des Dreiecks 
ABC bezielilich ein Maximum oder Minimum. Diese Maxima und 
Minima haben folgende Wertlie: 


Maximum r = 
Maximum a^- 


a 2 -f- 36 2 


4 b 
3]/3 


Minimum r 


3a a H-6 a 


a(a 2 -\- 36 s ); Minimum ap-y = 


4a 

31/3 




Berlin, im Juni 1845. 


Eigenschaft der Leitstrablen der 
Kegelsclmitte. 


Crelle’s Journal Band XXX. S. 337- 340. 




Ueber eine Eigenschaft der Leitstrahlen der 

Kegelschnitte. 

Es seien S, S x die Scheitel der Haupt-Axe und Fj F 1 die Brenn- 
puncte eines Kegelschnittes; es seien ferner P, P x z wei solche Puncte in 
der Axe, welche zu den Scheiteln S, S x harmonisch sind, und zwai liege 
S zwischen P und P x ; ferner liege P ausserhalb des Kegelschnittes , so 
dass aus ihm zwei Tangenten PT y PT X an diesen gehen, deren Beruhrungs- 
selme TT X die Axe ira Puncte P 1 trifft. Aus einem der Puncte P oder 
P x ziehe man eine beliebige Secante PAB (oder P X AB) durch den Kegel- 
schnitt, und nach den Schnittpuncten A, B ziehe man aus dem dem 
Scheitel S zuniichst liegenden Brennpuncte F die Leitstrahlen FA — a, 
j?J5 — p ? sowie endlich nach- dem Beruhrungspuncte T den Leitstrahl 
FT= t, so giebt es jedesmal zwei bestimmte constante Grossen r und k 
von der Beschaffenheit, dass immer 

(1) (a— r)((3— r) = (x— rf = k‘ i , • 

wie auch die Secante A.B ihre Richtung und dadurch die Strahlen a und p 
litre Grosse andern mogen, und gleiclviel ob die Secante durch P oder 
jp gehen. mag. Yerandert man aber die Lage der festen Pole P und P n 
so andern sich auch die Constanten r und k. 

Dem anderen Brennpuncte F 1 entspricht gleichzeitig die namliche 
Constante k, dagegen eine andere Constante r,, und wenn man die Leit- 
strahlen F 1 A = a 1 , F 1 B = $ l , F 1 T=x l zieht, so hat man, wie fur F, 

( a t— r i)(Pi — r i) — ( T i —r i y = k\ 

Aendern die conjugirten Pole P und P, ihre Lage, so bleibt entweder 
die Summe oder der TJnterschied der gleichzeitigen Grossen t und t 1 con- 
stant; niimlich diese Smnme oder dieser Unterschied ist stets der Haupt- 
Axe 2 a des Kegelschnittes gleich, also 
(2) = 2a. 

Bezeichnet man die Excentricitat des Kegelschnittes durch c, setzt 
die Tangente PT—t und den Winkel, welchen sie mit dem Leitstrahle 
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FT=X bildet, also den Winkel PTF=% so hat man 
C3 ). P = (a-ry-c>, 

k =x—r = -lt coscp. 

Dnter Umstanden kiinnen von den Griissen r, r„ a, (3, 

. •• . ,1 Txnll rlifts nebst einieren andei 


eiuzelne 


k lei lien Axe b um iKmi 
der die Ellipse all e m a i 


Enter Umstanden ltonnen von uou — — 'n w wu " v ' uu 
• lir y or zeichen andem. Ioh will dies nebst einigen anderen Besonder- 
, -ten bei den verschiedenen Kegelschnitten etwas naher andeuten. 

I Bei der Ellipse kann die Grosse r posit: v, negativ oder Null 
sei n ienachdem die Pole P nnd P, liogen Im letzten Fall, wo , = «>. 
wird die Grosse k der halben . ldeinen Axe b der Ellipse gleich, so da*. 

fur diesen Fall (1) 

( 5 ) • = e = 

Dies giebt den besonderen Sate: 

Bescbreibt man mit der halben 

Brennpunct F der Ellipse einen Kreis, ..... - 

in zwei reellen Puncten T uud T t schnoidet, ziebt die Sel.u, 
TT die der Haupt-Axe in 1\ begegnet nnd legt in T (oder 7,) 
an die Ellipse die Tangente TP, welche die Haupt-Axe in /■ 
trifft zieht ferner aus einem der Puncte P oder I \ , gloiclivirl 
aus welchem, eine villkurliohe Socauto AB dureh die Ellips. 
nnd nach ihren Schnittpuncten A und B aus deni Broun pun. ! 
F die Strahlen a und [3, so ist das Rechtcck unter diesen Strahles 
constant, und zwar gleich dcrn Quadrat fiber dev halben kleinn 

Axe “ 

Riicken nun, von dem genannten Zusta.nde ausgehend, die Pule / 
und P dem Scheitel S naher, so 1st r posltiv; entfornen sie «icli dag.-, 
von demselben, so wird r negativ und dam. verwandeln sicl. die ul.iv . 
Ausdriicke in folgende: 

(f) («•+-'/•)(? “i - '') ~ ( x 1 ’ r )" ~ k > 

(2) r—r — 2a, 

(3) • A* = («-+-»•)*— c\ 

^ . k = x-\-r — cos «p. 

Es sei M der Mittelpunct der Ellipse, und es werde A/P== /. u 
MP l = p 1 gesetzt, so findon ferner noclx folgende Relatlonen statt: 

» *1 ... *1 


( 6 ) 

CO 

( 8 ) 


c 

2 a 


= 2 a 


- a 


c 

p 2 a 

p^-\-a 2 _ 

* P ' 


2a 


V- 


a 


- (&±y&M- 6 ,a ) — ( [a 


* —Pi 
Pi 
€ 

Pi 

-rd:. Y(a—if 


0>— 2'«), 


«=p . 

la 


¥*'~ 


-a 


• az 


a 

L >„ 


(P 
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wo die unteren Zeichen in (7) und (8) den Werthen fur r x und p x ent- 
sprechen. 

II. Bei der Hyperbel sind die Grossen r und r l immer positiv und 
fur alle Lagen der Pole P und P l ist 
(2) ?\ — r = 2a. 

In Rucksicht der Strahlen a, p kommt es dagegen darauf an, ob die 
Schnittpuncte A und B der Secante AB im namlichen Zweige der Hyperbel 
liegen, oder nicht. Liegen sie im namlichen Zweige (der also B zum 
Scbeitel hat und den Brennpunct F umschliesst), so hat man, wie oben, 

(a — r)((3 — r) = (x — r) 2 = /c 3 

und 

(«! ^l)(Pl 

Dreht nun aber die Secante AB sich so um den festen Pol P oder P„ 
bis B sich in’s Unendliche entfernt und von da in den anderen Zweig 
hiniibergeht, so andert der Strahl p sein Zeichen, und damit wird nun 
gleichzeitig r>a, wahrend zuvor a >r war, so dass alsdann die Formel 
in folgende iibergeht: 

(r— a)(r+P) = (x— a r) 2 = F 

und 

(?—• «i)(n+Pi) = Oi— ' r i) 2 = ki - 

Die Grossen r undr, lassen. sich hier auf eigenthumliche Art construiren. 
Aus einem der Pole P oder P„ etwa aus P, ziehe man einer Asymptote 
parallel die Gerade PR, welche die Hyperbel in R trifft, und ziehe so- 
dann die Leitstrahlen FR, F X R, so sind diese die verlangten Grossen r 
und v\ . 

III. Bei der Parabel sind die Pole P und P, jedesmal gleich weit 
vom Scheitel S entfernt. Fur alle Lagen dieser Pole bleibt die Grosse r 
constant, und zwar ist sie stets der Entfernung des Brennpunctes vom 
Scheitel gleich, also ist r = FS = e. Die Grosse k ist jedesmal dem Ab- 
stande des Poles P oder P, vom Scheitel S gleich, also k — SP — SP, — d. 
Daher hat man 

(a-«)(P-«) = d\ 

d. h.: „Beschreibt man um den Brennpunct F der Parabel mit 
dem Abstande e.desselben vom Scheitel S einen Kreis, zieht 
sodann aus dem Brennpuncte nach irgend zwei Puncten A und 
B in der Parabel die Leitstrahlen FA und FB, welche vom 
Kreise in A, und P, geschnitten werden, und zieht endlich die 
Sehne AB, welche die Parabel-Axe in irgend einem Puncte Q 
(d. i. P oder PJ trifft, so ist allemal das Rechteck unter den- 
jenigen Abschnitten der 'Strahlen, welche zwischen dem Kreise 
und der Parabel liegen, gleich dem Quadrat fiber dem Ab- 
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schnitte der Axe, welcher zwischen ihrem Scheitel und ib-m 
Puncte Q enthalten ist, also AA i .BB 1 — SQ\“ 

Daraus scliliesst man weiter den folgenden Satz: 

„Schneiden eine beliebige Sehne AB und die Tangenten U 
ilrren Endpuncten A und B die Parabel-Axe beziehlich in u 
A B 0 , und trifft das aus dem gegenseitigen Schnittpunctc <i ; 
Tangenten auf die Axe gefallte Perpendikel dieselbe in R, 
ist allemal 

SA t .SB a = , SQ' = SR a . 

Berlin, ini April 1845. 


Geometrische Lelirsatze und Aufgaben. 


Crelle’s Journal Band XXXI. S. 90-92. 





Geometriseke Lehrsatze und Anfgaben. 

1. Lekrsatz. 

Wird eiae gegebene Flache F zweiter Ordnung auf ein 
rechtwiakliges Coordiaatea-System XYZ bezogea, dessea Aa- 
faagspuact A beliebig liegt, so entstehea ia jeder Axe X, Y, Z 
zwei Abschaitte, voa A bis zu dea Schuittpuactea mit F ge- 
aommea, die bezieblicli durch a uad y uad y„ 2 uad 2, be- 
zeichuet werdea sollea, aad feraer drei Abschaitte oder Sehaea 
zwischea dea Schaittpuactea, die a, % T heissea aiogea. Wird 
das rechtwiaklige Coordiaatea-System uai dea aamlichea festea 
Aafaagspuact A auf beliebige Art herumbewegt, so bleibt der 
Ausdruck 

AW, ^ i/y] sV, 

constant.^ 

Fur die Craven zweiter Ordnung findet ein analoger Satz statt. 


2. Lehrsatz. 

„ Schaeidea sich die drei Diagoaalea eiaes Polyeders Voa 
octagdrischer Form ia eiaem Puacte D uad uater rechtea Wia- 
kela, so liegea die Fusspuacte dor aus jeaem Puacte D auf 
die Seiteaflachea gefalltea Perpeadikel allemal alle acht ia 
irgead eiuer Kugelflache.“ Oder: . 

„Werdea ia jeder voa drei sich ia demselbea Puacte. D 
rechtwiaklig schaeideadea Geradea A, B, C zwei beliebige 
Puacte a uad a, h uad p, e uad y aageaommea, gleichviel ob 
die Puacte eiaes jedea Paares auf gleichea oder auf eatgegea- 
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gesetzten Seiten von D liegen, so bestimmen diese Puncte, xu 
3 nnd 3, acht Ebenen 

ab*(, bca , 6oq, cap, afc, affy, 

und sodann liegen die Fusspuncte der aus dem Puncte D auf 
diese acht Ebenen gefallten Perpendikel in irgend einer Kugob 
flache, nnd zugleich liegen zwolf mal vier derselben in einer 
Ebene und somit in einem Kreise.“ 

In der Ebene hat man den einfacheren Satz: 

„ Schnei den sich die Diagonalen einos Yierecks rechtwinklig, 
so liegen die Fusspuncte der aus ihrem Schnittpuncte D auf dir 
vier Seiten gefallten Perpendikel in einem Kreise." (Dabei kaun 
das Yiereck convex, concav oder liberschlagen sein.) 


3. Lehrsatz. 

Vier belie bige Puncte A, B, C, D in einer Ebene bestimmen, zu 
drei genommen, vier Dreiecke; durch die Mitten der Seiten jedea Dr 
ecks lege man einen Kreis m, so schneiden sich diese vier Kreise m 
einem und demselben Puncte P Ferner: die drei Paare von dorado n J, : 
und CD, AC und BD, AD und BC schneiden sich beziehlich in d. 
Puncten b, c, d, und der durch diese Puncte gelegte Kreis p geht ebrr 
falls durch jenen Punct P. 

Und ferner: sind jD 15 C x , P 15 A l beziehlich die Puncte, in welch 
sich die in den Dreiecken ABC, ABD, A CD, BCD aus den Eckon a , 
die Gegenseiten gefallten Perpendikel schneiden, so hat der mini! b 
Punct P dieselbe Eigenschaft in Rucksicht dieser vier notion Puncte, d ; 
die vier auf gleiche Weise bestimmten Kreise m x nebst dem Krei.se 
(der durch die analogen Puncte b l7 c x , d x geht) schneiden sich alb* 
dem namlichen vorigen Puncte P. Ebenso hat dieser mtmliche Punct 
dieselbe Eigenschaft fur die vier neuen Puncte P 2 , 6 2 , D a , in web . 
die Hohen der vier Dreiecke D l C\B l , D l C l A x , D l B 1 A i , C\B l A l -i 
schneiden; u. s. w. f., in’s Unendliche. 

'Liegen insbesondere die vier urspriinglichen Puncte A, B, C\ /> 
einem Kreise M, so liegen die vier Puncte A iy P 1? C n D { in eb, 
gleichen Kreise M X1 und noch mehr, so sind die zwei Viereckc A l**' 
und A 1 B l G 1 D 1 symmetrisch gleich und haben den genaimten Punct 
zum Symmetralpunct (inneren Aehnlichkeitspunct), so dass die vier U • 
den AA V BB„ CC X , DD X alle durch diesen Punct P * gchen und di,.*- 
ihn gehalftet werden; ebenso die Geraden bb t , cc n dd x , MA/ n pp, n 
den vier Geraden mm x . Die acht Kreise, die vier m und die vier 
sind alle einander gleich; ihre acht Mittelpuncte liegen in einem it;.: 
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gleichen Kreise um den Punct P; und dieser Kreis P hat nut dem 
Kreise M den Punct M, und mit dem Kreise M i den Punct M zum 
ausseren Aehnlichkeitspunct. Die vier Mittelpuncte m (sowie die vier 
sind die Ecken eines Yierecks, welches dem Yiereclc ABCD (oder 
ahnlich ist; die entsprechenden Dimensionen verhalten sich wie \:L Die 
Kreise u und p., heriihren einander in P u. s. w. — Die Puncte A 2 , s , 
C. D fallen beziehlich mit . den Puncten A, B, C, D zusammen, d. 1 . 
letztere sind selbst die Schnittpuncte der Hohen der vier Dreiecke AC B y 
D C A , D B l A 1 , G l B 1 A l , so dass also in diesem besonderen Falle kem 
soldier' unendlicher Fortgang stattfindet, wie oben, vielmehr den zweimal 
vier Puncten A, B, C, D und D,, C\, B„ A, die Reciprocitat zukomm , 
dass die vier Puncte jeder Abtheilung die Schnittpuncte der Hohen der 
durch die andere Abtheilung bestimmten vier Dreiecke sind. 

Lieoeii die vier Puncte A, B, C, D beliebig, so findet ferner noch 
folo - ende° Eigenschaft statt. Zieht man aus jedem Puncte Strahlen nach 
den drei iibrigen und legt durch die Mitten dieser Strahlen emeu Kreis n, 
so schneiden sich die auf diese Weise erhaltenen vier Kreise n ebenfalls 

in einein und demselben Puncte Q. U. s. w. T t o on 

Hierdurch wird ein fruherer Satz in Crelle s Journal (Bd. li. S. J , 

Satz 9) *) erweitert. 

Berlin, ini Marz 1845. 


4. Aufgabe. 

FoKende zwei Sa.tze werden allgemein als walir anerkannt: 

I. 0 „Dass neun beliebige Ebenen allemal wenigstens von 
einer Fl’ache zweiter Ordnung beriihrt werden. “ 

II Dass der Ort der Sclioitel aller rechtwinkligen, drei- 
flachigen Korperwinkel, welche einer Flache zweiter Ord- 
nung umschrieben sind, eine mit dieser Flache concentrische 
Kugelflaclie ist, die bei den Tarabolo'iden m eine Ebene ubei- 

Nun denke man sich ein rechtwinkliges Parallelepipedon (oder auch 
nur einen Wiirfel) P und nebstdem durch einen beliebigen Punct D drei 
zu einander rechtwinldige Ebenen. Alsdann miissen die sechs Seiten- 
flachen von P sammt den drei Ebenen durch D von lrgend emer Flache 
F zweiter Ordnung beriihrt werden (I); und demzufolge miissten dann 
die acht Ecken E von P nebst dem Puncte D - als Scheitel recht- 
winkliger dreiflachiger Korperwinkel, die der Flache F umschrieben sind 
— alle neun in einer Kugelflache liegen (II). Die acht Ecken E liegen 
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in der That immer in einer Kugel und bestimmen sie; da aber der Punot 
D beliebig ist, so liegt er im Allgemeinen nicht in derselben, so dass 
also die neun Scbeitel, 8 E und D, zusammen weder in einer Kugel nocli 
in einer Ebene liegen, was offenbar gegen den Satz (II) streitet. Wie 
ist dieses Paradoxon zu erklaren? 

Es ist zu zeigen, dass dieser Widerspruch nur scheinbar ist und dass 
er die allgemeine Giiltiglceit der beiden obigen Satze nicht aufhebt. 
Berlin, irn April 1845. 



IJeber Lehrsatze, von welcken die bekannten 
Satze iiber parallele Curven besondere Falle sind. 

Cre lie’s Journal Band XXXII. S. 75 — 79. 

(Auszug aus einer am 26. Marz in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
gehaltenen Vorlesung.) 




Ueber Lebrsatze, von welchen die bekannten 
Satze liber parallele Cnrven besondere Ealle sind. 

Es seien in einer Ebene zwei beliebige Curven A, B gegeben; 2t, S3 
seien zwei parallele Tangenten derselben und a, b deren Beruhrungspuncte. 
Man lasse die Tangenten auf den Curven glcichzeitig so rollen, dass sie 
in iedem Augenblicke parallel sind, bezeichne sie in irgend einer Endlage 
durch 21, 23, und die Beruhrungspuncte durch a„ b, und nenne die von 
den Beriilirungspuncten a, b durchlaufenen (oder von den Tangenten uber- 
rollten) Bogen aa„ bb\ entsprechende Bogen, sowie je ein Paar gleich- 
zeitige Beruhrungspuncte a, b entsprechende Puncte dieser Bogen. 

Aus einem in der Ebene beliebig angenommenen Pole P ziehe man 
nach iedem Puncte b des Bogons bb , den Strahl Pb und aus dem b ent- 
sprechenden Puncte a des anderen Bogens aa, auf dessen concaver beite 
den Strahl ac parallel Pb und nehme ac = Pb, so ist der Ort des End- 
punctes e des letzteren Strahles irgend ein bestimmter dritter Curvenbogen 
ce , dessen Puncte c mit den Puncten a, b der Bogen aa u bb, m be- 
stimmte Correspondenz treten. Dieser Bogen cc,.bleibt stets sici 
selbst congruent und gleichliegend, es mag der Pol I in der 
Ebene angenommen werden, wo man will; so dass er aus jeder 
anderen Lage, die einem Pole $ entspricht, in die vorige durch erne 
bloss geradlinige Bewegung ohne Drchung iibergehen kann mdem jeder 
Punct in ihm eine Gerade beschreibt, welche parallel und gleich ipi ist. 

Zieht man umgekehrt aus einem beliebigen Pol P nach jodem Puncte a 
des Bogens aa, einen Strahl Pa und aus 'dem « entsprechenden Puncte b 
in bb den Strahl b-( parallel und gleich Pa, so ist dor Ort des Endpunctes 
v -wiederum ein solcher Curvenbogen welcher mit dem vongen cc 
congruent ist, aber gegen diesen symmetrisch liegt, so dass er erst mit 
i hm gleichliegend wird, wenn man ilm in seiner Ebene erne Drehung 
von 180° machen lasst. 



364 


Geometrische Lehrsatze. 


Der Bogen cc x wird ferner auch noch auf folgende dritte Art erzeugt. 
Verbindet man jedes Paar entsprechender Puncte a, b der Bogen aa x ,bl { 
durch eine Gerade ah und zieht aus irgend einem Pol P den Strahl PC 
parallel und gleich ab , so ist der Ort seines Endpunctes C abermals ein 
solcher Curvenbogen CC ir der mit dem Bogen cc\ congruent ist unci mit 
ihm gleidi oder symmetriscli liegt, jenachdem der Strahl PC aus P 
nach der einen oder nach der entgegengesetzten Richtung gezogen wird. 
Der Bogen CC 1 bleibt sich selbst gleich und gleichliegend , walirend die 
Bogen aa l und bb l ihre gegenseitige Lage durch blosse Verschiobung, 
ohne Drehung, beliebig andern. 

Der auf diese drei verschiedenen Arten erzeugte Bogen cc x hat in 
Bezug auf die Bogen aa x und bb x die doppehe Eigenschaft: 1) „ class 
seine Tangente (5 in jedem Puncte c deri Tangenten SI, 58 der 
Bogen aa x , bb x in den correspondirenden Puncten a, b parallel 
ist;“ und 2) „dass er in Riicksicht seiner Lange dem Unter- 
schiede der Bogen aa 1 und bb x gleich ist.“ 

Wird bei der obigen ersten Construction aus dem Puncte a statt des 
Strahles ac in entgegengesetzter Richtung ein Strahl ad auf der con- 
vexen Seite des Bogens aa x dem Strahle Pb parallel gezogen und ad 
gleich Pb genommen, so beschreibt auch der Endpunct d einen Curven-* 
bogen dd x , dessen Tangente © in jedem Puncte d stets den Tangenten 
21, 35 der Bogen aa x , bb x in den correspondirenden Puncten a, b parallel 
ist, und welcher mit sich selbst congruent bleibt, der auf die Curve hb 
bezogene Pol P mag liegen, wo man will; seine Lange aber ist der 
S umine der Bogen aa x mid bb x gleich. Man hat also 

(I) cc x = aa L — bb x (oder cc x — bb x - — aa x ), 

(II) dd x = aa x - J rbb x ; 

und daraus weiter: 

(III) 2 aa x = dd x — (— cc x , 

(IV) 2 bb x — dd x — cc x . 

Zwischen den Flachenraumen des Sectors Pbb x und der beiclen ge- 
mischtlinigen Vierecke aa x c x c, aa x d x d (wovon das erste die Grcnzsirahlun 
ac, a x c x und die Bogen aa v cc x und das andero die Grenzstrahlon ad, 
a x d x und die Bogen aa x , dd x zu Seiten hat) fmciet die Relation statt! 
dass die Differenz der Vierecke dem doppelten Sector gleich ist, also 

(V) • aa x d x d — aa x c x c — 2 Pbb x . 

' Zwischen clen Curven bb x und cc x finclot die Reciprocitat statt, dass 
wenn man fur einen Augenblick statt der bb x die cc x als gegeben annimmt 
und nach der obigen ersten Construction verfahrt, alsdaim eine der Curve 
bb x gleiche und gleichliegende resultirt; d. h. wenn man aus einem be- 
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liebigen Pol P nach jedem Puncte c in cc 1 den Strahl Pc nnd ans dem 
entsprechenden Puncte a in aa, den Strahl «p nnt lhm parallel zieht 
und a[i = Pc nimm t, so ist der Ort des Endpunctes |3 ein dem Bogen 
bb, gleicher und mit ihm gleichliegender Curvenbogen pp r 

Zieht man zwischen je zwei Entsprechenden Puncten a, b dei ge- 
gebenen Curven aa i , bb 1 die Gerade ab, so ist der Oit ihrer Mitte o ein 
dem oben beschriebenen Bogen dd, ahnlicher mid iLhnlichliegender Bogen 
SBj, dessen Dimensionen sich zu denen von dd, wie 1 : 2 verhalten. Der 
Bogen 68 , bleibt sich selbst congruent, wahrend aa, und bb, ihre gegen- 
seitige Lage durch blosse parallele Yerschiebung ohne Drehung beliebig 
andern. Wird aber der Bogen bb , in der Ebene urn 180° gedreht, und 
werden sodann wieder die namlichen entsprechenden Puncte a und b durch 
die Gerade ab verbunden, so ist der Ort ihrer Mitte 7 jetzt ein dem 
Bogen cc 1 ahnlicher Bogen 77 , , der sich auch zu cc, wie 1 : 2 veihalt. 
Zieht man ferner zwischen den entsprechenden Puncten b, c der Bogen 
bb„ cc, die Gerade be, so ist der Ort ihrer Mitte a ein dem aa, ahn- 
licher und ahnlichliegender Bogen aa,, der sich zu ihm • ebenfalls wie 1:2 
verhiilt. 

In Rucksicht der vier Curven a.a„ bb„ cc„ dd, mag noch hemerkt 
werden, was leicht zu sehen ist, dass sowohl ihr.e Evoluten als auch 
ihre Evolventen unter sich die namliche Beziehung haben, wie 
jene Curven selbst. 

Besonderer Fall. Ist insbesondere die eine gegebene Curve bb , 
ein Kreisbogen, und wird der Pol P in dessen Mittelpunct angenommon, 
so werden die'beiden Curven cc, und dd, der anderen gegebenen Curve 
aa t parallel, und alsdann entlialten die obigen Formeln (I) und (II) den 
einen von den zwei bokannten Satzen uber parallele Curven. Dei andeie 
Satz bezielit sich auf den Inhalt der oben genannten Vierecke aa,c,c und 
aa d d; er folgt aus dem ersten und aus dem Umstande, dass hier die 
Strahlen Pb = ac = ad eine constante Lange haben, niimlicli dem Radius r 
des Kreises gleich sind; denn hierdurch wird der Sector Pbb, = %r.bb„ 
und fur die Vierecke hat man 

(aa,c,c — r.aa , — ^ r.bb , = r.cc,-\-\r.bb„ , 

• ^ \aa,d,d = r.aa,-^\rM,=r.dd,—\r.bb„ 

was den zweiten Satz ausdriickt. 

V^ird dagegen der Pol P in der Phene des Kreises bb l beliebig an- 
genoromen, so bleiben zwar die Curven cc x und dd x zufolge des Obigen 
sich selbst congruent, aber sie sind nicht mehr der Curve nn 1 parallel; 
jedoch konnen sie durch Verschiebung immer mit dieser in 
parallele Lage gebracht werden. 
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Bemerkung. 

In Bezug auf krumme Oberflachen finden analoge Constructionen und 
zum Theil aucli analoge Satze statt. Folgende kurze Andeutung claruber 
mag hier geniigen. 

Denkt man sich zwei beliebige krumme Oberflachen A und B in 
fester Lage nnd an denselben irgend zwei parallele Beriihrungs-Ebenen. 91 
und 35, nennt diese letzteren entsprechende Beriihrungs-Ebenen, 
sowie ihre Beriihrungspuncte a und b entsprechende Puncte dor 
Flachen; denkt sich ferner auf diesen Flachen A und B zwei solclie be- 
grenzte Flachentheile A 1 und B x , welche liberal], bis in ihre Grenzlinien, 
entsprechende Puncte enthalten, und zieht sodann aus einem im Raume 
beliebig gewahlten Pole P nach jedem Puncte b des Fliiclientheil.es B 
den Strahl Pb und aus dem entsprechenden Puncte a des anderen Flachen- 
theiles A x nrit ihm parallel den Strahl ac, und nimmt ac — Pb , so ist 
der Ort des Endpunctes' c eine bestimmte dritte Flache C \ , deren Be- 
riihrungs-Ebene £ im Puncte c den Beriihrungs-Ebenen 91 und 33 der 
Flachen A x und B x in den correspondirenden Puncten a und b parallel 
ist. Die Fliiche G x bleibt sich sclbst congruent und gleichliegend, es mag 
der auf die Flache B x bezogene Pol P angenommen werden, wo man 
will. — Wird aus dem Puncte a der Flache A x statt des Stralilos ac 
ein Strahl ad nach gerade entgegengesetzter Richtimg gezogen , also aucli 
parallel Pb, und wird ebenso ad = Pb genommen, so ist der Ort des 
Endpunctes d in gleicher Weise eine bestimmte vierte Flache I ) l , deren 
Beriihrungs-Ebenen denen von A x und B x in den entsprechenden Puncten 
parallel sind, und welche sich selbst congruent und gleichliegend bleibt, 
wahrend der Pol P seine Lage beliebig an der t. Zwischen den vier Flachen 
findet nnter anderen die folgende Relation statt: 

(VII) c x A-D x = 2A x +2B. r 

Ist die Flache B insbesondere eine Kugelflache und wird ihr Mittol- 
punct zum Pol P gewahlt, so werden die Flachen C\ und I) x der anderen 
gegebenen Flache A x (sowie aucli unter sich) parallel, Demi die Strahl en 
ac und ad sind dann auf der Flache A x normal und haben constants 
Langen, indem sie alle clem Radius Pb — r der Kugel B gleich sind. 
Diejenigen Strahlen ac und ad, oder cad, welche durcli die Grenzlinie 
des Flachentheiles A x gehen (d. h. die Normalen der’ Flache A t fangs 
ihrer Grenzlinie), liegen in einer krummen Flache M, welche mit den 
Flachen G x und D x zusammen einen bestimmten Korper K begrenzt. Kiir 
das Yolumen dieses Korpers hat man folgendon Ausdmck: 

(VIII) K=,}r(C x +D x + 44,) = f <3-4, +5,). 
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In derselben Yorlesung wurden femer die folgenden Aufgaben be- 

liandelt: . . rr , 

„Zu zwei in derselben Ebene gegebenen beliebigen Kegel- 
schnitten A und B denjenigen dritten Kegelschnitt C zu linden, 
in Bezug auf welchen sie einander polar entsprechen, d. h. jeder 

die Polar-Figur des anderen ist.“ 

Es wurde gezeigt, dass es im Allgemeinen vier solche Kegelschmtte. O 
giebt, von denen jeder der Forderung der Aufgabe geniigt, und dass cbe- 
selben aucb unter sicb eine merkwurdige Beziehung haben, wonach jeder 
von jedem anderen auf eigenthiimliclie Weise abhangt und dadurch be- 
stimmt wird. — Fur die spharischen Kegelschnitte findet a, lies in gleicher 
Weise statt. — Audi die analoge Aufgabe fiber Fliichen zweiter Ordnung 
gestattet ahnlidie Beliandlung; sie lasst i.m Allgemeinen 8 Auflosungen zu, 
und die 8 Flachen, welclie der Aufgabe geniigen, haben ebensolche gegen- 
seitige Beziehung, dass jede duroh jede andere auf eigenthumliche Weise 
bestimmt wird. 

Berlin, im Marz 1846. 
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(Auszug aus einer am 27. November 1845 in der Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin gehaltenen Vorlesung.) 
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Geometrisehe Lelirsatze. 

1. „Eine Curve dritter Ordnung enthalt im Allgemeinen 
27 solclie Puncte P, in deren jedem sie von einem Kegelsclmitte 
sechspunctig beriihrt werden kann. Yon diesen 27 Puncten sind 
9 reell und 18 imaginar. Die Gleichung vom 27 8te " Grade, durch 
welche die 27 Puncte P bestimmt werden, ist immer algebraisch 
aufzuldsen, was fur die Algebra selbst von Interesse ist.“ 

Von den 27 Puncten P liegen 108 mal drei in einer Geraden, und 
diese 108 Geraden baben wiederum eigenthiimliche Beziehungen, sowohl 
unter sich, als zu anderen von der Curve abhiingigen ausgezeichneten 
Geraden und Puncten. So z. B. liegen von den 9 reellen Puncten P neun- 
mal drei in einer Geraden, und von diesen 9 Geraden schneiden sicli be- 
stimmte 3, die sicli wesentlich von don 6 iibrigen unterscheiden, in dem- 
selben Puncte Q. Solcher Puncte Q giebt es im Ganzen 12, wofern a, lie 
27 Puncte P in Betracht gezogen werden, und diese 12 Puncte Q haben 
nebstdem noch andere merkwiirdige Beziehungen zu der Curve; etc. etc. 

2. Werden in einer Curve dritter Ordnung zwei beliebige Puncte P 
und Q als fest angenommen, wird ferner in derselben ein willkurlicher 
Punct A angenommen und die Gerade PA gezogen, welche der Curve 
zum dritten Male in einem Puncte B begegnet, wird soda, mi weiter die 
Gerade QB gezogen, welche die Curve zum dritten Male in einem Puncte 
G schneidet, wird ferner die Gerade PC gezogen, welche die Curve in 
einem neuen Puncte D trifft, und werden so weiter die Geraden QDE, 
PEF, QFG-, . . . gezogen, welche nach der Reihe in der Curve die neuen 
Puncte E, F, G, ... bestimmen, so entsteht, ein der Curve eingeschriebenes 
Polygon ABCJ) EFG . . . , dessen Seiten der Reihe nach abwechselnd durch 
die festen Fundamentalpuncte P und Q gelien, und welches entweder 
1) sich nicht schliesst, wie lange auch die Construction fortgesetzt 
werden mag, oder 2) sich schliesst und dann eine gerade Zahl 2 n von 
Seiten hat. Im letzteren Falle findet folgender Satz statt: 
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Wenn das Polygon sich schliesst, so scliliesst es sicli 
immer und hat stets die namliche Seitenzahl 2 n, man mag die 
erste Eelte A desselben in der Curve annehmen, wo man will." 

Zieht man die Gerade PQ, welche die Curve in einem dritten Punctc 
R sclmeidet, legt aus R eine Tangente an die Curve und nennt den Be- 
riihrungspunct S, so hat man folgenden Satz. 

Wenn den Fundamentalpuncten P und Q ein geschlossenes 
Polygon von 2 n Seiten entspricht, so entspriclit sowohl den 
Puncten P und S, als den Puncten Q und S, als Fundamental- 
puncten, ein Polygon von 4 n Seiten." 

Kennt man also zwei Fundamentalpuncte P und Q, denen ein ge- 
schlossenes Polygon von 2 n Seiten entspricht, so ist es hiernach lcioht, 
zwei solche Eundamentalpuncte (P und S oder Q und S) zu erlialten. 
denen ein Polygon von doppelter Seitenzahl 4 n entspricht; und auch uin- 
gekehrt. 

In einer gegebenen Curve drifter Ordnung giebt es immer unendlich 
viele Paare Fundamentalpuncte P und Q, denen ein geschlossenes Polygon 
von vorgeschriebener gerader Seitenzahl entspricht. Man Icann sogar den 
einen Punct willhiirlich annehmen, wahrend danu der andere noch in 
mehrfachen Lagen der Forderung geniigen kann. 

Solche Punctepaare, denen geschlossene Polygone entspreclien, werden 
durch den Satz selbst naher bestimmt und sind fur die einfacheren Poly- 
gone an folgenden Merkmalen zu erkennen. 

a ) Soil das Polygon ein Viereck sein, so miissen die Tangenten in 
P und Q einander in irgend einem Punctc T auf der Curve treffen. In 
diesem besonderen Falle ist es also leieht, geeignete Fundamentalpuncte 
P und Q zu finden. Auch folgt daraus, dass, wenn P in der Curve he- 
liebig angenommen wird, dann Q in drei verschiedenen Lagen der Ford.-- 
rung geniigen kann. Ferner folgt daraus, wie Fundamentalpuncte P und 
S zu finden sind, denen ein geschlossenes Achteck entspricht, und dass. 
wenn P gegeben ist, dann S im Allgcmeinen in 12 verschiedenen Lagen 
der Forderung geniigen kann; etc. 

b) Soil das Polygon ein Sechseck sein, so miissen, wenn die Tan 
genten in P und Q die Curve beziehlicli in I\ und Q, schneiden, di- 
Geraden PQ, und QP, einander in irgend einem Punctc T auf der Cun 
schneiden. — Hier tritt der besondere Umstand ein, dass sowohl V uml 
als Q und T ebenfalls Fundamentalpuncte fur das Sechseck sind. lie 
sclmeidet die Tangente in T die Curve im Puncte 1 ] , so geniigen am i 
je zwei der drei Puncte P„ Q,, T t zu gleichem Zwceke ; u. s. w. — 1 
diesem Falle geniigen insbesondere auch je zwei Wcndungspuncte d» 
Curve als Fundamentalpuncte. Zudem sind durch Hiilfc der Wenduii«- 
puncte alle Paare Fundamentalpuncte fur das Sechseck leieht zu 1- 
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stimmen. Sind U und V zwei Wendungspuncte, ist X ein willkmlicher 
anderer Punct dev Curve, und zielit man die Geraden XU und XV, so 
sind ihre dritten Schnittpuncte mit der Curve allemal ein Paar t unda- 
mentalpuncte P und Q, denen ein Sechseck entspricht. Man schliesst 
Meraus, dass, wenn der eine Fundamentalpunct P beliebxg angenoimnen 
wii-d, dann der andere Q in 8 verschiedenen Lagen der Forderung ge- 
niigen kann; ist P reell, so sind von den 8 Puncten Q nur 2 reell, 6 lma- 

ginax et^n ^ polyg()n ein Zehnec k se in, so miissen P und Q solcke 
Lage haben, dass, wenn die Tangenten in denselben die Curve in P und 
Q schneiden, ferner die Geraden PQ, und QP, der Curve mP ml Q, 
begegnen, weiter die Geraden PQ, und QP., dieselbe m P 3 und Q, tiet on, 
dass dann endlich die Geraden PQ, und QP, die Curve mi namhchen 

Puncte T schneiden. . , . p , n 

3 Hat eine Curve vierter Ordnung zwei Doppelpuncte 1 Q, 

» ton sicli ihr in gl.ich.t Weis. Polygene ABCDEF .mschmb.n 
deren Seiten at.wechs.lnd dutch jene festen Pond* P und Q geken, und 
es finclet dasselbe Gesetz statt: 

Dass, wenn das Polygon sicli schliesst, es sick dann nnmer 
schliesst und dabei stets die namliche gerade Seitenzahl 
hat, man mag die erste Ecke A desselben in der Curve an- 

nehmen, wo man will/ Etc. . , 

Berner kung. Die vorstehenden Siitze (2 und 3) linden in analoger 
Weis© statt, wenn die Seiten des Polygons Kegelschnitte sind (anstatt 
Gerade)-, niimlich wenn man in der gegcbenen Curve drei beliebige leste 
Puncte X, Y, Z annimmt, durch dieselben und abwechselnd durch I und 
Q Kegelschnitte legt und mittelst solcher Kegelschnitte das der Curve 
eingesckriebene Polygon construirt. Etc. 
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Satze liber Curven zweiter vmd dritter Ordnung. 

1. „Durch jeden Punct D einer Ellipse gelien drei Krummungskreise 
der letzteren, welche sie in irgend drei anderen Puncten A, B, C osculiren; 
und jedesmal liegen die vier Puncte A, B, C, D in einem Kreise.“ Dieser 
Satz ist gewissermassen ein besonderer Fall von dem folgenden Satze. 

2. I. Werden in einer Curve dritter Ordnung drei beliebige Puncte 
A, B, C angenommen, so gehen durcli dieselben im Allgemeinen 9 Kegel- 
schnitte K, wovon jeder die Curve in irgend einem anderen Puncte osculirt; 
von diesen 9 Osculationspuncten sind im Allgemeinen drei reell und sechs 
imaginar, demgemiiss sie durcli B R und 6 1 bezeichnct werden mogen; 
Diesem entsprechend sind aucli von den 9 Kegelsclmitten AT diei leell und 
sechs imaginar. 

Von den 9 Osculationspuncten, BJK+6/, liegen 12mal 3 mit den 
drei Puncten A, B, C zusammen in einem Kegelsclmitte AT,; von diesen 
12 Kegelschnitten sind 4 reell und 8 imaginar; nach einei gewissen 
Beziehung gruppiren sie sich zu 3 und 3 in vier Systeme, wovon jedes 
einen reellen und zwei imaginare AT, enthalt, und wobei die 3 AT, jedes 
Systems zusammen durcli alle 9 Puncte R und I gelien, so dass keiner 
von diesen in zwei von jenen liegt; bei dem einen System geht der reelle 
A, durch die 3 R, und die 6/ liegen, zu 3 und 3, in den zwei imaginaren 
K t ; bei den drei anderen Systemen gehen die reellen AT, einzeln durch 
die Puncte 3 R und durch 2 und 2 der Puncte 6 1. Durch jeden der 
9 Puncte R, I gehen vier Kegelsclmitte A", *). 

*) Es finden noch weitere Eigenschaften statt; z. B.: Die 9 Kegelsclmitte K grup- 
piren sich zu drei in 12 Systeme, entsprechend dem Dmstande, wie ihre Osculations- 
puncte R, I zu drei und drei in den- 12 Kegelschnitten K t liegen. Die 3 K jedes 
Systems schneiden einander (ausser in A, B , C) paarweise in 3 Puncten A, so dass 
12mal 3X oder im Ganzen 36 A entstehen. Die 12 A, wurden oben, zu 3 und 3, in 
vier Systeme geordnet; die SZsT, jedes Systems schneiden einander ebenso paarweise in 
3 Puncten Y, was im Ganzen 12 Puncte Y giebt. Nun lassen sich ferner diu-ch jeden 
der 9 Puncte R, I und durch die 3 Puncte A, B, G drei neue Kegelsclmitte L legen, 
von denen jeder die Curve C, in irgend einem anderen Puncte Z beruhrt (was zu- 
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TL Durch die beliebig angenommenen 3 Punctc A, B, C sind die 
9 Puncte R ) I bestimmt; auch sind durch jeden der letzteren die 8 ubrigen, 
aber nicht jene drei bestimmt. Namlich von den drei Puncton A, B, C 
konnen zwei oder alle drei ihre Lage gleichzeitig andern, wiihrend die 
9 Puncte R, I test bleiben; andert dagegen bloss einer von jonen seine 
Lage, so andern sich auch die letzteren alle. Folgeude Angaben werden 
dies ldarer und iibersichtlicher machen. Der Einfaeliheit wogen wollen 
wir uns dabei zunachst bloss auf die reellen Puncte 31? beschranken und 
sie zu diesem Zwecke durch R , S, T bezeichnen. 

Man ziehe die Gerade BC, die der Curve in einem dritten Puncte D 
begegnet, und lasse dieselbe sich uni diesen festen Punct 1) herumbe- 
wegen, wobei also die zwei anderen Schnittpuncte By C in jedem Momente 
sich andern und in neue Schnitte jB 05 C { ubcrgehen, dann entsprechen den 
drei Puncten A , B 0 , C x immer die namlichen Puncte /?, S, 1\ d. h. es 
gehen durch A, J5 0 , C[ wiederum drei Kegelsclinitte K, welche die Curve 
beziehlich in den Puncten R, S, T osculiren; und immer Iiegen die 6 Puncte 
A , B 01 C n Ry S y T in einem Kegelsclinitte K r Ebenso kaim man nun 
waiter die Gerade • AB 0 ziehen und sie urn ihren dritteu Schnittpunct E 
mit der Curve lierumbewegen, wodurch man statt A, B {) neue Schnitte 
A v B k erhalt, und wo alsdann dem System der drei Puncte A„ C\ 
die namlichen Puncte R, S, T in gleichem. Sinne entsprechen wie dem 
ursprunglichen System A, By C. 

Man sioht hieraus, dass man, urn ein ncues System von drei Puncten 
A X y B { , C\ zu liaben, welchem die Puncte R y S 7 T in gleichem Sinne 
entsprechen wie den gegebenen Puncten A y By Cy zwei derselben, ctwa 
J und B 1 , auf der Curve willkurlieh amiehmen und clazu den dritten (\ 
leicht bestimmen kann. 

Alle cliese Systeme A, B, C; A n B n 6',; etc., demon die namlichen 
Puncte Ry Sy T entsprechen, lassen sich auch, wie folgt, bestimmen und 
in ihrer Totalitat iibersehen. 

1) Zieht man aus Ay By C (oder A n B n 6[) durch einen der Puncte 
Ry ‘Sy Ty etwa durch Ry Gerade AR y BR ? CR 7 so treffbu cliese die Curve 
zum dritten Mai in solchen Puncten a, p, y, welche in einer Genubn G 

sammen 27 Kegelschnitte L und 27 Puncte Z giebt), und daim Iiegen die jedcmtligeu 
o Puncte Z wiederum mit A, J5, G zusainmen in einem Kegelsehuitte L ly so dass jedem 
der 9 Puncte R y I ein solcher Kegelschnitt L x enispricht. Die, so \)L t ordwm sich zu 3 
in 12 Systeme, gemfiss der Art, wie die 9 Puncte Ry 1 zu drei in den 1 2 Iiegen, und 
die 3 L x jedes Systems schneiden sich in einem und demselbeix Puncte, mid ‘/war sind 
diese Puncte die namlichen vorgenannteu Puncte Y; zuclem gehen die dnzcln (lurch 
die Schnittpuncte 3X des entsprechenden Systems von 3IsT. Endlich bn ben die 27 Puncte 
Z noch die Eigenschaft, dass in jedem derselben die gegcbtme Curve von einer sale lieu 
Curve vierter Ordnung, welche A, By C zu Doppelpuncten hat, sechspuudtg lierulirt 
werden kann; u. s. w. 
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liegen*). Und umgekehrt: Zieht man irgend eine Gerade G und weiter 
aus den Puncten a, [5, y, in denen sie die Curve schneidet, durclx einen 
der Puncte R, S, T, etwa durch R, die Geraden a R, pi?, yR, so treften 
diese die Curve allemal in einem der genannten Systeme A, B, C; etc. 
Hiernach giebt es also ebensoviele Systeme A, B, C, als sicli Gerade G 
in der Ebene ziehen lassen; jeder Geraden G entsprechen drei Systeme 
(in Bezug auf R, S, T); und umgekehrt, jedem System A, B, C ent- 
spreclien drei Gerade G. 

2) Legt man durch die drei Puncte R, S, T irgend einen Kegel- 
schnitt K„ so schneidet er die Curve noch in drei Puncten, welche alle- 
mal eines der genannten Systeme A, B, C; A t , B 1 , C,; etc. bilden. (Ebenso 
schneidet jeder Kegelschnitt K, welcher die Curve in einem der drei Puncte 
R, S, T osculirt, dieselbe ausserdem in einem solchen System.) Hieraus 
ergeben sich folgende niihere Bestimmungen. 

Der durch R, S, T gelegte Kegelschnitt K 1 kann insbesondere die 
Curve in irgend einem anderen Puncte osculiren, in welchem dann die 
drei Puncte A v J5„ Cj (oder A, B, C) zusammenfallen ; und zwar kann 
dies, zufolge (I), in drei reellen Puncten i?,, S n T l (und in 6 imaginaren /,) 
geschehen, und es miissen diese drei Puncte mit jenen R, S, T in einem 
Kegelschnitte K a liegen. Ferner lindet die Wechselbeziehung statt, dass 
aucli durch die Puncte R n S„ r J\ drei Kegelschnitte K' 0 gelien, welche 
die Curve einzeln in den Puncten R, S, T osculiren. Weiter giebt es 
9 Kegelschnitte K , , von welchen jeder die Curve in einem der Puncte 
R, S , T und zugleich in einem der Puncte R n S u I\ osculirt. Endlich 
haben die zwei einander zugeordneten Systeme von drei Puncten R, S, T 
und R n S n 1\ allemal solche Page, dass, wenn man aus einem Puncte 
des einen Systems durch die Puncte des anderen Systems Gerade zieht, 
diese drei Geraden der Curve stets in den namlichen drei festen Puncten 
IT, V } ip begegnen. Die neun Geraden, welche die Puncte beider Systeme 
mit einander verbinden, treften sich somit, zu 3 und 3, in den festen 
Puncten U, V , W; diese Puncte liegen in einer Geraden. Sie sind die 
reellen Wendungspuncte dor Curve. 

Die Puncte R, S, T haben ferner die Eigenschaft, dass die Tangente 
in jedem und die Gerade durch die beiden anderen der Curve im nam- 
lichen Puncte begegnen, so dass also die Geraden TS, TR, SR und die 
Tangenten in R, S, T die Curve in den namlichen drei Puncten r, s, t 

*) Die Aufgabe : „Weim in der Curve dritter Ordnung drei beliebige 
Puncte A, B, G gegeben sind, in derselben denjonigen Punct X zu fin- 
don, fur welchen die Geraden AX, BX, GX der Curve zum dritten Mai in 
solchen Puncten a, p, y begegnen, .welche in einer Geraden liegen;“ bat 
im Allgemeinen neun Auflosungen ; sie giebt fur X die namlichen, obeli (1) betrachteten 
neun Puncte 3 Ii und 6/. 
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sclmeiclen. Ebenso werden durch R 1 , T l drei neue Puncte r 15 s 15 t x 
bestimmt. Diese neuen Systeme s, t mid s 17 t x haben dmchweg 
oieicbe Eigenschaften wie die vorigen; sie sind einander zugeordnet, und 
die 9 Geraden, welche sie wechselseitig verbinden, gehen eb entails, zu 3 
und 3, durch die Wendungs puncte U, V, W; 11 . s. w. 

III. Aendert von den Puncten A, B, C bloss einer seine Lage, so 
andern sich alle 9 Puncte R, I; kommen jene insbesondere in eine Gerade 
ABC zu liegen, so losen sich die oben (I) betrachteten Kegelschnitte K 
und K t in Systeme von zwei Geraden auf; die eine Gerade jedes Systems 
ist alien gemein; sie ist die eben genannte Gerade ABC; die andere ist 
reell oder imaginar, jenachdem zuvor der betreffende Kegelschnitt reell 
oder imaginar war. Bezeichnen wir diese anderen Geraden, wie zuvor die 
Kegelschnitte, durch K und K n so ergiobt sich aus dein obigon (I) uu- 
mittelbar Folgendes: 

„Eine Curve dritter Ordnung hat im Allgemoinen 9 Wendungspuncte, 
drei reelle 3 R und sechs imaginare 6/, (ebenso 9 Wcndungstangenton K, 
drei reelle und sechs imaginare). Von den 9 Wcndungspuneten liegen 
12mal 3 in einer Geraden K { ; von diesen 12 Geraden K L sind 4 reell 
und 8 imaginar; sie gruppiren sich zu 3 und 3 in vier Systeme, deren 
jedes eine reelle und zwei imaginare Gerade K x entha.lt, die zusammen 
durch alle 9 Puncte R und I gehen; bei dem einen System gcht die reelle 
Gerade durch die 3 R, und die zwei imaginaren Geraden enthalten die 6 1 
zu 3 und 3; bei den drei iibrigen Systemen gehen die reellen Geraden 
einzeln durch die 3 Pimcte R und durch 2 und 2 der (> Puncte I; durch 
jeden der 9 Puncte R , I gehen vier Gerade K r “ 

3. Eine Curve dritter Ordnung kann im Allgemoinen in jedem ilirer 
Puncte P von einem Kegelschnitte funfpunotig beriihrt werden; beide Curven 
haben dann ausserdem noch einen sechsten Punct A gemcin, der, wie folgt. 
bestimmt wird. Die Tangente in P an die Curve dritter Ordnung sclmeide 
diese in P x ; die Tangente in I\ treffe dieselbe in dann begegnet ilir 
die Gerade PP 3 im verlangten Puncte A. 

Stellt man sich in irgend zwei anderen Puncten Q und R der Curve 
die sie fiinfpunctig berlihrenden Kegelschnitte und die respective!! sechsten 
Puncte. B und C, welche sie mit dcnselben gemcin hat, vor, so linden 
unter anderen folgende Beziehungen statt: 

1) Liegen P, Q, R in einer Geraden, so liegen aucli A, B, C in 
einer Geraden. 

2) Wird die Curve dritter Ordnung in P, Q, R von einem und dent* 
selben Kegelschnitte beriihrt, so liegen alle 6 Pimcte P, Q, R, A, B, C 
in irgend einem anderen Kegelschnitte; und aucli umgekehrt. 

Berlin, im Juni 1845. 
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Ueber das dem Kreise umseMebeiie Viereck. 

Die Lehrbucher der Geometric enthalten den Satz: 

„Dass dem Yiereck nur dann ein Kreis sich einschreiben 
lasse, wenn die Summon der Gegenseiten gloich sind.“ 

Dieser Satz ist mangelliaft und unvollstandig ; er ist, in zwei Hin- 
sicliten nur ein Bruchstiick. Man dachte dabei bloss an das convexe 
Yiereck und selbst bei diesem nur an den Fall, wo der Kreis keine Seite 
in ihrer Yerlangerung beriihrt. Da man aber schon beim Dreieck diese 
Beschrankung aufgehoben und statt des einen eingescliriebenen Kt eises 
vier eingeschriebene Kreise betracbtet bat , so muss auclr dem Yieieck 
eine freierc Auffassung zukomraen. Der vollstandigere und umfassendere 
Satz fur das Viereck lautet, wie folgt: 

„Jedes Viereck, bei welcliem entweder die Summe irgend 
zweier Seiten gleieb ist der Summe der beiden ubrigen, oder 
die Differenz irgend zweier Seiten gleicli ist der Different der 
beiden ubrigen, ist allemal einem Kreise nmschrieben.“ Und 
umgekehrt: „Bei jedem dem Kreise umschriebenen Viereck ist, in 
Betracht je zweier Seiten, entweder ibre Summe oder ihr Unter- 
schied be'ziehlicb gleicli der Summe oder dem Unterschiede der 
beiden anderen Seiten.“ 

Dieser Satz gilt gleichmassig fur alle drei Arten einfacher Vier- 
ecke: fur convexe, concave (mit einspringendem Winkel) und iiber- 
schlagene. 

Die beiderlei Bedingungen fiber Summe oder Unterschied der Seiten 
des Vierecks finden immer zugleicli statt; jedoch die dei Summe nui 
auf cine, dagegen die des Unterschiedes auf zwei verschiedene Arten. 
Sind a, b, c, d die Seiten, abgesehen von ihrer Aufeinanderfolge, und ist 
in Rncksicht ihrer Grosse 
( 1 ) 


a>b>c> d, 
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so hat man zugleich die drei Gleichungen 

( a—\—d == b—\—c, 

(2) < a—c = b — cl, 

{ a — b = c — d; 

von denen jede die beiden anderen zur Folge hat. Sind umgekelirt vier 
Gerade a, b, c, d unter einer dieser Bedingungen gegeben, und verbimlef 
man sie nach beliebiger Ordnung zu irgend einem Yiereck, so ist diesis 
dem Satze gemass, allemal irgend einem Kreise nmschrieben. Es kointesi 
aber die vier Seiten nur nach drei wesentlich verschiedenen Ordnungejs 
auf einander folgen, und somit giebt es in dieser Hinsicht nur drei ver* 
schiedene Vierecke F 15 F 2 und V z , die sich am leichtesten durcli iluv 
Gegenseiten unterscheiden lassen, namlich: 

V x = abdc mit den Gegenseiten a und d, b und c; 

V 2 = abed mit den Gegenseiten a und c, b und d; 

V z = ctcbd mit den Gegenseiten a und b, c und d. 

Das Viereck ist durcli die vier Seiten nicht bestimmt; vielmehr kann o 

seine Form in unendlichfacher Weise andern; es kann sogar aus einer dor divi 
Haupt-Arten (convex, concav und uberschlagen) in die anderen iibergehen. 
Yon den unzahligen Formen, in welche jedes der drei in Betracht stehemlni 
Yierecke F 15 F 2 , V 2 durch stetige Veranderung iibergehen kann, mbgeii 
sechs besonders hervorgehoben werden. Sie sind in den Figuren-Gnipprii 
1, 2, 3, Taf. XVII— XIX unter I, II, III, IV, V und VI dargestellt. 1% 
alle drei Falle ist Fig. I ein convexes Viereck, und aus ihm folgen, chirr h 
blosses Verschieben, die fiinf iibrigen. Wir wollen sie einzeln betraeliba 
Fig. 1. Hier kann I iibergehen in das Dreieck II, odor in das Dive 
eck III; dort wil’d die Diagonale AC, hier die Diagonale DB ein Maximum. 
Sodann gehen II und III in die concaven Vierecke IV und V fiber, md. 
von diesen kann sich jedes zuletzt auf den Grenzfall, die Gerade VI, red,, 
ciren, wo beide Diagonalen AC und DB zugleich jhr Minimum erreicF 
Fig. 2. Hier kann I in das Dreieck II iibergehen, wobei die IF 
gonale AC ein Maximum wird. Sodann geht II in das concave Viereck i.U 
liber; dieses weiter in IV, wo die Seite d auf a fallt and die Diagonal 
DB ein Minimum, wird; ferner geht IV in das iiberschlagene Viereck I 
iiber und dieses zuletzt in die Gerade VI, wo DB ilir Maximum ul 
zugleich AC ihr Minimum erreicht. Man kann aber auch das eomw 
Viereck I unmittelbar in die Gerade VI iibergehen lassen durch W 
langerung der Diagonale DB bis zu ihrem Maximum. 

Fig. 3. Hier entsteht aus I das Dreieck II, wobei AC ein Maxirm. 
ist; sodann wird aus II das concave Viereck III; aus diosern der Uel :< 
gangsfall IV, wobei d auf a fallt und DB ein Minimum wird; aus die- 
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weiter das liberschlagene Viereck V, welches zuletzt in die Gerade.VI 
iibergeht ; wobei DB ein Maximum und zugleich AC ein Minimum wird. 
Auch hier kann I unmittelbar in die Gerade VI ubergehen. 

Jedes der beiden Vierecke F 2 und V z kann somit von jeder der drei 
Arten: convex, concav oder ilberschlagen sein, wogegen das Viereck F x 
nur convex oder concav, aber nicht ilberschlagen sein kann, weil in einem 
iiberschlagenen Viereck die Summen der Gegenseiten niemals gleich sein 
kdnnen. 

Was die Lage des eingeschriebenen Kreises gegen das Viereck be- 
trifft, so liegt er bei alien Vierecken V l innerhalb, dagegen bei alien Vier- 
ecken F> und F 3 ausserhalb derselben. Bei den obigen sechs Formen 
sind folgende nahere Umstande anzugeben. 

Fig. 1. Bei I beruhrt der Kreis jede Seite zwischen ihren End- 
puncten; bei II beruhrt er die Seiten b und d in ihrem gemeinsamen 
Endpuncte B ; bei IV beruhrt’ er die Verlangerungen der Seiten b und d 
fiber B hinaus; und bei VI reducirt er sich auf seinen Mittelpunct, der 
zwischen B und D liegt. Bei III und V findet Analoges statt wie bei 
II und IV. 

Fig. 2 und 3. Bei I beruhrt der Kreis alle Seiten in ihren Ver- 
langerungen* bei II beruhrt er zwei Seiten im Puncte B , die zwei an- 
deren in ihren Verlangerungen uber A und C hinaus, so dass er ausser- 
halb des Dreiecks ADC liegt; bei III beruhrt er die an B liegenden 
Seiten zwischen ihren Endpuncten, die beiden anderen in der Verlangemng 
dber A und C hinaus; bei IV beruhrt er zwei Seiten a und d in ihrem 
gemeinsamen Endpuncte A und von den iibrigen die eine zwischen ihren 
Endpuncten und die andere in der Verlangerung; bei V beruhrt er die 
sich kreuzenden Seiten zwischen ihren Endpuncten und die beiden an- 
deren in ihren Verlangerungen liber A und C hinaus, so dass er zwischen 
diesen Ecken A und C liegt; bei VI endlich reducirt sich der Kreis auf 
seinen Mittelpunct. 

Uni die den Vierecken F 1? F 2 , V 3 eingeschriebenen Kreise zu unter- 
scheiden, sollen sie beziehlich durch K i: K 2 , K z und ihre Radien durch 
r r 3 bezeichnet werden. Jeder dieser Kreise hat in Riicksicht seiner 
Grosse im Allgemeinen einen begrenzten Spielraum; sein Radius kann 
stetig abnehmen, bis er Null wird; dagegen kann er nicht beliebig zu- 
nelimen, sondern nur bis zu einem bestimmten Maximum, welches naher 
anzugeben ist. 

Man setze 



a -f - d = b-jrC = s, 
a — c — b — d~t y 
a — b = c — d — u. 
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Diese Gleichungen driicken beziehlich das Verhalten der Gegenseiten 
bei den drei Yierecken V n F,, V 3 aus. Werden die Maxima der Radien 
r r 3 durch A,, R 2 . R-. bezeichnet, so hat man 


(4) 


R, 




und daher 

(&) 


R, : R, ■ R a 



1 

t ' 


1 

u ’ 


und weil s t u ist, so ist auch 

( 6 ) R z > R > > R i- 

Hiernacli lasst sich die Moglichkeit oder Unmogliclikeit der folgenden 
Aufgabe leicht ermessen. 

„Ein Yiereck, dessen Seiten gegeben sind und zudem den 
obigen Bedingungen (2) geniigen, einem gegebenen Ivfeise K 
zu umschreiben." 

Ist R der Radius des gegebenen Kreises, und ist R >■ R :i , so ist die 
Losung unmoglich. Ist dagegen RcR,, so sind 6 reello Losungen mog- 
lich-, namlich von jedem der drei Vierecke V t , F,, F, sind zwei ver- 
schiedene moglich. Ist ferner R' Y~ R , - abei R ■■ — R^ * smd 4 leelle 
Losungen moglich; namlich von den Yierecken F, und V x sind von jedem 
zwei moglich. Und ist endlich R >■ R„ und R < R ., , so sind nur zwei 
verschiedene Yierecke F s moglich. Diese als moglich augegebenen Vier- 
ecke sind zu construiren. 

In Betracht der drei Vierecke F„ F,, F, konnen auch bcsondore Fiille 
eintreten. Die Seiten konnen theilweise, oder auch alle eiuander gleich 
sein, ohne dass dadurch die obige Bedingung (2) gestort wird. Niimlich 
es kann sein 

a) b = c, 

oder 

(3) a = b 7 und c = d, 

oder 

y) a — b — G — d . 

Im Falle (a) verschwindet jcder UnterscMed zwischon don Vierecken 
V 2 und F 3 , und die obigen Maxima (4) reduciren sich auf 

( 7) ftj = R-, = R 3 = • 

Im Falle (p) werden die Vierecke V l und V., idcntisch, aber (lie 
Kreise Aj und bleiben verschieden, so dass also demsolben Vi cr- 
eek V zwei verschiedene Kreise zugloich eingeschrieben sind. Das Vier- 
eck V 3 wird ein Parallelogramm, der ihm eingeschriobene Krois A' wird 
unendlich gross und sein Mittelpunct ist unendlich weit ontfernt. Die 
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ac 

R > = -o 


Maxima werden hier 

_ ac -r-\ ac -n etc 

( 8 ) = R > = ^’ *.=- 0 =“- 

Im Falle ( 7 ) sind alle drei Vierecke gleich, sind Rauten, und fiir die 
Maxima hat man 

(9) R, — Ro == ^3 = ~7\ = °°* 


Werden die Seiten eines einfachen Yierecks verlangert, so entsteht 
das vollstandige Vierseit, und dieses besteht dann aus drei einfachen 
Vierecken, von welchen das eine convex, das andere concav und das 
dritte iiberschlagen ist. 1st eines dieser einfachen Vierecke einem Kreise 
umschrieben, so sind auch die beiden anderen, sowie das vollstandige 
Yierseit demselben umschrieben. Und umgekehrt: je vier Tangenten 
eines Kreises bilden ein umschriebenes vollstandiges Vierseit, bestehend 
aus drei einfachen Vierecken, die alle demselben Kreise umschrieben 
sind, so dass die Seiten eines jeden der obigen Bedingung (2) genugen. 

Es sei Fig. 4 ein vollstandiges Vierseit. Die drei einfachen Vierecke, 
welche es enthalt, sind 

das convexe ABCDA = SI, 
das concave EDFBE = 23, 
das uberschlagene AECFA = G. 

Nach bloss ausserlichem Ansehen der Figur kann der eingeschriebene 
Kreis sich nur auf zwei Arten gegen das vollstandige Vierseit verhalten; 
namlich er liegt entweder 

a) im Raume X, 

oder 

P) im Raume Y. 

Im Falle (a) sind bei den Vierecken SI und S3 die Summen und bei 
© die Unterschiede der Gegenseiten gleich; oder bei G sind die Summen 
der den Ecken A und G anliegenden Seiten gleich. Also ist 
AB+CD = ADa-CB, 

(10) BEa-DF = BFa-DE, 

^AEa-AF = CEa-CF. 


Im Falle (p) sind in jedem der drei einfachen Vierecke die Unter- 
schiede der Gegenseiten gleich; oder bei SI sind die Summen der den 
Ecken A und C , bei 25 die Summen der den Ecken E und F 7 und bei 
(5 die Summen der den Ecken E und F anliegenden Seiten gleich. In 
Zeichen ist also 

(ABa-AD = CBa-CD, 

( 11 ) j EB-aED = FBa-FD , 

\EAa-EC = FAa-FC. 
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Hieraus lasst sich entnehmen, wie man, wenn eines der drei einfachen 
Vierecke 21, 35, (5 unter der Bedingung (2) gegeben ist, alsdann auf das 
Yerhalten der beiden anderen, sowie auf die Lage des Kreises schliessen 
kann. Z. B. bei dem iiberschlagenen Viereck (5 liegt der Kreis immer 
zwischen denjenigen Gegen-Ecken ( A und C, oder E und F ), an denen 
die anliegenden Seiten gleiche Summen haben; u. s. w. 

Bemerkung. Der obige Lehrsatz uber das dem Kreise umschriebene 
ebene Viereck, sowie die iibrigen Betrachtungen iiber dasselbe, finden auf 
gleiche Weise auch fur das spharische Viereck statt. 



Elemental Losung einer geometrischen Auf- 
gabe, und liber einige damit in Beziehung 
stekende Eigensckaften der KegeMmitte. 


Crelle’s Journal Band XXXVII. S. 161 1J2. 

(Auszug aus einer am 19. April 1847 der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 
vorgolegten Abhandlnng.) 


Eierzu Taf. XX Fig. 1-4. 



Elementare Losung einer geometriscben Aut- 
gabe., mid liber einige damit in Beziebung 
stebende Eigenscbaften der Kegelscbmtte. 


Aufgabe I. „Aus der Spitze C eines Dreiecks ABC nach 
irgend einem Puncte D der Grundlinie AB exne ehe Geradc 
CD zu ziehen, deren Quadrat zu dem Rechteck untei den Ab- 
schnitten der Grundlinie, AD und BD, ein gegebenes Verhalt- 
iiiss hat, wie witi. Unci 

TI Wenn die Grundlinie AB der Grosse und Lage nach 
,eo.eben”ist, so soil die Grenzlage fur die Spitze C gelunden 
werden, fiber wclche hinaus die Forderung (I) unmoglich wrrd. 

Erste Auflosung. 

Man setze m:n = q, so soil sein 

CD' 1 — q.AD.BD. 

■ I Was zunachst die Construction der geforderten Geraden CD, some 
deren Moglichkeit und IJnmogliohkeit betrifft, so ergiebt sich dieses Alles 

leiCh Man beschreibe urn das Dreieck ABC (Taf. XX Fig. 1) den Kreis 
und ziehe mit seiner Grundlinie parallel die Geraden U und V, deicn 
gleicher Abstand p von derselben sich zu dor Hohe h des Dreiecks ve - 
halt, wie n:m, so dass also 

h:p = m:n = q. 

Zieht man nun weiter aus der Spitze C durch die Schnitte £ und 
E F und F. der Parallelen U, V und des Kreises die Geraden OF, OF 
CF, CF\, welche die Grundlinie in D und D v © und ©, treflen, so smd 
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CD, CD i; C®, 6®j die vier verschiedenen Geraden, welclie der Forde- 
rung (I) geniigen. Denn vermoge des Kreises ist z. B. 

CD.DE = AD.DB, 

und zufolge der Construction 

CD : DE = h:p — q, 

folglich ist 

CD 2 = q. AD.DB. 

Von den vier Puneten der Grandiinie, nach welchen die verlangten 
Geraden gezogen sind, liegen allemal zwei, D und Z>„ zwischen den End- 
puncten der Grundlinie AB, wogegen die beiden anderen, ® und ® auf 
ihrer Verlangerung, und zwar entweder auf jeder Seite einer, wie in Fig. 1 
auf Taf. XX, oder beide auf einerlei Seite wie in Fig. 2 aufTaf. XX liegen, je- 
naclidem namlich beziehlich oder ist. Ist insbesondere m — n 

und h—p, so geht V durcb die Spitze C, F vereinigt sicli mit 'C, und 
dann fiillt C®, auf V, so dass der Punct ®, sich in’s Unendliche entfemt, 
und die Gerade 6® wird Tangente des Kreises im Puncte C. 

Hiernach ist es auch klar, wie die construirton vier Geraden paar- 
weise unmoglich oder imaginar werden konnen. Denn je nacli BoschaU'en- 
heit der gegebenen Grossen m, n, h kann die cine odor andcre Parallelu U 
oder V, oder es konnen beide zugleich jenseits des Kreises liegen, wo 
dann das eine oder beide Geradenpaare unmoglicli werden. Beim Uebur- 
gangsfall, wo eine der Parallelen U oder V den Kreis bcriihrt, fallen die 
beiden Geraden des beziiglichon Paares in cine zusarnmen. 

Bemerkung. Die vier Geraden CD, CD X , 6'®, 6'®,, oder einlachcr 
bezeichnet, d, d i: 8, 8, bilden paarweise mit den Schenkeln ties Droiecks. 
CA und CB, oder a und b, gleiclie Winked, namlich es ist 

Winkel (ad) = (bd t ), und Winkel («8) — (dS,), 
weil Bogen AE — BE „ und Bogen AF — BF r 

Es folgt daraus umgekehrt, dass, wenn man aus dor Spitze eiries 
Dreiecks nach der Grundlinie zwei Gerade zieht, welclie mit 
den Schenkeln gleiche Winkel bilden, und welclie entweder 
beide innerhalb oder beide ausserhalb des Dreiecks liegen. 
dann die Quadrate dieser Geraden zu den Rechtecken u liter 
den respectiven Abschnitten der Grundlinie allemal gleiches 
Verhaltniss haben, d. i. 

d 2 : AD.DB = d]: AD r D i B, oder 8* : J®.®7?= 8* : J®,.®,/?. 

Ist insbesondere die Gerade CE 1 Durchmessor des Kreises (Taf. XX 
Fig. 1), so ist der Winkel CEE 1 ein rechter, und demzufolge CD oder d 
das Perpendikel aus der Spitze C auf die Grundlinie AB. Soinit hat man 
den bekannten Satz: „Zieht man aus einer Eclce eines Dreiecks 
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den Durchmesser des umschriebenen Kreises nnd das Perpen- 
dikel auf die Gegenseite, so bilden dieselben mit den anliegen- 
den Seiten gleiche Winkel. “ 

Nimmt man fur einen Augenblick das Dreieck ABC als gegeben, 
dagegen p oder q — h:p als unbestimmt an, so ist klar, dass q ein 
Minimum wird, wenn die Parallele U oder V den Kreis bertihrt, in 
E 0 oder F 0 (Taf. XX Fig. 2); dabei fallen d und d i in eine Gerade d 0 , 
oder 8 und 8, in eine Gerade o 0 zusammen, diese Geraden d 0 und 8 0 
hiilften also die (inneren und ausseren) Winkel an der Spitze C. Seien 
D 0 und 2) 0 die Puncte, in welchen diese Geraden die Grundlinie. treffen, 
so°ist also einerseits d\-.AD 0 .BD a , und andererseits 3’:M® 0 .££) 0 ein Mini- 
mum. — Ist insbesondere das Dreieck an der Spitze C rechtwinklig, so ist 
dl-.AD 0 .BD 0 = Zl:A® 0 .BS) 0 . 

H. Was nun die zweite Frage fiber die Grenzlage der Spitze C betrifft, 
wenn die Grundlinie AB als fest und q als gegeben angenommen wird, 
so lasst sich dieselbe getrennt, das eine Mai in Betracht der inneren 
Geraden d, d l und das andere Mai in Rficksicht der ausseren Geraden 
8, o n wie folgt, leicht beantworten. 

A. Wir haben bereits gesehen, dass d und d 1 nur so lange moghch 
sind, als die Parallele U den Kreis schneidet, und dass also der Zustand, 
wo U den Kreis nur noch berfihrt, die Grenze bildet. Dabei vereinigt 
sich der Punct E t mit E, D l mit D und die Gerade d i mit d. Der 
Punct E (Taf. XX Fig. S) ist die Mitte des Bogens AEB, und sein Ort 

wenn das Dreieck und der ihm umschriebene Kreis sicli andern 

ist die auf der Grundlinie AB, in deren Mitte M, senkrechte Gerade 7. 
Die Gerade d halftet den Winkel (ab) an der Spitze C. Wird unter 
diesen Umstanden AD=a 1 , BD=b l und a l -\-b l =2~(, oder MA MB ( 
gesetzt, so hat man zunachst 

(1) d 3 = qa.b,, 

a b 

0) ■ = V 

Da naoli eiiiem bekannten Satze iiber das Dreieck 

ab = d 2 — |— 

so ist ferner (1) 

J j— (7 

(3) ab = = — - — d . 

Aus (2) und (3) folgt: 

(4) — 

und daraus weiter 

( 5 ) 


a+b = (a 1 +6 1 )]/l-l-g===2Y]/l+^ 
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d. h. die Summe der Schenkel a-\-b ist constant. Man setze diese 
Constante 

2 j 1/1 -hq = 2 a, und a 3 — y 3 = [ 3 s , 

so ist 


(6 , i-y Wi=^= 


b_ 
b, ’ 


oder 

(V 

( 8 ) 


a 3 1 ab 


<2 = 


’ a 2 

-V3 = -fVSE. 


ab 


1 . 4-2 


= 2 = 


a i Z> 1 


Man setze ferner CE=e , DE—f und AE = BE= g, so ist 
d :/= h:p — q , und 

oder' 

( 9 ) ' d 

und weiter 

(10) . «:<&:/= a*: p s :f; 

1 Y J 

(11) de = ab; df = a, 6,; ef = ~ ab == -^- ab. 


qf, und e = (l-h2)/=-bt2-^ 


2 


<Z P 

Da die Dreiecke DALB und ZL 46 f ahnlich sind, so ist 


(12) 4- = — = — = etc. (6), 

/ «i T 

und weiter 

as) 

Wird der Winkel (a&) oder J.C® durch 9 bezeichnet und bemerkt, dass 
Winkel BAE=-\y, so ist 

1 T P 

°“*' p= T = yis’ 

oder 

(14) ]/a6cos-^<p = [3. 

Die vorstebenden Gleichungen enthalten nebst der Losung der obigtm 
Aufgabe zugleich auch viele, theils bekannte, Satze iiber die Ellipse, 
namlich in Worten enthalten sie Folgendes: 

„Alle Dreiecke ABC , deren Spitzen C in der verlangten 
Greuze liegen, haben die gemeinsame Eigens draft, class die 
Gerade d den Winkel (ab) an der Spitzo halftet; class die Sclien- 
kel a und b zu clen ihnen anliegenden Abschnitten a 1 und h x 
der Grundlinie constantes Verhaltniss haben, namlich wie 


clamit in Beziehung stehende Eigensohaften der Kegelschnitte. 


395 


]/l-f-#:l; dass daher auch die Snmme 2a der Schenkel constant 
ist und sich zur Grundlinie 2y ebenfalls wie ]/l-+-#: 1 verhalt ( 6 ); 
u. s. w.“ Oder: 

„Die gesuchte Grenze ist eine Ellipse, welche die End- 
pnncte A, B der festen Grundlinie zu Brennpuncten hat, nnd 
deren grosse Axe 2a sich zur Grundlinie oder doppelten Ex- 
centricitat 2 7 verhalt, wie ]/l -+-<?: 1, oder deren halbe grosse 
Axe a, halbe kleine Axe p und Excentricitat 7 sich verhalten, 

wie ]/l-hg : ]/j : 1 .“ 

„Jede Ellipse hat folgende Eigenschaften: Zieht man aus 
irgend einem Puncte C derselben die beiden Leitstrahlen a, b 
und errichtet die Normale CE, so theilt letztere das Stuck AB 
der Hauptaxe X zwischen den Brennpuncten allemal in solche 
Abschnitte, a x und b x , welche zu den ihnen anliegenden Leit- 
strahlen constantes Verhaltniss haben, und zwar wie 71 a, d. h. 
wie die Excentricitat zur halben grossen Axe.“ „Ebenso hat 
das Rechteck unter den genannten Abschnitten, a x b x , zum Qua- 
drat der Normale <P — diese bis an die Hauptaxe X genommen 

— constantes Yerhaltniss, namlich wie 7 s : p 2 , d. h. wie das Qua- 
drat der Excentricitat zum Quadrat der halben kleinen Axe.“ 
„Desgleichen hat das Quadrat der Normale, d\ zum Rechteck 
unter den Leitstrahlen, ab, constantes Yerhaltniss, wie p 9 :a 8 , 
d. h. wie die Quadrate der halben Axen; u. s. w. (7).“ „I)ie drei 
Abschnitte der Normale zwischen ihrem Fusspunct G und ihren 
Schnittpuncten D, E mit den Axen X , Y haben unter sich con- 
stantes Yerhaltniss, und zwar wie die Quadrate der halben Axen 
und der Excentricitat, namlich es verhalt sich e:d:f= a a : p a : 7 ® 
(10); also verhalten sich die Stiicke, d und e, der Normale bis an 
die Axen X, Y umgekehrt wie die Quadrate der respectiven 
halben Axen; u. s. w.“ „Das Rechteck, de , unter den Stiicken d, e 
der Normale bis an die Axen ist gleich dem Rechteck, ab, unter 
den Leitstrahlen; u. s. w. (11).“ — „Die Gerade g, welche einen 
der Brennpuncte mit dem Schnittpunct E der Normale und der 
zweiten Axe Y verbindet, verhalt sich zum Stuck der Normale 
bis an diese, Axe, e, wie die Excentricitat zur halben grossen 
Axe (13), und zum Stuck der Normale zwischen den Axen, f, wie 
die halbe grosse Axe zur Excentricitat (13); so dass also g die 
mittlere Proportionate zwischen 5 und f, oder g 2 = ef ist, u. s. w.“ 

— „Die mittlere Proportionale, ^ab, zwischen den Leitstrahlen, 
a und b, multiplicirt in den Cosinus ihres halben Winkels, 

ist constant, namlich gleich der halben kleinen Axe p (14).“ 
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Man setze den Halbmesser CM= p t und denke sich den conjugirten 
Halbmesser ME — gezogen, so ist letzterer bekanntlich gleich cler 
mittleren Proportionate zwischen den LeitstraMen a und b aus C x , also 
ai = Yab und somit ist (14) 

GCj cos-|-cp = p. 

Wird der Winkel, welchen die Leitstrahlen aus dem Sclieitel E ein- 
schliessen durcb bezeicbnet, so ist ebenso 

Pj cos-|4 — P- 

Nun ist bekanntlich t-P^ = oc 3 — j— p 2 ; daher folgt fur die Winkel 

und tp leicht die interessante Relation: 

1 

(15) tang i ? 2 + tang % ^ 2 = J = — , 

cl. h. „Die Winkel, welche die zwei Paar Leitstrahlen aus den 
Scheiteln C 7 II irgend zweier conjugirten Halbmesser der Ellipse 
unter sich bilden, haben die Eigenschaft, class die Siunme der 
Quadrate der Tangenten cler halben Winkel constant ist, nain- 
lich gleich ist dem Quadrat der Excentrici tat, di vi dirt (lurch 
clas Quadrat der halben kleinen Axe.“ 

Fur die Axen - Scheitel ist tangly 3 = -p- und tang^ f J^==0, was 
auch stimmt. 

Fiir die besondere Ellipse, deren Axen sich verhalton, wio die Dingo- 
nale cles Quadrats zur Seite, oder bei welchcr = 2(3 3 = 2q\ hat man 

(16) tang \ <p 2 -t- tang -£4 3 = 1* 

Fiir diese besondere Ellipse treten uberliaupt in den obigen Gleichuugen 
und Satzen ahnliche interessante Modificationen ein. Bio entspricht der 
vorgelegten Aufgabe fiir den speciellen Fall, wo clas Quadrat cler aus der 
Spitze C cles Dreiecks zu ziehenden Geraclen, CD oder d ; dem Roehteck 
unter clen Abschnitten, AD und BD> dor Grundlinio gleich, oder q — 1 
sein soil. 

B. In Rucksicht cler ausseren Geraclen o und o, findot nun Analogic 
statt. Namlich sie sind nur so lange moglich, als die Parallele V den 
Kreis schneidet; beriihrt sie ihn, so befindet sich C in der gesuchteu 
Grenze, und alsdann vereinigt sich der Punct F 1 mit b\ 55, mit 35 und 
die Gerade o 1 mit o, und es ist der Punct F die Mitte des Hogens A Fli , 
so class sein Ort clieselbe auf der Grundlinio A B in deren Mitte M sank- 
recht stehende Axe Y ist, und dass S clen ausseren Winkel an der Spitze C 
des Dreiecks halftet. Fiir diesen Fall setze man 

AS = & 2 ; -B35 = & 3 ; und AB = 2q Ik , — « 2 , 
so hat man in gleicher Weise, wie oben (A), 



damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. 


397 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4 ) 
(5) 


0 q ^2^2 5 


a 

»2 


a,, b. 


ab = a.f^ — 8 2 — (1 — q)a 3 5 2 


i — q S 2 


a b 


cl. li. die Differenz der Selienkel a, & des Dreiecks ist constant. . Man setze 


2tV1 — C 1 = 2a, unci y 2 — a 2 = p 2 , 


so ist 

( 6 ) 


a l/q — ~ a b 

=y,_ } =._= x ; 


a" „ 


^ ^ ^ „„ r q 8 2 _ p 2 ^ 8 2 


( 8 ) 


a.,f 2 ' a" 1 — q ab ’ y 2 

i — — ]/a5 = “-]/a 2 6o- 

Wird CF=a, &F=f and AF= BF—g gesetzt, so ist ferner 
8 :f=h:p = q, und « ■— /' — 8, 

oder 

(9) 

(10) . fi ;3 :/ = a 2 :p 2 :f; 

(11) 8e = ab; of = ef 


a^b., ’ 


3 = $/, and e = (1— tf)/ = ^ 3 ; 


1 Y 2 

— ab = ab. 

q p 2 

Da die Dreieoke 5 ) BF and S)CA ahnlich sind, so ist weiter 

JL — JL — — 


f 


= etc. (6), 


( 11 ) 
oder 
(13) 

Wil'd der iiussere Winkel an der Spitze C dui'cli <o l bezeichnet, so hat man 




^ y ^ 0 L 6 P" ^ 


« «iT,= 7 =y 3 -, 

oder 

(14) l/aScos-J'tpj = p. 

Diese verschiedenen Gleiehungen besagen in Worten Aehnliches wie die 
obigen (A), z. B. 
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„Alle Dreiecke, deren Spitzen G in der gesuchten Grenze 
liegen, haben die Eigenschaft, dass die Gerade 8 den ausseren 
Winkel an der Spitze halftet; dass die Schenkel a 9 b zu den 
ihnen anliegenden Abschnitten a 2 , b 2 der Grundlinie constantes 
Verhaltniss haben, wie ]/l—q:\ (4), und dass daher die Diffe- 
renz 2a der Schenkel (b — a, oder a — b) constant ist (5) und sich 
zur Grundlinie 2y ebenfalls wie ]/l — q:l verhalt (6), u.s.w.“ Oder : 

„Die gesuchte Grenze ist im gegenwartigen Falle eine Hy- 
perbel, welche die Endpuncte A, B der festen Grundlinie zu 
Brennpuncten hat, und deren Hauptaxe 2a sich zur Grundlinie 
oder doppelten Excentricitat 2j verhalt, wie ]/l— g:l, oder deren 
Halbaxena, p und Excentricitat y sich verhalten, wie ]/l~q:]fq: 1, 
(wenn p als reell angesehen wird).“ 

Fiir die Hyperbel enthalten die Gleichungen analoge Eigenschaffcen 
wie oben fur die Ellipse, was ich nur anzudeuten brauche. 

Wie man sieht, muss hier q Cl, also 8 3 ;> a 2 b 2 sein, wenn die Hy- 
perbel reell sein soil. 

Ist insbesondere # = ■£, so wird die Hyperbel gleichseitig, namlieh 
a = p = ^y 1/2, und dann treten in den Formeln und Satzen Modiflcationen 
ein, wie oben bei der speciellen Ellipse, bei welcher q—1. 

Bemerkung. Die in der Aufgabe (II) verlangte Grenze bestoht 
demnach im Allgemeinen aus zwei Kegelschnitten, einer Ellipse und einer 
Hyperbel, welche confocal sind und zudem die zweite Axe 2p gemein 
haben (abgesehen davon, dass dieselbe fur die Hyperbel imaginin' ist); 
ihre Hauptaxen verhalten sich, wie ]/l-fq:]/i — q. Die Kegelsclmitte 
schneiden einander in vier Puncten G 0 und zwar rechtwinklig. Somit 
giebt es vier solche besondere (einander gleiche) Dreiecke ABC 0 , deren 
Spitzen C Q in beiden Kegelschnitten zugleich liegen. Fiir jedes dicser 
Dreiecke ist daher 

d 2 :a 1 b 1 = 8 2 : ct 2 b 2 = q, 

"woraus man schliesst, dass dieselben an der Spitze C 0 rechtwinklig sind 
(s. oben S. 392, Bemerkung zu Aufgabe I).* Demnach folgt: 

„Bleibt die Grundlinie AB constant und in fester Lage, 
wahrend die Verhaltnisszahl q sich andert, so andern sich aueh 
die beiden Kegelschnitte, aber der geometrische Ort ihrer vier 
Schnittpuncte C 0 ist ein Kreis, welcher die fcste Grundlinie 
zum Durchmesser hat. cc Oder 

„ Soil ein Dreieck ABC 0 , dessen Grundlinie AB in fester 
Lage gegeben ist, die Eigenschaft haben, dass die Quadrate der 
beiden Geraden d und 8, welche die Winkel <p und (p 1 an der 
Spitze C 0 halften, sich zu den Rechtecken unter den respective!! 
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Abschnitten der Grundlinie gleich verhalten, so muss es an der 
Spitze rechtwinklig sein, oder so ist der Ort seiner Spitze G 0 
ein Kreis, welcher die Grundlinie zum Durchmesser hat.“ 

Werden die beiden Kegelschnitte, Ellipse und Hyperbel, oder kiirzer 
E und E, gezeichnet gedacht, so theilen sie zusammen die Ebene in 
7 Theile oder Raume R. Von diesen Riiumen liegen: 1) zwei sich gleiche 
R innerhalb E und H zugleich; 2) einer R e innerhalb E allein; 3) zwei 
o'leiche R„ innerhalb H allein; und endlich 4) zwei gleiche R 0 ausserhalb 
E und II. Liegt nun die Spitze C des Dreiecks ABC entweder: 1) m 
einem der beiden Raume R a so sind sowohl zwei Gerade d (d. h. d und dj 
als zwei Gerade 8 moglich; 2) im Raume R e , so sind nur zwei Gerade d 
mo<dich; 3) in einem der zwei Raume R h , so finden nur zwei Gerade o 
statt; und endlich 4) in einem der zwei Raume R 0 , so findet weder d 
noch’ 8 statt, d. h. die Aufgabe (I) ist unmoglich. 

Zweite Auflosung. 

Von der in der Aufgabe (II) verlangten Grenze kann man sich durch 
folgende Betrachtung eine klare Auschauung verschafen. 

Wird in der gegebenen Grundlinie AB der Theilungspunct D irgendwo 
ano-enommen, so ist, wenn zudem auch q gegeben ist, die Lange der Geraden 
CD oder d bestimmt, da dd = q. AD ABB sein soil. Daher ist fur jeden 
Theilungspunct D der Ort der Spitze C des Dreiecks ein Kreis, der D 
zum Mittelpunct und d zum Radius hat. Und daher ist klar, dass die 
gemeinsame Enveloppe E aller dieser Kreise D die gesuchte Grenze ist. 
Jeder Kreis wird von der Enveloppe E in denjenigen zwei Puncten G be- 
riihrt, in welchen er von dem ihm zuniichst folgenden geschnitten wird, 
oder,’ wenn man sich so ausdriicken darf, in welchen er von dem mit 
ihm zusammenfallenden (oder von sich selbst) geschnitten wird. _ In jedem 
anderen Puncte C\ wird er von. einem der iibrigen Kreise geschnitten, aber 
nur von einem. Jene zwei Beriihrungspuncte C lassen sich z. B. durch 
die Eigenschaft der Aehnlichkeitspuncte zweier Kreise leicht geometrisch 
Id c stinunon. 

Es seien D und D 1 zwei der genannten Kreise, und F und F 1 seien 
ihre Aehnlichkeitspuncte, so sind diese (nicht allein zu den Mittelpuncten 
D und D,, sondern zugleich auch) zu den gegebenen Puncten A und B 
harmonisch, was leicht zu erweisen ist. Eine aussere gemeinschaftliche 
Tangente t, die also durch den ausseren Aehnlichkeitspunct F geht, be- 
riihre die Kreise beziehlich in (5 und (S,, und der diesen Puncten zunachst 
liegende Schnittpunct der Kreise heisse C v Bleibt nun D fest, wahrend 
D ihm naher riickt, bis er endlich mit ihm zusammenfallt, so rucken 
die Puncte 6 und G\ auf dem festen Kreise D einander auch naher, bis 
sie zuletzt sich in einem Punct C vereinigen, welcher der verlangte Be- 
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riihrungspunct ist; clabei fallt anch (Sj in C, und der innere Aeknlielikeits- 
pnnct F iy der stets zwisehen D und D 1 liegt, fallt in D. Demnacli war- 
den die zwei Puncte C, in welchen ein beliebiger Kreis D von der Enve- 
loppe E beruhrt wird, wie folgt, gefunden: 

„Zu den drei Puncten A , D> B suche man den vierten, dem 
D zugeordneten, harmonischen Punct F und lege aus ihm Tan- 
genten an den Kreis D, so sind deren Beriihrungspuncte die 
verlangten zwei Puncte CA 

Ziebt man aus einem der construirten Puncte C nach den Puncten 
A, D, By F Strahlen a, d, by f, so sind diese aucb harmonisch; und da 
d und / zu einander rechtwinklig (als Radius und Tangente des Kreises If), 
so halften sie die von a und b gebildeten Winkel. Hierdurch gelangt man 
fur die Bestimmung des Ortes von C zu denselben drei Fundamental- 
gleichungen, wie bei der ersten Auflosung (II, A, 1, 2, 3), woraus also, 
wie dort, folgt, dass die Enveloppe E eine Ellipse ist. 

Der Kreis D kann mit der Enveloppe E reelle oder imaginary 
Beriihrung haben. Ob das Eine oder Andere stattfmdet, liangt davon ak 
oder wird bei der obigen Construction daran erkannt, ob aus F Tangcnten 
an den Kreis D moglich sind oder nicht, also ob F ausserhalb oder 
innerhalb des Kreises liegt, oder ob d kleiner oder grosser als I)F 
ist. Es finden burner beiderlei Kreise statt, und der besondere Fall, \\v 
gerade d = l)F y oder zur Unterscheidung, d 0 — E 0 F 0 , bildot den Ueber- 
gang von den einen zu den anderen. Bei diesem Uebergangsfalle vcr 
:/ einigen sick beide Beriihrungspuncte C 0 mit F o: und der Kreis D () wird 
^ der Krummungskreis der Ellipse E im Scheitel F () ihrer Hauptaxc h 
k Die Lage des Mittelpunctes D 0 wird clurch die zwei Gleichungen 

dl = q.AD 0 .BD 0 y und MA* = MJ\.MF (V 
oder, wenn MD 0 = x und MA — AIB — q gesetzt wird, clurch 
dl = * 2 ), und f = aiQc+dJ 

bestimmt. Daraus ergiebt sick 

Y V 3 Q 

x — -—===- = — : und d, = a — x — • 

1/1+2 a « 

Von den auf diese Weise bestimmten zwei Puncten D 0 und D‘ liege + 
erstere nach A und der andere nach B bin. Die Mittel puncte der beideihd 
Kreise D vertheilen sich nun so: „Die Strecke D 0 I) l cnthalt die Miti 
puncte aller reell beriihrenden Kreise D, wogegen die Mittelpuuctc u 
imaginar beruhrenden Kreise D in den beiden Strecken AD 0 und />*/*' 
liegen.“ Dabei ist 
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damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Die Beruhrungspuncte C der Kreise D mit der Enveloppe E konnen 
ferner auch auf folgende umstandlichere Art gefunden werden, was Bier noch 
um eines unten folgenden Satzes willen in Betracht gezogen werden -soil. 

Zieht man in alien Kreisen JD parallele Duiclimesser G G l d naci 
einer beliebigen Ricbtung R, so liegen ihre Endpuncte G und <?, jedesmal 
in irgend einem Kegelschnitte K [denn da d? = q.AD.BD, so ist 
y * = q( k t—aiX T-+-*), wenn man d = y, MD = x und MA = 7 setzt]. 
Wil'd nuu an diesen Kegelschnitt K im Puncte G die Tangente GF ge- 
legt, so- trifft diese die Axe X im namlichen Puncte F, aus welcliem die 
an den Kreis D gelegten Tangenten die verlangten Beruhrungspuncte 6 
geben (wie bei der obigen Construction). — Fur den oben genannten Ueber- 
gangsfail, d. h. fur den besonderen Kreis D 0 , hat man dabei das Merkmal, 
dass die Tangente GF mit der Richtung R und mit der Axe X gleiche 
Winkel bildet, oder dass D 0 F = D 0 G ist; und jenachdem sie mit R einen 
grosseren oder kleineren Winkel bildet als mit X, beriihrt der zu- 
gehorige Kreis D die Enveloppe E reell oder imaginar. Bei dem be- 
sonderen Kegelschnitte K 0 , der entsteht, wenn R zu X senkrecht ist, bildet 
also fur jenen Fall die Tangente GF mit der Axe X einen Winkel von 45 , 
und je nachdem sie mit derselben einen kleineren oder grosseren Winkel 
bildet, beriihren sich D und E reell oder imaginar. — Da beim Ueber- 
gangsfall E 0 F= D 0 G = D&, so folgt, dass die Tangenten GF und 
G X F dabei einen rechten Winkel bilden. Beilaufig mag noch bemerkt 
werden, dass aus der Bestimmungsart der Kegelschnitte K unmittelbar 
folgt, dass dieselben die Grundlinie AB zum gemeinsamen Durchmessoi 
haben (somit unter sich und mit E concentrisch sind), und dass der dem- 
selben conjugate Dui'clnnesser fur jeden K der zugehorigen Richtung R 
parallel und fur alle K von constanter Grosse ist, namlich er ist zugleich 
ein Durchmesser 2 d desjenigen Kreises D oder D m , dessen Mittelpunct 
in M fallt, so dass also = 2fi = 2'f ~\/q. Ferner folgt, dass jeder Kegel- 

schnitt K die Enveloppe E in zwei Puncten II und if,, namlich in den End- 
puncten eines ihnen gemeinsamen Durchmessers, beriihrt; dieser Durchmessei 
ist dadurch bestimmt, dass die Normalen (der E) in seinen Endpuncten dei 
jedesmaligen Richtung R parallel sind. Demzufolge ist E zugleich auch 
die Enveloppe der Schaar Kegelschnitte K, welche sammtlich Ellipscn 
‘ sind und innerhalb der Ellipse E liegen. Jener oben erwahnte besondere 
K 0 hat mit E die Axe 2(3 geinein und beriihrt sie in den Sclieiteln der- 
selben. — Fur die obige specielle Ellipse, die eintritt, wenn q_ — 1, und 
bei der a = p]/2 = fl/2, ist AB fur jeden Kegelschnitt K einer der 
gleichen conjugirten Durchmesser, indem 2d, n = 2(3 := 2~[ ; und daher wild 
in diesem Falle K 0 ein Kreis iiber dem Durchmesser AB. 

Wird oben anstatt des Theilungspunctes D zwischen A und B ein 
Theilungspunct S) in der Verlangerung der Grundlinie AB, also jenseits 
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A oder B angenommen, und wird sodann mit der dadurch bestira^b 
Geraden 8 um ihn ein Kreis 2) beschrieben, so gelangt man zu anal°$ en 
Resultaten. Namlich die Enveloppe E aller Kreise 2) ist eine Hyperbol ; 
die Kreise zerfallen in zwei Abtheilungen, die einen haben .mit E re0^ e? 
die anderen imaginary Berfihrung, nnd der Uebergang von den emeft r/Al 
den anderen gescMeht durch die Kriimmnngskreise 2) 0 in den Ba ll P^ 
scheiteln der Hyperbel E } etc. Ferner: Zieht man in den Kreisen je 0111 
System paralleler Durchmesser GG lf so liegen deren Endpuncte in eiucr 
Hyperbel K, welche die Hyperbel E in zwei Puncten H nnd II V 
in den Endpuncten eines gemeinsamen Durchmessers (eines reellen ot ^ r 
imaginaren) berfihrt; u . s. w. 

Bemerkung. Dass die obigen Kreise D eine Ellipse E zur Enve- 
loppe haben, und dass. die Endpuncte G und G 1 je eines Systems parallel^' 
Durchmesser derselben in einer anderen Ellipse K liegen, u. s. w., davmi 
kann man sich durch stereometrische Betrachtung, durch Projection, cine 
klare unmittelbare Anschauung, wie folgt, verschaffen. 

Man denke durch den Mittelpunct M einer Kugel eine feste Ebene ]\ 
die sie in einem Hauptkreise P schneidet; ferner einen der Kugel um- 
schriebenen (geraden) Cylinder T> dessen Axe t, die immer durch M gelil, 
gegen die Ebene p unter beliebigem Winkel X geneigt ist, unci welch or 
die Kugel in einem Hauptkreise © berfihrt, der mit dem Kreise P einen 
Durchmesser QR oder Y gemein hat. Der Cylinder T schneidet die 
Ebene p in einer Ellipse E, die M zum Mittelpunct und QR zur kleincm 
Axe (2)3) hat. Sei Z der auf der Ebene p senkrechte Kugeldurchmesser. 
und St nnd S3 dessen Endpuncte. Jecle durch Z gelegte Ebene schneidet 
die Kugel in einem. Hauptkreise geht die Ebene insbesondero durch Z 
und Y, so heisse der Kreis $ 0 . Jeder Kreis hat mit clem festenKrei.se 
6 einen Durchmesser gemein. Alle Kreise $ haben den Durchmesser 
SIS (oder Z) gemein, und die demselben conjugirten Durchmesser haben 
sie einzeln mit dem Kreise P gemein. Eine mit der Ebene p paralle le, 
aber bewegliche, Ebene p x schneidet die Kugel in einem kleinen Kreise SX 
dessen Mittelpunct 2) den Durchmesser 2123 zum. Ort hat. Der Kreis 5/ 
schneidet den festen Kreis 6 in zwei Puncten (5, die reel! oder imaginin' 
sein konnen, namlich es giebt zwei besonclerc Kreise 2) 0 und 2)J, welche 
den Kreis © nur berfihren, und fiber diese hinaus schneiden sich 2) um 
© niclit mehr reell, aber die Schnittlinie (S© ihrer verlangcrtcn Ebenen 
bleibt immerhin ihre ideelle gemeinschaftliche Chorde. Alle Kreise 2 
werden von der Ebene jedes Ivreises St in einem System paralleler Dureh- 
messer ©©j geschnitten, deren Endpuncte © und in St liegen ; u. s. w. 

Werden nun diese auf der Kugel beschriebonen Elemente imeli ,|,. r 
Bichtung der Cylinder-Axe t auf die feste Ebene p projieirt, so ergKbt 
sich Folgendes: 
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Der Kreis P entspricht sich selbst. Dem Kreise 6 entspricht die 
Ellipse E; dem senkrechten Durchmesser Z entspricht die grosse Axe X 
yon E; den Endpuncten St und 33 entsprechen die Brennpuncte A und 
B von E. Jedem Kreise © entspricht ein ihm gleicher Kreis D, dessen 
Mittelpunct D die Strecke AB der Axe X zum Ort hat; den zwei Schmtt- 
puncten <5 von © und @ entsprechen die zwei Beriihrungspuncte C von 
D und E; den besonderen zwei Kreisen © 0 und ©J entsprechen die 
Kriimmungskreise D 0 und D\ in den Scheiteln der grossen Axe X; und 
uberhaupt, jenachdem der Kreis © den Kreis © schneidet oder nicht, hat 
D mit E reelle oder imagimire Berulnung, mid der Schnittlmie SS der 
Ebenen von © und @ entspricht' immer die reelle oder ideelle Be- 
riihrungssehne CC von D und E. Die Kreise £ gehen in eine Schaar 
Ellipsen K fiber ; je einem System paralleler Durchmesser ©©, der Kreise 
© entsprechen parallele Durchmesser GG, der Kreise D, deren Endpuncte 
G und G, in je einer Ellipse K liegen; den Schnittpuncten § und 
von £ und @ entsprechen die Beriihrungspuncte II und H 1 von K und E, 
und PPE/j ist allemal gemeinsamer Durchmesser der letzteren; dem ge- 
meinsamen Durchmesser m aller Kreise R entspricht der gemeinsame 
Durchmesser AB aller Ellipsen K, und die diesen beiden Durchmessern 
beiderseits conjugirten Durchmesser lallen zusammen und sind zugleich 
die Durchmesser des Kreises P. Dem besonderen Kreise R a entspricht die 
besondere Ellipse K 0 , u. s. w. 

Die Yerhaltnisszahl oder der Coefficient q wird hierbei bestimmt dutch 

q — tangk 2 . 

Ist insbesondere der Winkel X = 45°, so ist q = 1^ und dann wird 

E die mehrerwahnte besondere Ellipse, bei der a p j/2. 

Anstatt der Kugel komiSn auch andere TJmdrehungsflachen zweiter 
Ordnung zu Hiilfe genommen werden, namlich die Spharoi'de und das 
zweitheilige Umdrehungs-IIyperboloid. Dabei ist in gleicher Weise die 
feste Ebene p durch den Mittelpunct M der Elache und senkrecht zu 
ihrer Drehaxe anzunehmen. Beim Hyperboloid ist dann der um- 
schriebene Cylinder T ein hyperbolischer, und sein Schmtt E nut der 
Ebene p ist eine Hyperbcl, und ebenso werden alle Kegelsclmitte K Hy- 

perbeln, u. s. w. ,111 

Bei diesen Fallen wird die Grosse q durch den Winkel X und durch 

die zwei verschiedenen Axen 2a, 2p der jedesmaligen Elache bestimmt, 
namlich es ist . ■ 

q = ~r fangX 3 , ■ 

wo 2a die ungleiche Axe ist, die in der Drehaxe Z liegt. . 
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§ 2 . 

Die vorstehende Untersnclumg fdlirte auf ein System yon Kreisen, welelie 
einen Kegelschnitt doppelt beriiliren. Aber es kamen clabei einerseih 
niclit alle Kreise in Betracht, welche den Kegelschnitt doppelt beriiliren. 
und andererseits stellten sich nicht alle Arten Kegelschnitte ein. Dies 
giebt Anlass, diesen Gegenstand fur sich etwas ausfiihrlicher zu erbrteni. 

Es bieten sich dabei noch einige nicht ganz uninteressante Eigenschafteii 
und Satze dar. 

1. Ein gegebener Kegelschnitt K kann, von zwei Systemen oder zwei 
Schaaren von Kreisen P und Q doppelt beriihrt werden, cleren Mittelpuncte 
in den beiden Axen X und Y cles Kegelschnittes liegen, und zwar ist jeder 
Punct in der einen oder der anderen Axe als Mittelpunct eines solchen 
Kreises anzusehen, der reell oder imaginar ist. Die Kreise P, deivn 
Mittelpuncte in der Hauptaxe X liegen, beriiliren den Kegelschnitt K w\ 
Innen und liegen ganz innerhalb desselben, wogegen die Kreise Q ; der u 
Mittelpuncte in der zweiten Axe Y liegen, denselben entweder von Aussvn 
beriiliren, oder ihn umschliessen und von ihm von Innen beriihrt wenkii 
Die erste Kreisschaar P besteht aus reellen und imaginaren Kreisen, w - 
gegen die Kreise Q der anderen Schaar sammtlich reell sind. Die reell : 
Kreise P der ersten Schaar zerfallen in zwei Abtheilungen, wovon tii 
einen mit K reelle und die anderen imaginare Beriihrung haben, (w^ 
bereits im Vorhergehenden sich herausstellte). Bei den Kreisen Q Intuit 
es von der Art des Kegelschnittes K ab, ob ihn dieselben alle reell I - 
riihren, oder ob sie, ebenso wie jene, in zwei Abtheilungen zerfallen, \u« 
von die einen ihn reell und die anderen imaginar beriiliren. 

Sei AA 1 = 2a die Hauptaxe, in X, und BB X = 2(3 die zweite Axe, in Y. 
seien ferner F und F 1 die Brennpuncte (in X ) und PP 1 = 2y; seien im:<: 

St und St 15 23 und SBj beziehlich die Krummungsmittolpuncte der xVv . 
Scheitel A und A n B und B x , und sei endlich M der Mittelpunct a 
Kegelschnittes K , so lasst sich das Gesagte bei den verschie denar 1 1 
Kegelschnitten, wie folgt, specieller angeben. 

a. Bei der Ellipse. 1) Die Kreise P werden von der Ellipse u: - 
schlossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P sind auf die Stive'; 
FF X beschrankt, und jeder derselben beriihrt die Ellipse reell oder imagin ’ > 
jenachdem sein Mittelpunct in der Strecke 2I3l x , oder in einer der Inn 
Strecken SIP oder \F X liegt. Der Kreis P wire! am. grossten, ein M 
mum, wenn er M zum Mittelpunct und BB L = 2(3 zum Durchmessor P. 
er wird urn so ldeiner, je weiter sein Mittelpunct von M abstelit, hi- : 
in den Grenzen P und P 1 sich auf seinen Mittelpunct reduoirt. 2) 1 
Kreise Q umschliessen die Ellipse mid beruhren sie reell oder imatP 
jenachdem der Mittelpunct in der Strecke 232 S 15 oder auf der einen t * 
anderen Seite jenseits dieser Strecke liegt. Der Kreis Q wird ein Min;. 
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mum, wenn er M zum Mittelpunct und AA , = 2a zum Durchmesser hat; 
er wil'd urn so grosser, je weiter sein Mittelpunct von M absteht. — In 
beiden Fallen findet der Uebergang von den reell zu den imaginar be- 
riihrenden Kreisen bei den Kriimmungskreisen in den Scheiteln der re- 
spectiven Axen AA t und BB t statt. 

b. Bei der Hyperbel. 1) Die Kreise P werden von der Hyperbel 
umsclilossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P liegen zu beiden 
Seiten jenseits der Strecke FF^ von deren Endpuncten an bis in’s Un- 
endliche, und jeder Kreis P beriilrrt die Hyperbel reell oder imaginar, 
jenachdem sein Mittelpunct jenseits der Strecke 3151,, oder in einer der 
beiden Strecken 21 F oder St,* 1 , liegt; in den Grenzpuncten Aund F v wird 
dor Radius dos Kreises gleich 0, etc. 2) Die Kreise Q beriibi'en die Hy- 
perbcl von Aussen, jeder beruhrt beide Zweige derselben, und alle be- 
riihrcn reell, so dass jeder Punct der unbegrenzten Axe Y Mittelpunct 
oines die Hyperbel reell und doppelt beruhrenden Kreises Q ist. Der 
Kreis Q wird ein Minimum, wenn er M zum Mittelpunct und AA 1 = 2a 
zum Durchmesser hat; er wird urn so grosser, je weiter sein Mittelpunct 
von M entfornt ist. 

c. Bei dor Parabel. 1) Die Kreise P werden von der Parabel 
umsclilossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P liegen von F an 
naoh Acm Inncrn der Parabel bis in’s Unendliche, und jeder Kreis P 
beruhrt die Parabel reell oder imaginar, jenachdem sein Mittelpunct jen- 
seits 21, oder in der Strecke P2t liegt; bei F wird der Radius des Kreises 
gleich 0, etc. 2) Hier ist die zweite Axe Y unendlich entfornt; als ihr ent- 
spreohen.de Kreise Q kann man die gesanunten Tangenten der Parabel 


^ Bomerkung I. Dio Radien der Kreise P und Q, welche naeh deren 
Beriihrungspuncten mit dem Kegelschnitte K gezogen werden, sind _ zu- 
„loioh die Nonnalcn des letzteren. Somit sind umgekehrt die beiden 
Kreisschaaren durcli die Normalen des Kegelschnittes K bestmamt, mim- 
lich dieselben, bis an die Axen X und Y genommen, sind die Radien der 
respectiven Kreise. Man erhalt aber, wie aus dem Obigen ersiclit ich, 
hierdurch niclit die ganze Kreis schaar P, sondern nur diejemge Abtheilung 
derselben, welche mit K reelle Beriihrung haben. Ebenso verhalt es sich 
mit der zweiten Kreisschaar Q im Falle, wo K erne Ellipse ist — 

II Von den zwei Kreisschaaren P und Q, die emen Kegelschmtt K 
doppelt beruhren, will ich hier beiliiufig folgenden Sate angeben: 

Hie gemeinschaftliche Secante SS irgend zweiei Kieise 
aus der namlichen Schaar und Hire Beruhrungssehnen 66 unc 
nn m it dem Kegelschnitte K sind parallel, und die erstei 
Hoo t immor in dor Mitte zwischen den beiden letzteren. (Dabei 
koimen die genannten dm Geraden reel! oder ideell sein.) Oder: 
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„Werden zwei gegebene Kreise N und jVj von irgend einem 
Kegelschnitte K doppelt beriihrt, aber beide gleifchartig, st» 
sind die beiden Beriihrungssehnen CC und C 1 C 1 imxner mit der 
gemeinscbaftlichen Secante SS der Kreise parallel und stehon 
gleichweit von ihr ab.“ — Die zwei ausseren, sowie die zwei imieren 
gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise N und sind als ein soldier 
Kegelschnitt K anzusehen; und far diesen besonderen Fall ist der Sam 
bekannt. — Uebrigens findet der Satz auch etwas allgemeiner statt, wib 
icli bei einer anderen Gelegenheit nachzuweisen mir vorbehalte. 

III. Die Kreise Q der zweiten Schaar baben unter anderen folgciule 
besondere Eigenschaft: 

„ Zielit man aus den Brennpuncten F und F l nach alien 
Tangenten des Kegelschnittes K Strahlen unter demselben be- 
liebigen Winkel 9, so liegen ilire Fusspuncte allemal in einem 
solchen Kreise Q, so dass durch Aenderung des Winkels 9 dir 
ganze Schaar von Kreisen Q erhalten wird.“ Oder umgekehrt: 
wegt sich ein beliebiger gegebener -Winkel 9 so, dass der eiim 
Schenkel stets einen festen Kegelschnitt K beriihrt, wahrend d»*r 
andere best a n d i g durch einen der beiden Brennpuncte F mb r 
F 1 desselben geht, so beschreibt sein Scheitel einen solcln-n 
Kreis Q, welcher den Kegelschnitt doppelt beriihrt (reell mb*-; 
imaginar) und scinen Mittelpunct in der zweiten Axe Y *b- 
letzteren hat. — Fur den besonderen Fall, wo 9 = 90 °, ist der Sam 
allgemein bekannt; ebenso fur den Fall, wo K insbesondere oine ParaR l 
aber 9 beliebig ist, und wobei der Kreis Q unendliclx gross, cl. li. Gv 
Gerade, eine Tangente der Parabel wird. — Zur weitcren Entwickohum 
dieses Satzes und seines Zusammenhanges mit anderen Eigenscliafien 
hier nicht der geeignete Ort.* 

2. Der Kiirze halber wollen wir die obige Annahme (1): „dass X d 
erste oder die Hauptaxe des gegebenen Kegelschnittes K sei a , fiir tun,. 4 
Augenblick anfheben, und vielmehr es unbestimmt lassen, ob X die 
oder zweite Axe, und ob die ihr zugehbrige Kreisschaar P die erste 
zweite sei, wobei dann in gleicher Weise unbestimmt bleibt, ob die in X 
liegende Axe AA 1 — 2 a, sowie die Brennpuncte F und F 1 und der,; 
Abstand FF X — 2y u. s. w. reell odor imaginar seien. Alsdann braimm 
man nur von einer Kreisschaar P zu sprechen und kann dock die uF- 
einstimmenden Eigenschaften beider Schaaren zugleich beschroiben. 

Einige schon im Fruhereri angedeutetc Satze (§1, 2 . Aullosung) laut \ 
nun vollstandigor, wie folgt: ' 

„Werden in einer Schaar von Kreisen P 7 welche einen 
benen Kegelschnitt K doppelt beriihren, nach beliebiger, Riehin , 
R parallele Durchmesser GG X gezogen, so liegen deren End pun; , 
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G und <?, in irgend einem anderen Kegelschnitte A i; _welchei 
FF zum Durchmesser hat, der mit den Brennpunc en un , 
zugleich reell oder imaginar ist. Der diesem Durchmesser FF 
conjugirte Durchmesser G°G\ in K, ist der Richtung R parallel, 
namlich er ist zugleich der Durchmesser 

P, dessen Mittelpunct in M liegt, und somit ist ei _ auch gleich 
der anderen Axe BB,= 2(B des gegebenen K . e 8 el80 “ te ' 8 .^ ^ 
und mit derselben zugleich reell odea imaging . 

Summe der Quadrate dieser oGiajuigirheii Durchme^ t ^ 

G°G° von A. gleich dem Quadrat der Axe A , 

W,rL diese Ujugirta Durchmesser vou K als seiche, lurch 2/ und 

2 q bezeichnet, so ist /=T und 9 = h ™ d da in K 
so ist auch, wie behauptet, s 

9 = « • 

Ferner- Der Kegelschnitt A, beruhrt den gegebenen K in den- 
Sen Puncten H und JJ„ in welchen di^.rmalen an 
'k der Richtung R parallel sind, somit in den Endpuncten ernes 
cremeinsamen Durchmessers EH, = 2A Die diesem Durchmesser 
in beTden Kegelschnitten A und K, conjugirten Durchmessei 
TL- * und LL=2l, fallen also auf einander, und die Diffe- 

^."iim Quadrate ist gleich dem Quadrat der anderen Axe 

BB des gegebenen Kegelschnittes K. Denn m 

ist = imd in Bezug auf A ist h +1 — a +P ’ 

folglich ist p—l* _ 02 . 

Wird die Richtung R so viel wie moglich geiindert, so entsteht eme 

Schaar von Kegelschnitten A,, oder abgekurzt S.K,, wecie msgesam 

foleende Eigenschaften haben: j 

Die S.K haben FF 1 zum gemeinsamen Durchmessei 

sind daher unter sich und mit K con °*“Y ’ ni . « K sind 
Durchmesser conjugirten Durchmesser G G, in dei .* p 
zugleich die gesammten Durchmesser desjemgen Kieises 1, 
welcher M zum Mittelpunct hat, also alle gleio i unc « 
gleich der anderen Axe BB, des K. Daher ist fur alle A, die 

lumme der Quadrate conjugirter Durchmesser constant u 

zwar gleich dem Quadrat der fhurten ■ Ase^M de s A d 
• t = Der fiber der- Axe AA,= 2a, als D uclimessci, 

beschMebene Kreis M hat daher die Eigenschaft, dass die aus 
Dgend einem Puncte » seines Umfanges an je emeu A gelegt^n 
Tangenten allemal einen rechten Winkel . bilden. Die S.R, 
haben den gegebenen Kegelschnitt A zur gemeinsamen Enve- 



408 


Elementare Losung einer geometrischen Aufg-abe, imd fiber emige 


loppe, namlich jeder von jenen beruhrt diesen in den End- 
puncten eines ilinen gemeinsamen Durchmessers EH U und zwar 
in denjenigen Puncten, in welchen die Normalen der zuge- 
horigen Kichtung R parallel sind. Die diesem Durchmesser 
HH l in dem jedesmaligen K x und in K conjugirten Durchmesser 
L 1 L x — 2l i und LL — 21 fallen auf einander, und die Different 
ihrer Quadrate ist constant, namlich gleich dem Quadrat der 
anderen Axe BB 1 — 2fi des K (oder V i — ^ = p 2 , oben).“ — „Legt 
man aus irgend einem Puncte^ des gemeinsamen Durchmessers 
FF X oder seiner Verlangerung an jeden K x zwoi Tangenten m 
und pff 1 , so liegen die Beriihrungspuncte g und g x siimmtlich 
in einem der Kreise P, die Beriihrungssehnen gg i sind Durch- 
messer desselben und schneiden sich somit in einem Punct.“ — 
„Die S.K t sind unter sich und im Allgemeinen auch mit K von 
gleicher Art, nur wenn K eine Ellipse und X ausdr iicklieh die 
zweite oder ldeine Axe derselben ist, sind die S.K X andorer 
Art, namlich Hyperbeln.“ 

Gemiiss einer friiheren Bemerkung (1, I) kann man den ersten Salz 
auch so aussprechen: 

„Werden die Normalen cines Kegclschnittos K bis an eine 
seiner Axen X gezogen und um die Punote, in welchen sie dieso 
treffen, so herumbewegt, bis sie irgend einer gegebenen Eich- 
tung R parallel sind, so liegen ihre Endpunctc allemal in irgend 
einem anderen Kegelschnitto K t , welcher jenen ersten in den 
Endpuncten eines ihnen gemeinsamen Durchmessers Illl x be- 
rrilirt, und welcher allemal den Ab stand FF t der in der Axe X 
liegenden Brennpuncte des K von einander zum Durclimosser 
hat.® U. s. w. 

8. Aus dem Vorhergehenden ergebon sich durch Umkehrung lid- 
gende Siitze: 

„Zieht man in einem gegebenen Kegelschnitto AT, ein System 
paralleler Sehnen GG X nach belie biger Eichtung R, so liegen 
ihre Mitten P in einem Durchmesser FF t — 2/ desselben; und 
beschreibt man fiber den Sehnen, als Durchmesser, Kreise /-. 
so haben diese irgend einon bestimmten anderen Kegelsch nil; 
ATzur Enveloppe, und zwar beriihron sic ihn doppelt, jeder in 
zwei Puncten C. Eine Axe AA X = 2a des K fiillt auf den Durch- 
messer FF X und die ihr zugehorigen Brennpuncte fallen in dosser 
Endpunctc F und F n so dass also FF t — 2j die doppelte Excen- 
tricitiit des K und dieser mit K x concentrisch ist. Die andere 
Axe BP, = 2§ des K ist dem zum System der Sehnen GG\ 
horigen, und dem FF t conjugirt.cn Durchmesser G°G1~2g de- 
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K x gleich. Daher ist das Quadrat jener Axe AA t des K gleich 
der Summe der Quadrate der conjugirten Durchmesser FF 1 un 
Gr°G° des K v Die aus eineru Scheitel A der Axe AA X an A, 
o-elegten Tangenten A© und A®, bilden einen recliten Winkel, 
und die Beriihrungssehne @@, gehort mit zum System von Sehnen 
qq sie ist der Durchmesser des Kriimmungskreises, oder lhre 
Mitte ist der Krummungsmittelpunct St des Kegelschnittes K in 
jenem Scheitel A (§1, 2. Auflosung). — Der Kegelschnitt K be- 
rfihrt den gegebenen AT, in den Endpuncten eines ihnen gemem- 
samen Durchmessers HH,, und zwar in denjenigen Puncten H 
und H,, in welchen die Normalen des A, der Richtung R und 
somit auch den Tangenten in F und F t an K x parallel sine. 
Daher sind die Brennpuncte F und F, und die Beruhrungspuncte 
H und E\ des K zugleich auch die Beruhrungspuncte der Seiten 
eines dem Aj umschriebenen Rechteclcs. Die dem Durchmesser 
EE 1 = 2h beiderseitig conjugirten Durchmesser 21 und 2l x fallen 
auf einander und es ist 

Wird die Richtung R so viel wie moglieh geiindert, so entsteht auf 
diese Weise bei demselben gegebenen Kegelschnitte A, eine Schaar von 
Ke^elschnitten K, oder S. K, welclie folgende gemeinsame Eigenschaft haben: 

„Die S.K haben mit AT, denselben Mittelpunct M. Alio K 
haben eine gleiche Axe AA 1 , deren Quadrat der^Summe der 
Quadrate je zweier conjugirten Durchmesser des AT, gleich .ist, 
daher sind sammtliche Axen AA X Durchmesser eines Kreises 
M, welcher in Bezug auf K x der Ort der Scheitel der ihm urn- 
' schriebenen recliten Winkel ist. Die in den Axen AA S lie- 
genden Brennpuncte A und A, der S. K sind zugleich die. End- 
puncte je eines Durchmessers FF l des AT,, und. somit ist 
ihr geometrischer Ort. Der genannte Kreis M ist ferner fiii 
jeden Aegelschnitt K der Ort der Fusspuncte der aus seinen 
Brennpuncten F und Aj auf seine Tangenten gefallten Perpen- 
dikel.“ — „Die anderen Axen BB \ der S.K sind respective den 
einzelnen Durchmessern des AT, gleich, namlich je dem, dei 
dem Durchmesser FF, conjugirt ist. Der Ort dor Endpuncte die- 
ser Axen BB 1 ist eine Curve vierten Grades*). “ — „ Jeder Kegel- 
schnitt Aberiihrt den gegebenen A* in don Endpuncten eines 
ihnen gemeinsamen Durchmessers EE 1 , in welchen Endpuncten 


*) Die Gleichung der genannten Curve ist 

+ + = (a 2 + 6 2 )(a 2 a 2 -l-AVh 

wobei a, 6 die Halbaxen des gegebenen Kegelschnittes K x sind. 
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namlich die Normalen der jedesmaligen Richtung R parallel 
sind; die beiden Brennpuncte F und F 1 und die beiden Be- 
ruhrungspunete E und H 1 jedes K sind immer zugleich die 
Beruhrungspuncte der zwei Paar Gegenseiten eines deni A) 
umschriebenen Rechtecks, und es giebt allemal einen zweiten 
K, welcher verwechselt H und H 1 zu Brennpuncten und A und 
F 1 zu Beriihrungspuncten hat.“ Und umgekehrt: „Die zwei Paar 
Beruhrungspuncte der Gegenseiten eines jeden dem A, um- 
schriebenen Rechtecks entsprechen in diesem Sinne zweien 
Kegelschnitten A.“ — „Die gemeinsame Enveloppe aller K 
besteht aus zwei Theilen, aus dem gegebenen Kegelschnitte 
R ' und aus dem genannten Kreise M; letzterer beruhrt jeden 
A in den Endpuncten A undd, seiner Axe AA r a — „Das dem 
A \ eingeschriebene Viereck, dessenEcken in den Beriihrungs- 
puncten eines umschriebenen Rechtecks liegen, wie FIIFJI M 
ist ein Parallelogramm, seine Seiten sind den Diagonalen des 
Rechtecks parallel, und von den sicli anliegenden Seiten des- 
selben ist die Summe oder der Unterschied constant, und a war 
gleich der Diagonale des Rechtecks, also FE-\-F l E = AA l — 
Die im vorstehenden Satze genannto besondere Sehne ©©, , 
Durchmesser des Kriimmungskreises P 0 im Scheitel A jedes 
A ' beruhrt oder hat zur Enveloppe oinen bestimmten Kogol- 
schnitt M f , namlicli die Polarfigur des Kroises M in Bozug 
auf den gegebenen Kegelschnitt K x ; dieser Kegelschnitt 71/, 
hat ebenfalls M zum Mittelpunct. Der Ort der Mitten der 
Sehnen oder der Krummungsmittelpuncto St aller K in 
ihren Axen-Scheiteln A (und A,) ist cine Curve vierton Gra- 
des*), die M zum Mittelpunct und zudem die Eigenschaft hat, 
dass je zwei Durchmesser dersolben, 2M, und 21° 31®, wclohe 
auf irgend zwei conjugirte Durchmesser FF l und G"G°, von K 
fallen, constante Summe oder constauton Unterschied haben, 
und zwar so, dass StSt, ±2t 0 2t“ = AA t = 2a ist, und dass ferner 
die Durchmesser St°SC“ der Curve cinzeln den D urchin ess ern 
©@, der genannten Kriimmungskreise P 0 gleich sind.“ Bonn auf 
je zwei conjugirte Durchmesser FF\ und G°G* des A, (Tali XX Fig. 4) fallen 
immer die Diagonalen AA 1 und A 0 A’ eines umschriebenen Rechtecks 
AAA 1 A l , und auch umgekehrt, und dabei sind die Seiten des zugehii- 
rigen eingeschriebenen Parallelogramms (gleichbedeutend mit 

dem genann ten FHF [Hj den Diagonalen des Rechtecks parallel, so dass 

*) Die Gleichimg dieser Curve ist 

(fl 3 +J 2 )(a 3 / + & 2 .r 2 ) 2 = a 4 6 4 (y 2 + ^ ? ), 
wo a und b die Halbaxen des K t sind. 


damit in Beziehung stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. 
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SISCj =@© 3 und 2 t° 2 l“ = ®@ 1 , und somit = ©@ 3 +®©, 

= AA 1 = 2a ist. Uebrigens 1st auch nacli fruherem (§ 1, 2'. Auflos.) 

/ 2 P P-\-ci 2 

AM=— und 4431° = —, und somit Mty.-\ r MW‘ — - — a. 

a a a 

Es folgt ferner: 

„Die Tangenten jedes Kegelscbnittes K schneiden alle den 
Kreis M; und umgekehrt: jede Sehne mn des Kreises M, die 
dcngegebenen Kegelschnitt nicht schneidet, beriihrt irgend 
zwei bestimmte Kegelschnitte K, und zwai sinddiese dadurcb 
b estimmt, dass die auf dieSebne, in deren Endpuncten to und 
n , orricliteten Perpendikel toto, und nn x den K x in den zwei 
Paar Brennpuncten F und F x derselben schneiden. Wenn ins- 
bosondere die Sehne mn den gegebenen Kegelschnitt K x be- 
riihrt, in einem Puncte H, so beriihren ihn auch die Perpen- 
dikel TOTOj und nn x in einem Punctenpaar F und F x , und als- 
dann fallen die zwei K in einen zusammen, welcher die Sehne 
mn und den K { in jenem Puncte H zugleich beriihrt; etc." 

„Die S.K sind im Allgemeinen mit K x von gleicher Art; 
wenn jedoch K x eine Hyperbel ist, so konnen die /S.A sowohl 
Ell ips'en als Hyperbeln sein, sowie auch imaginar werden." — 
Ueborlxaupt treten bei den angegebenen Eigenschaften verschiedene Modi- 
ficationen ein, wenn der gegebene Kegelschnitt K x eine Parabel odei 
eine besondero Hyperbel (gleichseitig, oder mit stumpfem Asymptoten- 
winkcl) ist. 

Aus der Bestimmungsart und aus den angegebenen Eigenschaften des 
dem K x eingeschriebenen Parallelogramms FEF \H X (oder ®©,® s © 8 , 
Taf. XX Fig. 4.) gelit hervor, dass seine Winkel durch die respectiven 
Normalcn (und Tangenten) des K x gehalftet werden, so dass daher, im 
Fallc K x eine Ellipse ist, sein Umfang ein Maximum sein muss 515 ), was 
don intorcssanten Satz giebt: 

„Unter alien einer gegebenen Ellipse AT, eingeschriebenen 
Viercckon hat dasjenige den grossten Umfang, dessen Ecken 
in den Beriihrungspuncten der Seiten eines der Ellipse um- 
Hch riebenen Bechtecks liegen; es giebt unendlich viele solche 
Viorecke, namlich jeder Punct der Ellipse ist Ecke eines 
sol chon Vierecks, dessen Umfang ein Maximum ist; aber alle 
die, so grossten Umfaiige sind einander gleich, undzwar gleich 
der doppelten Diagonale des genannten Rechtecks, oder gleich 
der vierfachen Sehne, welclie zwei Axen-Scheitel der Ellipse 


*) S. ineine Abhandl. im Journal de MatUm. de Mr. Liouville, tome VI, Oder im 
Journal /. Mathm Bd. 24 8. 151 von Crelle. Cf. Bd. II S. 241 dieser Ausgabe. 
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verbindet, also gleich 4|/(y-|-6 2 ) = 4a. Alle diese Vierecke von 
grosstem Umfange, die sammtlich Parallelogramme, sind 
zugleich einer bestimmten anderen Ellipse M 1 umschrieben 
deren Axen 2a,, 2\ auf die gleichnamigen Axen 2a, 21 der 


gegebenen 

Ellipse 

K x fallen. 

, und wel 

che mit letzten 

focal ist. 

Namlich 

z wischen 

clen Axen 

beider Ellipsen 

folgende G 

rossen-Relationen 

statt: 


a) 

a i 

a 2 

~~¥ 5 

(2) a) 

— aj = 0 »_ 

und daraus 





(3) 

a , = 

a 2 

und b l 


i 

i /«*+•&* 


1 /a 2 -M 2 ’ 

(4) 

a ; 2 = 

= a 1 (a l -\-b x ) 

unci b 2 

= b x (a l -+-6J; 

(5) 


(«i+0) 2 = 

= a 2 +b 2 = 

: « 2 ; 

(6) 


a A = 

a 2 b 2 

' ’ 


00 


ab = (cf/^ — j— b 

OVMT); 

etc. £c 


Hierbei will icb noclv eines interessanten Umstandes erwiihncn. Aus 
einem Satze namlich, der zu meinen Untersuchungon fiber Maximum und 
Minimum gehort, lasst sich leichl darthun, dass die namlichon genannten 
Yierecke ( FRF. \H X oder ©©,©,©,) in Bezug auf die zweite Ellipse if, 
zugleich auch die Eigenschaft haben, dass sie unter alien ihr umscliric- 
benen. Vierecken den ldeinsten Umfang haben, so dass man mit dem vor- 
stehenden zugleich den folgenden Satz hat: 

„ Unter alien einer gegebenen Ellipse M, umschriobenen 
Vierecken hat dasjenige den kleinstcn Umfang, bci wolchem 
die Normalen in den Beruhrungspunctcn seiner Seiten eiue 
Raute (gleichseitiges Yiereck) bilden. Es giebt unendlich 
viele solche Vierecke, deren Umfang ein Minimum ist, jode 
Tangente der Ellipse ist Seite eines dersolben, aber der Um- 
fang ist bci alien gleich, und zwar gleich der doppeltcn Summo 
der Axen der Ellipse, also = 4a 1 +4& 1 . Alio diese Vierecke, 
Parallelogramme, sind zugleich einer bestimmten anderen 
Ellipse K, eingeschrieben und haben unter alien ihr einge- 
schriebenen Vierecken den grossten Umfang; etc.“ 

Fur je zwei Ellipsen, deren gleichnamigo Axen auf einandcr liegeu 
und nach Grosse den obigen Gloicliungen (1) und (2) geniigen, linden also 
die angegebenen Eigenschaften statt, namlich, dass sich unendlich viele Pa- 
rallelogramme der einen einschreiben und zugleich der anderen umschreiben 
lassen, und dass der Umfang dorse! ben constant ist,' und dass dieser 
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Umfang bei der ersten Ellipse ein Maximum, dagegen bei der anderen 
ein Minimum ist in Bezug auf alle anderen Yierecke, welche jener ein- 
gescbrieben und dieser umschrieben sind. Auf je zwei conjugirte Durch- 
messer der inneren Ellipse fallen die Diagonalen FF 1 und HJS 1 
eines der genannten .Parallelogramme, sie werden durcli die aussere 

Ellipse A, begrenzt. . 

Der Inlialt der verschiedenen Parallelogramme ( FRF ;P,) ist^ mcht 
constant, so wenig als der Inhalt der zugehorigen (der Ellipse A, um- 
schriebenen) Rechtecke , „vielmeh r ist jener ein Maximum odei 
ein Minimum, und dieser gleichzeitig umgekehrt ein Minimum 
oder ein Maximum, wenn die Seiten des Parallelogramms 
beziehlich den gleichen conjugirten Durchmessern oder den 
Axen der Ellipse A, parallel sind, oder wenn die Diagonalen 
des Rechtecks 'auf jene .Durchmesser oder auf diese Axen 
fallen." Wird der Inhalt des Rechtecks durch R und der Inhalt des 
zugehorigen Parallelogramms durch P bezeichnet, so ist stets 

R . p = 8 a 2 5 2 = 8a, \ (a, + ) 2 , 

also das Product der Inhalte constant. Werden ferner die Maxima der 
Inhalte R und P durch R m und P m und die Minima durch R n und P n 
bezeichnet, so hat man 

R m z=2(a*-+-b i ') = 2(a 1 - J rb i y , und = 4aJ = 4(a, +&,) '■> 

Pn = ^ = 4 a, &, , und P m = 2ab = 2 (a, -+-6 X )V^ 5 

cc — f-6 

R m ±R n = 2(a±5) 2 ; 

P m ±P n == 2(1 /a( ±l/6,) 2 ]/«, \ ; etc. 

Ueber die der Ellipse A, umschriebenen Rechtecke AA°A X A\ und 
die zugehorigen eingeschi'iebenen Parallelogramme ®@,@ 2 © 3 (oder FHF 1 H 1 ) 
will ich hier noch folgende Eigenschaften angeben. Man bezeichne die 
Brennpuncte der Ellipse A, durch P und B 1 und setze PP, 2b. . 

„Die vier Ecken jedes der genannten Rechtecke liegen 
mit den beiden Brennpuncten P und P, in einer gleichsei- 
tigen Hyperbel$, welche mit der Ellipse A, concentrisch ist, 
nlimlich AA X , A 0 A 0 ,, PP, zu Durchmessern und M zum Mittel- 
puncte hat; und ebenso liegen die Ecken des Parallelogramms 
@©,@ 2 ®,, mit den Brennpijncten P und P, in einer anderen 
gleichseitigen Hyperbel £,, welche mit $ den Durchmesser 
PP, gemein hat, und also mit ihr und mit A; concentrisch 
ist/ Die Hauptaxen 2a und 2a, dieser beiden zusammengeho- 
rigen, gleichseitigen Hyperbeln <§> und bilden einen con- 
stanten Winkel von 45 Grad, und zudem ist die Summe der 
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Biquadrate dieser Axen constant, und zwar deni Biquadrate 
jenes Durchmessers BB 1 oder 2 b gleich, Oder 

= & 4 . 

Die auf diese Weise bestimmten zwei Schparen gleichseitige 
Hyperbeln, £(#) und £(£,), sind im Ganzen nur cine und die- 
selbe Schaar, undals solche einfacb dadur cli bestimmt, 

dass sie den reellen Durchmesser BB X gemein haben. Hire Tan- 
lenten in den Scbeiteln ilirer Hauptaxen beruhren sammtlicli 
diejenige§ 0 unteribnen, welche die grosstoAxe, namliohden 
Durchmesser BB 1 zur Hauptaxe hat. Daher liegen die Haupt- 
scheitel der $(#, in einer Lemniscate, welche BB l zur Axe 
und M zum Mittelpuncte hat." In dem Gesagton. ist somit auch 
der Satz enthalten: „Die Lemniscate hat die Eigenschaft, dass 
die Summe der Biquadrate je zweicr Durchmesser dorse] ben. 
welche einen Winkel von 45 Grad cinschliessen, constant, 
und zwar dem Biquadrat ihrer Axe gleich ist." 

Durch Umkehrung folgt: 

„Jede gleichseitige Hyperbel § (oder $,), welche mil; oilier 
gegebenen Ellipse K x concentrisch is t und durch doron liroinn 
puncte By B x geht, schneidet diesclbc in don Eckon (05, 
irgend eines ihr eingeschriebcncn Parallclogramms, odor in 
den Beriihrungspuncten der Seiten eines ihr unischriebeiuui 
Rechtecks." Oder: 

„Die Schaar gleichseitiger Hyperbeln welche einen 
nach Grosse und Lage gegebenen 1) urchniesser BB X gemein 
haben, besitzen die Eigenschaft, dass die Tan gen ten in iliren 
II a u p t s c h e i t e 1 n sammtlich e i n e u n d d i e s e I b o 1 1 n d z w a r d i »• 
jenige unter ihnen beruhren, welche jo non .Durchmesser 
zur Hauptaxe hat; dass ihre Hauptsehcitel in einer Lemnis- 
cate liegen, welche denselben Durchmesser BB X zur Axe. hat. 
und dass auch ihre Brennpuncte in einer Lemniscate liegen. 
etc." Und fenier: „Jedermit den Hyperbeln concentrische Krei- 
My dessen Durchmesser grosser als B.B X *ist, schneidet jmL 
derselben in den Ecken eines Rechtecks AA () A X /V^ und nib* 
diese Rechtecke sind einer und derselben Ellipse A‘ , welele 
die Endpuncte 1 B und B x jenes Durchmessers zu B ren n puncte^ 
hat, umschrieben und beruhren sie in solch.cn 4 Punotm, 
etc." Oder: „Jede Ellipse K x , welche Vlie Endpuncte des Durch 
messers BB X zu Brennpuncten hat, schneidet jede Hy perl, mi 
£ in den Ecken eines Parallelogr amm s, alio diese Parallel* 
gramme haben' gleiclien Umfang und sind zugleiclt einer uu* 
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deren Ellipse M x umschrieben, welche mit jener concentrisch 
ist; u. s. w. — 

4. Die obige Betrachtung der beiden Kreisschaaren P und Q (1. u. f.), 
welcbe eiiien gegebenen Kegelschnitt K doppelt beruhren, ist iibrigens 
nur ein besonderer Fall von der allgemeinen Betrachtung, wo der gegebene 
Kegelschnitt K von solclren beliebigen anderen ATegelschnitten P und Q 
beriihrt werden soil, welche durch zwei gegebene Puncte a und gehen. 
Denn unter dieser Bedingung flnden bekanntlich gleicherweise zwei Kegel- 
schnitt-Schaaren P und Q statt, welche die Eigenschaft haben, dass ihre 
Beriihrungssehnen PP, und £}Q, mit K beziehlicli durch zwei feste Puncte 
p und q in der Geraden ab gehen. Diese Puncte p und q sind auch 
dadurch bestimmt, dass sie sowohl zu den gegebenen Puncten a und b, 
als auch zu den Schnitten s und t der Geraden ab und des Kegelschnittes 
K zugeordnete harmonische Puncte sind. In jenem speciellen Falle nun, 
wo bloss verlangt wird, die Kegelschnitte P und Q sollen Kreise sein, 
werden durch diese Bedingung die Puncte a und b stillschweigend gesetzt, 
aber sie sind imaginar und liegen auf der unendlich entfernten Geraden 
ab der Ebenc; dagegen bleiben die genannten festen Puncte p und q reell 
und liegen nach den Richtungen der Axon X und Y des Kegelschnitts 
K auf der unendlich entfernten Geraden ab, so dass die Beriihrungssehnen 
5)3^ un d beziehlicli diesen Axen parallel laufen. 

1 5. Wollto man die obige Betrachtung in der Art umkchren, dass 
man zwei beliebige Kreise M und N als gegebon annahmo und sodann 
die siimmtlichon Kegelsclmitte K beriicksichtigte, welche dieselben doppelt 
beriihren, so wurde man zu neuen Resultaten gelangen, dcien Entwickelung 
hier zu weit fiihren wiirde. Aber auch diese Betrachtung ware wiederum 
nur ein besonderer Fall von derjenigen , wo statt der gegebenen Kreise 
zwei beliebige Kegelschnitte M und N angenommen werden, und woriiber 
ich das Nahere bei einer anderen Gelegenheit mitzutheilen mir vorbehalte. 
Hier will ich mich auf folgende, darauf beziigliche Angaben bescliriinken. 

Die Aufgabe: 

„Einen Kegelschnitt K zu finden, welcher jeden von drei 
gegebenen Kegelschnitten M, N, 0 doppelt beriihrt," 
ist 'im Allgemeinen mehr als bestimmt, und nur unter gewissen beschriin- 
kenden Bedingungen moglich. Diese Bedingungen lassen sich, wie folgt, 
naher angeben. 

Ein Kegelschnitt hat unendlich viele Trippel zugeordnete harmonische 
Pole x, y, z und zugeordnete harmonische Gerade X, Y, Z. Je zwei (in 
derselben Ebene liegende) Kegelschnitte haben ein solches Trippel zuge- 
ordnete harmonische Pole x, y, z und Gerade X, Y, Z gemein, und zwar 
sind jene die Ecken und diese die Seiten eiues und desselben Dreiecks, 
oder sie haben drei Paar sich zugehorige Pole und Polaren x und X , y 
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unci Y, z und Z gemein (Abhang. geom. Gestalten § 44 S. 165 u. 166)*). 
Ferner haben die zwei Kegelschnitte drei Paar gemeinschaftliche Secanten 
T nnd j 1 , 9 und 3 und & (reell oder imaginar), welche sicli beziehlich 
in jenen Polen x, y, z schneiden. 

Nun seien a und A irgend eins der drei Paare von sich zugekorigen 
gemeinschaftlichen Polen und Polaren der gegebenen Kegelschnitte M und Ah- 
em eben solches Paar seien b und B von den Kegelschnitten M und Q 
und ein gleiches Paar seien c und C von den Kegelschnitten N und 0; 
ferner seien a und , [3 und (3, , y und y, die in den Polen a, b, c sich 
schneidenden gemeinschaftlichen Secanten der respectiven Kegelschnitte 
M und N, M und 0, N und 0; und endlich seien A 1 , B x , 6 ) die Seiten 
be, ac, ab des Dreiecks abc, so wie a x , b x , c, die Ecken des Dreiscits 
ABC, so sind die genannten Bedingungen folgende: 

„Die Dreiecke abc und ABC (oder a l b 1 c 1 ') miissen perspec- 
tivisch sein, d. h. die drei Geraden aa,, bb x , cc x durch ihre ent- 
sprechenden Ecken miissen sich in einem Puncte treffen, oder, 
was- gleichbedeutend ist, die drei Schnittpuncte ihrer ent- 
sprechendon Seiten ( A und A x , B und B , , C und 6[) -musseii 
in einer Geraden liegen; und ferner miissen die Seiten und 
C [ zu den Secanten a und a,, sowie die Seiten A x und 6 ) zu den 
Secanten fi und (3,,, und ebenso die Seiten A , und B , zu den 
Secanten y und y x harmonisch sein.“ 

Finden sich diese Bedingungen erfiillt, so giebt es einen Kegelschnitt 
K, welcher die drei gegebenen Kegelschnitte M, N und O doppelt beriihit, 
und zwar .sind dann die Seiten A,, B i: C x des Dreiecks abc zugloich 
seine Beriihrungssehnen mit den respectiven Kegelschnitten M, N, 0; 
auch sind a und A, b und B, c und C drei Paar sich entsprechondc 
Pole und Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt K, und diesor ist (lurch 
dieselben bestimmt.. Und umgekehrt: wenn ein Kegelschnitt E irgeni 
drei andere Kegelschnitte M, N, 0 doppelt beruhrt, so finden die genanntm; 
Eigenschaften statt. — Lasst man jeclcn dor drei Kegelschnitte M, N, i * 
entweder 1 ) in zwei Puncte oder 2) in zwei Gerade iibergehen, so iv-- 
sultiren aus den angegebenen Bedingungen die bekannten Pascal' schen und 
Brianchon'aohsa Satze fiber das einem Kegelschnitte K eingeschrieben 
oder umscliriebene Sechseck. Ferner erhalt man andere speoielle SiiU . 
wenn von den drei Kegelschnitten M, N, 0 entweder 3) zwei in zud 
Paar Puncto und der dritte in ein Paar Gerade, oder 4) einer in zw . 
Puncte und jeder der beiden ubrigen in zwei Gerade ubergeht. 

6 . In Riicksicht auf bloss einfachc Beriihrung der Kegelschnitte nut- : 
einander ist meines Wissens bis jetzt noch wenig geschohen. In iiltc-r •* 


*) Of. Bd. I. S. 351 dieser Ausgabe. 
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und selbst bis in die neueste Zeit hat man sicli fast ausschliesslich nur 
mit dem sehr beschrankten Falle, mit dem Beruhrungsproblem bei Kreisen 
beschaftigt , aber nicht mit den entsprechenden Aufgaben bei den allge- 
meinen Kegelschnitten. Die letzteren sind aber auch in der That ungleich 
schwieriger. Urn dies zu zeigen, wird es geniigen, hier nur die folgende 
Hauptaufgabe hervorzuheben, namlich: 

„ Einen Kegelschnitt K zu finden, welcher irgend fiinf 
gegebene Kegelschnitte beriihrt. “ 

Beschrankt man sich darauf, nur die Anzahl der fraglichen Kegel- 
schnitte A; nicht diese selbst zu finden, so lasst sich schon an gewissen 
speciellen Fallen ermessen, dass dieselbe bedeutend grosser sein muss, als 
bei dem Problem fiber die Kreise, wo bekanntlich drei gegebene Kreise 
von 8 verschiedenen anderen Kreisen beriihrt werden konnen. Denn z. B. 
schon fur den Fall, wo jeder der fiinf gegebenen Kegelschnitte aus zwei 
Geraden besteht, giebt es 32 Kegelschnitte K, welche der Aufgabe ge- 
niigen ; und eben so viele giebt es, wenn jeder der gegebenen Kegelschnitte 
aus zwei Puncten besteht. Und wenn ferner von den fiinf gegebenen 
Kegelschnitten drei aus drei Paar Geraden und zwei aus zwei Paar Puncten 
bestehen, so finden schon 128 Auflosungen statt; und eben so viele finden 
statt, wenn zwei der gegebenen Kegelschnitte aus zwei Paar Geraden und 
die drei iibrigen aus drei Paar Puncten bestehen. Diese respectiven 32 
und 128 Kegelschnitte K sind fibrigens auch selbst leicht zu finden, und 
/Avar auf elementarem Wege, wie aus meinem kleinen Buche' 1 ') zu er- 
sehen ist. Hiernach wird man um so inehr eine hohe Zahl von Losungen 
zu gewartigen haben, wenn die gegebenen fiinf Kegelschnitte beliebig sind*' 1 *). 

Burch eine gewisse geometrische Betrachtung glaube ich nun gefunden 
zu haben: 

„Dass fiinf beliebige gegebene Kegelschnitte im Allge- 
meinen (und hochstens) von 7776 anderen Kegelschnitten 
K beriihrt werden. “ 

Mein Yerfahren erhebt sich stufenweise bis zur vorgelegten Aufgabe. 
Namlich zuerst stelle ich die Frage: 

„Wie viele Kegelschnitte K giebt es, welche durch vier 
gegebene Puncte gehen und einen gegebenen Kegelschnitt 
beruhren?“ 


Die geom. Constructionen ausgefiihrt mittelst der geraden Linie nnd eines festen 
lireiscs. §20, S.97u.99. Berlin 1833, bei F.Dummler. Of. Bd.I S.514 u. 515 dieserAusgabe. 

**) Selbst bei den genannten besonderen Fallen lasst sich schon eine weit grossere 
Zahl von Losungen nachweisen als die angegebene, wenn bemerkt wird, dass ein Kegel- 
schnitt JO einen anderen, welcher 1) aus zwei Geraden oder 2) aus zwei Puncten be- 
steht, schon beriihrt , wenn er nur 1) durch den Schnittpunct der Geraden geht, odei 
2) die durch die Puncte gezogene Gerade beruhrt. 
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Hier ist leicht zu beweisen, dass es im Allgemeinen 6 solche Kegcl- 
schnitte K giebt. Sodann ist die zweite Frage: 

„Wie viele Kegelschnitte K konnen durch drei gcge- 
bene Puncte gehen und zwei gegebene K egelschnitte 
beriihren?" 

Hier stellt sick heraus, dass es 6.6 = 36 solche Kegelschnitte giebt, 

Und wird auf diese Weise fortgefahren, so gelangt man zuletzt zu 6 s = 7776 
Kegelschnitten K, welche der obigen Aufgabe entsprechen. 

Bemerkung. 

7. In Bezug auf den obigen Satz iiber die der Ellipse eingeschrie- 
benen oder umschriebenen Yierecke von beziehlich grosstem oder klein- 
stem Umfange ist zu bemerken, dass derselbe nur ein einzelner Fall eines 
umfassenderen Satzes ist, welehen ich hier nebst noch einigen anderen 
Siitzen mittheilen will, die sammtlich aus meinen anderweitigen Unter- 
suchungen iiber Maximum und Minimum entnommen sind. 

„Einer gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele solche 
convexe m-Ecke einschreiben, deren Umfang ein Maximum ist. 
namlich jeder Punct der Ellipse ist Ecke eines solchen m-Eclcs. 

A lie diese w-Ecke sind zugleich einer bestimmton anderen El- 
lipse umschrieben, und in Rucksicht auf alle anderen dersclhen 
umschriebenen convexen w-Ecke ist ihr Umfang ein Minimum." 
Oder auch umgekehrt: j 

„Einer gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele sololm I 
convexe w-Ecke umschreiben, deren Umfang ein Minimum ist, j 

namlich jede Tangente der Ellipse ist Scite eines solchen j 
n-Ecks; und alle diese »-Ecko sind zugleich einer bestimmton • 
anderen Ellipse eingeschriebon und haben unter alien ihr ein- 
geschriebenen convexen ra-Eckcn don grossten Umfang, umi 
zwar haben alle denselben Umfang." 

Dieser Satz gilt nicht allein fur die gewohnlichen ra-Eekc von tmr 
einem Umlaufe, sondern ebenso fur diejonigen von 2, 3, 4, . . .wl iu- 
liiufen, welche, trotzdem ihre Seiten einander durchkreuzen, dennoch convei 
sein konnen (so z. B. bilden die 5 Diagonalen eines regelmassigen Fi'mf 
ecks ein convexes Fiinfeck von zwei Umlaufon). Namlich ctwas ail- 
gemeiner gefasst hat man statt des vorstehcnden Satzes den folgemlen: 

„Yon irgend einem Puncte A eines gegebenen Kegelschnitt 
K gehe ein Lichtstrahl unter beliebigcm Winkel a aus mi i 
treffe den Kegelschnitt in einem zweiten Puncte B, werde hie: 
von demselben reflectirt, oder (falls der reflectirte Strahl den 
Kegelschnitt nicht trifft) so gebroch.cn, dass der gobroch 
Strahl gerade die entgegengesetzte Richtung des reflect. i rt en 
hat, ebenso geschehe es in alien folgenden Puncten C, D, E, .... 
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in welchen der Lichtstrahl den Kegelschnitt trifft, so beriihrt 
der Lichtstrahl fortwiihrend einen bestimmten anderen Kegel- 
schnitt K x ; und lasst man sodann ferner von einem beliebigen 
anderen Puncte A x des ersten Kegelschnittes K einen neuen 
Lichtstrahl A X B X so ausgehen, dass er den zweiten Kegelschnitt 
K x beriihrt, dann aber von clem ersten, ebenso wie der erste 
Lichtstrahl, wiederholt reflectirt oder gebrochen wird, so be- 
rvihrt er gleicherweise auch fortwiihrend den namlichen zwei- 
ten Kegelschnitt K x . a 

Bei diesem Satze findet je einer von zwei verschiedenen Fallen statt, 
namlich der Lichtstrahl kehrt e lit we der 

a) nach einer bestimmten Anzahl, u, von Umlaufen in den Anfangs- 
punct A zuriick, oder 

b ) er kehrt nie (oder nur nach unendlich vielen Umlaufen) dahin 
zuriick. 

Im ersten Falle (a) durchlauft der Lichtstrahl die Seiten eines ge- 
schlossenen Vielecks N, etwa von n Seiten und u Umlaufen, welches dem 
Kegelsclmitte K eingeschrieben und zugleich dem Kegelschnitte K x um- 
schrieben ist; und dabei kehrt der Lichtstrahl unter gleichem Winkel a nach 
dem Anfangspuncte A zuriick, wie er von da ausgegangen ist, so dass er bei 
fortgesetzter Bewegung das namliche w-Eck N wiederholt beschreibt. Und 
in diesem Falle beschreibt dann ferner auch jener genannte zweite Licht- 
strahl A r B l , der von einem beliebigen anderen Anfangspuncte A x ausgeht, 
allemal ebenfalls ein ge.schlossenes, mit dem vorigen gleichnamiges Po- 
lygon N x , d. h. von gleicher Seitenzalil n und gleicher Umlaufszahl u. 

Ist nun der erste Kegelschnitt K eine Ellipse, und soil das Polygon 
N convex sein, so ist dann auch der zweite Kegelschnitt K x eine Ellipse, 
und alsdann haben die verschiedenen w-Ecke N, N J} ... die oben ge- 
nannte Eigenschaft, dass sie unter alien der Ellipse K eingeschrie- 
benen oder der Ellipse IT, umschriebenen gleichartigen w-Ecken 
bezielilich den grossten oder kleinsten Umfang haben, und dass 
sie unter sich gleichen Umfang haben. 

Der Leitstralil aus einem Brennpunct der Ellipse K nach jeder Ecke 
des n-Ecks N (oder N x , . . .) theilt den zugehorigen Polygonwinkel in 
irgend zwei Theile a und y; wird die Summe der Cosinusse aller dieser 
Winkeltheile x, y mit der halben grossen Axe der Ellipse K multi plicirt, 
so erhiilt man den Umfang U des m-Ecks; oder in Zeichen 

17= «2(cosa!+cos2/)= 2a2[cosK«-+-2/)cos^(a— y)]. 

In der oben citirten (3. Note) Abhandlung liber Maximum und Mini- 
mum linden sich die Bedingungen angegeben, unter denen der Umfang 
eines geradlinigen Polygons N, welches einem beliebigen Curven-Polygon 
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P oder einer einzelnen Curve P oder einem anderen gleiclmamigen gerad- 
linigen Polygon P eingeschrieben ist, ein Minimum oder ein Maximum 
wird. Den dortigen Satzen sind die nachfolgenden zur Seite zu stellcn. 

a. „Unter alien einem gegebenen (geradlinigen) ra-Eck N 
umschriebenen w-Ecken kann der Umfang nur bei demjenigen, 

JV , ein Minimum sein, welches die Eigen sell aft hat, dass In 
Betracht jeder Seite desselben das aus der in ihr liegendon 
Ecke des w-Ecks N auf sie errichtete Perpendikel mit den 
beiden Strahlen, welche die an dieser Seite liegenden Aussen- 
winkel des w-Ecks halften, in einem Puncte zusammentrifft. 

Mag auch die Construction des o-Ecks schwierig sein, so ist da- 
gegen, wenn umgekehrt dasselbe als gegeben angenommen wird, alsdunu 
dasjenige w-Eck N, welchem es mit kleinstem Umfange umschrieben ist. 
sehr leicht zu construiren, wie aus dem Satze selbst erhellt. 

p. „Unter alien einem gegebenen Curven-Polygon P oder 
einer einzelnen gegebenen Curve P umschriebenen geradlinigen 
Polygonen P 1 von gleicher Seitenzahl kann nur bei demjenigen 
der Umfang ein Minimum sein, welches die Eigensehaft hat. 
dass in Betracht jeder Seite desselben die Normale in ihrem 
Beruhrungspuncte mit den beiden Geraden, welche die der So 
anliegenden Aussenwinkel des Polygons I\ halften, in irgoml 
einem Puncte zusammentrifft . “ 

Diese beiden Satze (a. und p.) finden ubrigeus auf analoge Wei sc 
auch filr die spharischen Figuren statt. 

Fur den speciellen Fall, wo das umzuschreibende Polygon I\ nur ein [ 
Dreieck sein soli, hat die angegebene Bedingung (p.) zur Folge: „das- ; 
die drei Normalen in den Beriihrungspuncten der Seiten <lo ; 
Dreiecks sich in einem und demselben Puncte trel'fen.“ Vm i 
in Riicksicht des ersten Satzes (a.) folgt ebenso: „dass die in den 
Ecken cles Dreiecks N auf die Seiten des Dreiecks erricli* 
teten drei Normalen in einem Puncte zusammentreffen.* 


TJeber das grosste Product der Tlieile oder 
Summanden jeder Zabl. 


Crelle’s Journal Band XL. S. 208. 




Ueber das grosste Product der Tbeile oder 
Summanden jeder Zabl. 

Wird eino gegebene Zahl a in zwei beliebige Tbeile zerlegt, so ist 
bekanntlich das Product der Theile am grossten, wenn dieselben gleich 
sind.- Ebenso verhalt es sicb, wenn die Zahl a in 3, 4, 5, . . . » 1 beiie 
zerlegt wird. Da aber die hierbei entstebenden grossten Producte unter 
sich verschieden sind, so entsteht die Erage: „in wieviele gleiche 
Theile oder in was fiir Theile die Zabl a zerlegt werden musse, 
damit das Product derselben am allergrossten, ein Maximum 

M aX Man 1 findet leicbt^'dass jeder Theil gleich «, d. h. gleich der Grundzahl 
der natiirlichen Logarithmen, und somit die Anzahl der Theile gleich — 
sein muss, so dass also das verlangte grosste Product 


ist. Oder da |/e= 1,4446..., so ist das grosste Product der Summanden 
ieder Zahl a 

= (1,4446...)®. 

Wenn also m = yz— a, so ist immer 

e x > s !/ . 

Fiir fl==1 wird * = mid da man dabei auch y = — annehmen 
kann, so hat man 

e _ z ~ 

j/e ;> j/z, oder e z > z e , 

d. h. Wird iedeZahl durch sich selbst radicirt, so gewahrt die 
Zahl’e die allergrosste Wurzel;“ oder: „Die Zahl e hat die Ei- 



424 Ueber das grosste Product der Theile Oder Summanden jeder Zahl. 

genschaft, dass sie, mit jeder anderen Zahl z gegenseitig po- 
tenzirt, allemal die grossere Potenz giebt." 

Yerlangt man zwei Zahlen b und c, far welche 

b c 

]/b — Yc oder b c = c b 

sein soil, so ist die eine, etwa b, kleiner und die andere c grosser als e; 
namlich b hat den Spielraum von e bis 1, wahrend c von e bis oo waclist. 
Es giebt nur einen Fall, wo b und c ganze Zahlen sind, namlich 2 und 
4. Wenn d>c>e , so ist immer 

C __ d __ 

1 /c > Yd, oder c d > d c . 

Berlin, im Marz 1850. 
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Lehrsatze. 

1. a) „Werden einem vollstandigen Yierseit irgend zwei 
Kegelschnitte eingesclirieben, so liegen die acht Puncte, in 
welchen sie die Seiten beriihren, allemal in irgend einem 
dritten Kegelschnitte." 

Und umgekehrt: 

b) „Legt man durch die vier Beriihrungspuncte eines dem 
Yierseit eingeschriebenen Kegelschnittes einen beliebigen an- 
deren Kegelschnitt, so schneidet dieser die Seiten in vier sol- 
clien neuen Puncten, in welchen dieselben allemal von irgend 
einem dritten Kegelschnitte beruhrt werden konnen." 

Ferner: 

c) „Die gegenseitigcn vier Schnittpuncte je zweier dem- 
selben Yierseit eingeschriebenen Kegelschnitte liegen 
mit jedem der drei Paar Gegen-Eckon des Yicrseits zusammen 
in einem Kegelschnitte." 

Und ferner: 

d) „Yon don acht Beriihrungspuncten je zweier demselben 
Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte liegen zwolf mal vier 
mit irgend zwei der vier gegenseitigen Schnitte der letzteren 
zusammen in einem neuen Kegelschnitte. Die daduich be- 
st i m m ten neuen zw o|l f Kegelschnitte ordnen sich in sechs 
Paare, welche einander doppelt beruhren; namlich durch je 
zwei der genannten vier Schnitte gehen zwei neue Kegelschnitte, 
die sich in denselben beriihren." 

Analoge Eigenschaften fmden in Riicksicht des vollstandigen Vier- 

ecks statt. 

2. „Beim vollstandigen Viereck im Kreise haben die Recht- 
eclce unterden drei Paar Perpendikeln, welche aus irgend einem 
Puncte des Kreises auf die drei Paar Gegenseiten des Yierecks 
gefallt werden, jedesmal gleichen Inhalt." 

3. a) „ Werden einem Dreiseit ABC irgend vier Kegel- 
schnitte eingesclirieben, so haben je zwei derselben (ausser 
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den drei Seiten des Dreiseits) noch eine vierte gemeinschaft- 
liehe Tangente T, was zusammen sechs T giebt; diese seeks 
T schneiden jede der drei Seiten A, B und C in sechs solckcn 
Puncten* welche Involution bilden." (Namlich die Tangente je 
zweier Kegelschnitte und die Tangente der jedesmaligen beiden anderen 
geben je ein Paar conjugirter Puncte.) 

b) „Wenn irgend vier Kegelschnitte einen Brennpunct und 
eine Tangente A gemein haben, so haben sie, zu zwei und zwei, 
noch sechs Tangenten T gemein, welche jene Tangente A in 
sechs Involutionspuncten schneiden." 

c) „Haben vier Parabeln den Brennpunct gemein, so haben 
je zwei derselben nur eine gemeinschaftliche Tangente T 
(ausser der unendlich entfernten), was zusammen seeks T giebt. 
Die aus irgend einem Puncte p auf diese sechs T gefallton 
Perpenditel (sowie auch die durch p den sechs T parallel gc- 
zogenen Geraden) bilden jedesmal Involution." 

4. a) „Sind in einer Ebcne eine Parabcl F 1 und irgend ein 
System confocaler Kegelschnitte (P in fester Lago gegobou, so 
hat die P 2 mit jedem 6' 2 vier Tangenten gemein, von welchen 
P 2 in je vier Puncten a, b, c und d beriihrt wird. Das Product 
der aus dem Brennpunct der Parabcl nach den je vier Beriih- 
rungspuncten gezogenon Leitstrahlcn ist constant, also 
fa.fb.fa.fd — constant." 

Wird die Parabel von den aus den gemoiuschaftliohcn Brennpuucteu 
der Kegelschnitte C' 2 an sie gezogenon zwei Paar Tangenten in tlon Puncten 
fflj, b lt c, und d, beriihrt, so hat insbesondero anch das Product 

fa 1 .fb 1 .fc l .fd l 

denselben constanten Worth. 

b) „Wird die Parabel in derselben Ebenc um ihren 1‘est- 
bleibenden Brennpunct f beliebig herumbewegt, wobei sick die 
durch jeden Kegelschnitt C‘‘ bedingten vier Beriihrungspuncle 
a, b, c, d andern, so behiilt das Product 

fa.fb.fa.fd 

fiir alle Kegelschnitte C 2 denselben constanten Worth." 

Und ferner: 

c) „Fiir jede beliebige andere Parabel, welche nur denselben 
Brennpunct / hat, behiilt das genannte Product den namlioheu 
constanten Werth." 

d ) „Die angegebenen Eigenschal'ten (a, b, c) bleibcn in aim- 
loger Weise bestehen, wenn an die Stelle der confocalen Kegel- 
schnitte C 2 ein System concentrischer Kreise tritt." 

Berhn, im Mai 1852. 
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Lelirsatze. 

1. „Zieht man aus den Ecken a, b, c eines gegebenen Drei- 
ecks durch einen in seiner Ebene liegenclen unbestimmten 
Punct p Strahlen, welche die Gegenseiten beziehlich in den 
Puncten a t , b n c, treffen, und verlangt, es soil das Product 

ap.bp.cp — pa l .pb l .pc 1 , 

sein, so ist der Ort des Punctes p diejenige dem Dreieck abc 
umschriebene Ellipse, welche den Schwerpunct desselben zum 
Mittelpunct hat.“ 

Ist also insbesondere das Dreieck gleichseitig, so ist cler Ort von p 
der umschriebene Kreis. 

2. „Werdon durch irgend einen Punct p in der Ebene 
eines gegebenen Dreiseits ABC diejenigen drei Geraden rr u 
ss , tt gezogen, welche beziehlich von den feeiteu A und B y 
£ ’und C, C und A begrenzt und durch den Punct p gehalftet 
werden, so liegen ihre drei Paar Endpuncte r, rp, s, sp t, t 1 
allemal in irgend einem Kegelschnitte C 2 , welcher nothwen- 
digerweise den Punct p zum Mittelpunct hat. Und zieht man 
ferner aus demselben Puncte p Strahlen cc, p, 7 nach den Ecken 
a, b c des Dreiseits und construct in jeder Ecke zu don zwei 
anliegenden Soiten und dem jedesmaligen Strahle den vierten, 
clem letzteren zugeordneten, harmonischen Strahl, beziehlich 
a, p, und so werden diese drei neuen Strahlen in den respec- 
tiven Ecken des Dreiecks allemal von einem solchen Kegel- 
schnitte C\ beriihrt, welcher jenem Kegelschnitte 6 2 ahnlich 
ist und mit'ihm ahnlich liegt, so dass die sich entsprechenden 
Axen b ei der Kegels chnitte parallel sind,, ebenso ihre Asymp- 
toten, falls sie Hyperbeln sind.“ — „Umgekehrt ist durch jeden 
dem Dreieck abc umschriebenen Kegelschnitt C ] der Punct p, 
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sowie der ihm zugehorige Kegelschnitt C 2 bestimmt. Somit 
giebt es nur einen Pol p, fur welchen der zugehorige Kegel- 
schnitt C 2 eiu Kreis wird, oder bei welchem die drei Geraden 
rr x , ss 1? tt 1 einander gleich werden; derselbe wird durch den 
dem Dreieck abc umschrieb enen Kreis bestimmt." Ferner: 

„Sollen die Kegelschnitte G 2 und C] insbesondere gleich- 
seitige Hyperbeln sein, so ist der Ort des Polesp eiue bestimmte 
Gerade H ; namlich sind <z 15 S 19 c x die Fusspuncte der aus den 
Ecken a, b, c auf die Gegenseiten A, B , C gefallten Perpendikel, 
so liegeu die drei Schnitte der Geraden a x b x und C, a 1 c l und 
B, b 1 c i und A in einer Geraden — und diese ist die genannte 
Gerade HA Und 

„ S oil insbesondere C\ eine Parabel sein, so zerfallt C 2 in 
zwei Gerade, etwa rst und r x $ x t x , welche jedesmal der Parabel- 
Axe parallel sind und gleich weit vom Pol p abstehen. Fiir 
diesen Fall ist der Ort des Poles p diejenige Ellipse, welche 
die Seiten des gegebenen Dreiecks in ihren Mitten beriihrt 
und somit den Schwerpunct desselben zum Mittelpunkt hatv 
U. s. w. 

3. Bei alien einem Kegelschnitte G 2 eingeschricbenen rechtwinkligeii 
Dreiecken bac, welche den Scheitel a des rechten Winkels gcinein liabcn. 
gehen bekanntlich die Hypotenusen be sammtlich durch irgend einen bt*. 
stimmten Punct p. Somit entspricht jedem Puncte a in CA auf diosr 
Weise ein bestimmter Punct p. Ueber den Punct p und dessen Beziehunj 
zu dem Puncte a ist unter anderem folgendes Nahere anzugeben: 

„Der Ort des Punctes p ist ein Kegelschnitt G \ , welcher 
dem gegebenen C 2 ahnlich und mit ihm ahnlichliegend unci cun- 
centrisch ist; und zwar sind a und p stets symmetrische, In. 
mologe Puncte beider Kegelschnitte in Bezug auf dcren ge- 
meinsame Hauptaxe X; d. h. der Winkel zwischen den nad* 
a und p gezogenen Halbmessern wird allemal d urch die Axe A 
gehalftet." — Ferner: „Sind a, [5 die II alb- Ax en von 0 - und „ 


p die Halb-Axen von C\, 

, so : 

ist 




a 2 — S 3 

und 

p,= 

= p 

a 3 — p 3 
a 3 +p 3 ’ 

oder 






“ _ “> a 2 — p? 

und 

p = 

=p. 

«?— PT ' 


„Die in jedem Puncte p an G\ gelegte Tangento bildet in f 
eine Sehne b x c x , welche durch p gehalftet wird und gerad 
doppelt so gross wie die Gerade ap ist, so dass der fiber /y 
beschriebene Kreis den Kegelschnitt G 2 im entsprechendu 
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Puncte a beriihrt; d. h. die gesammten Tangenten cles C\ geben 
in G 2 alle diej enigen Sehnen b x c 15 welehe Durchmesser soldier 
Kreise sind, die den C 2 beriihren, und jedesmal beriihren jene 
Tangente nnd dieser Kreis die beiden Kegelscbnitte C\ und C 
in eineni Paar sich entsprecliender Puncte p und a.“ Zieht 
man in C 2 eine beliebige Selme be , welehe den Cl in irgend zwei 
Puncten p schneidet, so schneidet der liber derselben beschriebene Kreis 
den C 3 in den entsprechenden zwei Puncten a. 

4. Die Mittelpuncte aller Kreise, welehe in einer Ebene durch zwei 
feste P un cte a und a l gehen, oder die Sehne a a x gemein haben, liegen 
in einer die Sehne in ihrer Mitte, etwa a Q , rechtwinklig durchschneiden- 
den Geradenddj. Die auf entgegengesetzten Seiten der Sehne liegenden 
Theile dieser Geraden bezeichue man durch A und A , , und demgemass 
jeden Kreis durch A 2 oder jenachdem sein Mittelpunct in A oder 
A x liegt; der besondere Kreis aber, dessen Mittelpunct in a 0 liegt, oder 
welcher die Sehne aa x zum Durchmesser hat, heisse A\. Ebenso unter- 
scheide man in Riiclcsicht irgend zweier anderen festen Puncte b und b 1 
die durch dieselben gehenden Kreise durch B 2 und B\ und bezeichnc 
den besonderen Kreis, welcher bb x zum Durchmesser hat, durch B 0 . Als- 
dann lasst sich ein Satz, wie folgt, aussprechen: 

„ Sind in einer Ebene irgend zweiSehnen aa x und bb x in be- 
lie biger fester Lage gegeben, und beschreibt man iiber den- 
selben je ein Paar solcher Kreise A 2 und JS 2 , oder A\ und B 
deren Centriwinkel liber den respectiven Sehnen ein an der 
gleich sind, so g^ht die gemeinschaftliche Secante (die Linie 
der gleichen Potenzen) jedes dieser Kreispaare stets durch 
einen und denselben bestimmten Punct p ] und beschreibt 
man verwechselt je ein Paar solcher Kreise A und B x , odei 
Al undJ3 2 , deren Centriwinkel liber den Sehnen ebenfalls ein- 
ander gleich sind, so geht did gemeinschaftliche Secante jedes 
dieser Kreispaare durch einen anderen bestimmten Punc-t 
und diese beiden Puncte p und q liegen in der gemeinschaft- 
lichen Secante der besonderen Kreise A 2 0 und B 2 0 “ 

5. Unter alien einem vollstandigen Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitten befindet sich nur eine Parabel P 2 \ sei c ihr Brennpunct und seien 
q 3 r, s ihre Beriihrungspuncte mit den Seiten des Yierseits. Seien 
ferner a und a die Brennpuncte irgend eines anderen dem Vierseit ein- 
geschriebenen Kegelschnittes A 2 , sowie p x , &, r i: s x die Beriihrungs- 
puncte der aus denselben an die Parabel gezogenen zwei Paar Tangenten. 
In Bezug liierauf hat man folgenden Satz: 

„Das Rechteck unter den Abstanden der beiden Brenn- 
puncte a , a iedes dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnittes 
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A 2 vom Brennpuncte c derParabel P 2 ist constant (an Inhalt), 
und zwar gleich der Quadr atwurzel aus dem Product der vier 
Leitstrahlen, welche aus dem Brennpuncte der Parabel nach 
ihren Beruhrungspuncten mit denSeiten des Vierseits geheni £ 
Und ferner: „Legt man aus den beiden Brennpuncten a, a jedos 
eing eschriebenen Kegelschnittes A 2 an die Parabel P 2 die 
zwei Paar Tangenten, so ist das Product der vier Leitstrahlen, 
welche aus dem Brennpuncte c der Parabel nach den Beriih- 
rungspuncten (p 15 q x , r 15 sj dieser Tangenten gehen, ebenfalls 
constant, und zwar gleich jenem vorgenannten Products 

Also ist 

ca.ca = const. = ^cp.cq. or . es , 

c Pi • cc Li • cr i • cs i = const. = cp . cq . cr .<?$.“ 

Insbesondere sind also auch die Rechtecke unter den drei Paar Strahlen, 
welche aus dem Brennpuncte der Parabel nach den Gegenecken des Vier- 
seits gezogen werden, an Inhalt einander gleich, und zwar auch gleich 
der genannten Quadratwurzel. 

6. Der vorige Satz ist ubrigens nur eine specielle Folge des nach- 
stehenden Satzes: 

„Sind a und a, b und p, e und y die Brennpuncte irgeiul 
dreier demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, so 
findet zwischen ihren gegenseitigen Abstanden allemal die 
Relation statt, dass z. B. 

ac.ae ay. ay 

be. pc Sy.py 

ist.“ Sind nun c und y insbesondere die Brennpuncte der Parabel P’ J 
und ist y der unendlich entfernte, so wire! der Bruch rechts gleich 1, und 
daher 

ac . olc = be . pc = const. ; 
was dem vorigen Satze (5.) gemass. 

Berlin, im Mai 1852. 


C omMnatorische Anfgabe. 


Crellc’s J ournal Band XL V. S. 181 — 182. 



Comtanatorisclie Aufgabe. 

«,) Welche Zalil, N, von Elementen hat die Eigenschaft, dass sich 
die Elemente so zu dreien ordnen lassen, dass je zwei in einer, aber 
nur in einer Yerbindung vorkommen?' Wie viele wesentlich verschiedene 
Anordnungen, d. h. solche, die nichtdurch eine blosse Permutation der 
Elemente aus einander liervorgehen, giebt es bei jeder Zalil? 

b) Wenn fearer die Elemente sich so zu vieren verbinden lassen 
sollen, dass je drei freie Elemente, d. h. solche, welche nicht schon 
einen ’der vorigen Dreier (a) bilden, immer in einem, aber nur m 
einem Viercr vorkommen, and dass auch koine 3 Elemente eines solchen 
Vierers einem dor vorigen Dreier angelioren; ontsteht daraus keine 

neue Bedingung fur die Zalil N? __ 

c) Sollen die Elemente sich weiter so zu Eiinforn combiniren lassen, 
dass je vier unter sich nocli freie Elemente, d. h. welche keinen der 
zuvor gcbildeten Vierer (b) ausmachen, noch einen der fruheren Dreier 
(a) cuthalten, immer in einem, aber nur in emom Funfer vorkommen, 
und dass ein soldier Funfer keinen der schon gebildeten Dreier noch 
Yiorer onthalt: welche neue Modification erleidet dann die Zahl JS. 

cl) Und sollen die Elemente sich ahnlichcrwcise so zu Sechsern ver- 
binden lassen, dass zu je fiinf unter sich noch freien Elementen ein be- 
stimmtes sechstes geliort, aber keiner der so gebildeten Sechser omen 
dor fruheren Dreier oder Vierer odor Ftinfer enthalt; welche Beschrankung 

erleidet dann die Zahl iV? . 

e) Ebenso sollen Siebncr gebildet werden, so dass zu je seclis unter 

sich freien Elementen ein bostimmtes siebentes geliort, ■ aber cm soldier 
Siebner weder einen der vorigen Dreier, noch Vierer, noch Funfer, noch 
Sechser enthalt. Und so soil fortgefahren werden, bis fur die Zahl 
N die Unmoglichkeit hohercr Verbindungen dieser Art emtntt. Zudem 
soil auf jeder Stufe die allgemeine Form der Zahl N, fiir welche die ge- 
forderten Combinationen moglich sind, angegeben, sowie umgekehr ge- 
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zeigt werden, ob bei jeder Zahl von der aufgefundenen Form, die gefor- 
derten Verbindungen auch in der That moglich sind. — Wenn z. B. in 
Biicksicht der ersten Bedingung (a) allein die Zahl N von der Form 
Qn - hi oder 6^+3 sein muss, so ist zu beweisen, dass fur jede Zalil 
von einer dieser zwei Formen auch in der That die JNTElemente sicli auf 
die geforderte Art zu \-N(N— 1) Dreiern verbinden lassen. Namlich aus 
den gestellten Bedingungen folgt leicht, dass 

N(N— 1) 


die Zahl der Dreier == 


Yierer = 


Flinfer = 


Sechser 


Siebner = 


2.3 5 

N(N— 1)(JY— 3) 
2.3.4 

N(N — 1)(JV- 


~3)(iV — 7) 


N(N- 


2. 3.4.5 
-l)(iV — 3)(iV- 


-7)(iV — 15) 


2. 3. 4.5. 6 

N(N — 1) (N — 3)(iV — 7 XN- 


2. 3. 4. 5. 6.7 


JL5)(iV— -Si) 


u. s. w. ist. 

Auf die vorstehende Aufgabe wur.de ich vor ctwa sechs Jalircn ge- 
legentlich durch eine geometrische Betrachtung (bei. Untersuchungen iibor 
die Doppeltangenten der Curven vierten Grades) gefulirt. Dieso Betraeh- 
tung gab wohl einiges Licht liber die Natur der verlangton Oombinationen, 
aber sic geniigte doch nicht, den Gcgcnstand vollstandig aufzukh'ireu. Der 
fur die Mathematik leider zu frtih verstorbene Dr. Eiscmsiem , welchem 
die Aufgabe vor langerer Zeit mitgethei.lt worden, sagte m/ir spater, dass 
er aus dem Falle (a), den er vorerst allein in Betracht zog, eiiiige An- 
wendungen auf Beispiele der Wahrscheinlichkeitsrechnung maehen Itomio..— 
Man kann die Aufgabe auch figurlich so stellcn, dass man si eh unter don 
N Elementen eben so viele in einer Ebene beliebig liegondo Puucte donkt, 
welche unter analogen Bedingungen zu Drciccken (a), Viereeken (/;), 
Fiinfecken (c), u. s. w. verbunden werden sollen. 


Berlin, im November 1852. 


Aufgaben unci Lelirsatze. 


Crello’s Journal Band XL Y. S. 183 — 185. 



Aufgaben mid Lelirsatze. 

1. a) „Soll ein Kegelschnitt beschrieben werden, welcher 
eine gegebene Curve vierten Grades in irgend vier Puncten 
und nebstdem noch eine in der'selben Ebene gegebene Gerade 
beriihrt, so ist die Zahl der Losungen gleicb 252.“ Oder allgemeiner: 

b') „ Soli ein Kegelschnitt eine gegebene Curve vierten 
Grades in irgend vier Puncten und zudem eine (in derselben 
Ebene) gegebene Curve w ten Grades in irgend einemPuncte be- 
riihren, so ist die Zahl der Losungen im Allgemeinen 

= 126 n(n-\-l).“ 

2. „Es giebt im Allgemeinen 126 Kegels chnitte, welche 
eine gegebene Curve vierten Grades in irgend vier Puncten 
beruhren und nebstdem durch irgend einen gegebenen Punct 
gehen.“ 

B. „Es giebt im Allgemeinen 63 Kcgelschnitte, welche 
eine beliebige Curve vierten Grades in irgend eincm aul ihr 
gegebenen Puncte und nebstdem noch in irgend drei andcren 
Puncten beruhren. “ 

4. „Es giebt im Allgemeinen 756 solche Kcgelschnitte, 
welche eine beliebige Curve vierten Grades in irgend eincm 
Puncte, a, vierpunctig und zudom in irgend zwoi andcren. 
Puncten, b und c, einfacli (d. li. zweipunctig) beruhren." „l)ie 
756 Boruhrungspuncte a ordnen sicli zu 12 und 12 in 63 be-, 
stimmte Gruppen und durcli die 12 Puncte joder Gruppo gcht 
jo cine Curve dritten Grades." — „Welche Bezichung haben 
diese 63 Curven dritten Grades zu einander?" 

5. „ Wie viele solche Puncte, a, giebt es in einer allge- 
meinen Curve vierten Grades, in welclien sie von einem Kegel- 
schnitte sechspunctig beriihrt wird?“ 

[Nach einer gewissen Betrachtung sollte die Zahl dor verlangten 
Puncte gleich 324 sein; allein es fallen von denselben in jeden Wendungs- 
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punct der gegebenen Carve eine bestimmte gleiche Menge, denen keine 
eigentlichen Kegelschnitte entsprechen, sondern dieselben werden durcli die 
doppelt gedachte Wendungstangente vertreten. Fielen nun in jeden Wen- 
dungspunct etwa 8 oder 9 der gedacliten Puncte, so blieben noch 132 
oder 108 eigentliche Losungen iibrig; wie viele fallen in jeden? Durcli 
ein gleiclies Verfahren babe ich fruher die 27 Puncte, a, bestimmt, in 
welclien die Curve dritten Grades von einem Kegelscbnitte secbspunctig 
beriihrt wird ( Crelle’s Journal Bd. 32. S. 182)*). Dabei fielen von den 
54 Puncten, welche die allgemeine Betrachtung anzcigt, in jeden Wendungs- 
punct drei, so dass nur 27 blieben.] 

6. a ) Wie viele solche Puncte, a, giebt es in einer Curve 5 ten , 6 ten , 
7 ten , . . . Grades, in welclien dieselbe von einem Kegelscbnitte secbspunctig 
beriihrt wird? 

h) Wie viele solche Puncte giebt es in einer Curve vierten Grades, 
in wclchcn sie von einer Curve dritten Grades lOpunctig beriihrt wird? 
Und allgemein, wenn n: 

c ) Wie viele solche Puncte giebt os in einer Curve m ten Grades, in 
welclien sie von einer Curve n im Grades (w-f-2)punctig beriilirt 

wird? 

7. a) Einen' Kegelschnitt zu finden, welchcr cine gegobene Curve 
fdnften Grades in fiinf Puncten beriihrt. Wie viele Losungen giebt es? 
Dass die Zahl der Losungen anselmlich gross soin mass, erhellt aus dem 
obigen Satze (1, a), der als ein specieller Fall anzuschen ist, und wobei 
die Zahl der Losungen schon 252 botragt, aber glcichwohl bcdcutcncl go 
ringer sein wird, als liir don allgemeincn Fall. 

b) Wie viele Kegclschnitte giebt es, welche eine gogobono Curve 
6 tcn , 7 tctl , .... m ten Grades in fiinf Puncten boruhren? 

8. „Durch jeden belie bigen Punct ]> in der Ebone einer 
Curve Vi 1011 Grades gehen im Allgemeincn 3 n(n — 1) Kriimmungs- 
kreise der letzteren." Liegt der Punct p insbesondere in der 
Curve selbst, so ist der ihm zugchorigc Kriimmungs krois drei- 
fach zu zahlen, oder die Zahl der durcli ihn gchenden Kriim- 
mungskreise ist um 2 geringer. — So gehen also z. B. durcli jeden 
Punct in der Ebene eines Kegelschnittcs im Allgemeincn G Kriimmungs* 
kreise, und wenn der Punct in ihm selbst liegt, nur 4. 

9. , , Soil ein Krois eine gegobene Curve in irgend zwei 
Puncten beruhren und zudem durcli einen in Hirer Ebene go 
gebenen Punct p gehen, so giebt es im Allgemeincn 

\?h(n — 1) [(n~ f-l)(^+2) — 8] 

Losungen." — Ist also die gegobene Curve vom 2 ten , 3 tcn , 4 tun , 5 ten , . . . 


*) Of. Bd. II. S. 371 dieser Ausgabe. 
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Grad, so ist die Zahl der Losungen beziehlich 4, 36, 132, 340, .... 
„Wenn der Punct p insbesondere in der gegebenen Curve 
selbst liegt, so wird letztere von 

n(n-\- 1)-— 4 

losenden Kreisen in p selbst beriilirt, und dann ist jeder von 
diesen Kreisen doppelt zu zahlen, oder die Zahl der Losungen 
wird urn eben so viel verringert.“ 

10. „Soll ein Kreis durch zwei gegebene Puncte gehen und 
nebstdem eine gegebene Curve n tQa Grades beriihren, so finden 
im Allgemeinen 

n(n-\-V) 

Losungen statt.“ 

Berlin, im November 1852. 




Ueber einige neue Bestimmimgs - Arten der 
Curven zweiter Ordnung nebst daraus folgen- 
den neuen Eigenscbaften derselbon Curven. 


Crelle’s Journal Band XLV. S. 189-211. 

(Auszug aus einem am 4. Miirz 1852 in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 

gekaltenen Vortrage.) 


Hievzu Taf. XXI und XXII Fig. 1 — 3. 




Ueber einige neue Bestimmungs-Arten der 
Curven zweiter Ordnung nebst daraus folgen- 
den neuen Eigenschaffcen derselben Curven. 

§ i- 

Die zwei Her zunachst folgenden Bestimmungs-Arten der Kegelschnitte 
sind don bekannten beiden Erzeugungsweisen derselben, niimlich durch 
die Brennpuncte oder durch den einen Brennpunct und die zugehorigo 
Leitlinie, gewissermaasscn analog und umfassen sie als besondore Fiille. 
Die erste Art besteht darin, dass, statt die Summe oder Dilierenz der 
nach den Brennpuncten gezogenen Leitstrahlen als gegeben anzunehmen, 
Her die S umm e oder Diferenz zweier Tangenten, welche aus dem be- 
schreibenden Puncte an zwei feste Kreise gezogen werden, als gegeben 
angesehen wird. Bei der zweiten tritt an die Stelle der Leitlinie irgend eine 
Anzahl von beliebigen gegebenen Geraden, auf welche aus dem beschrei- 
benden Puncte Perpendikel gelallt und mit dem Leitstrahl nach dem einen 
Brennpuncte, sowie mit dem aus diesem letztoren auf dieselben Geraden 
herabgelassenen Perpendikel in bestimmtes Vorhiiltniss gesetzt werden. 
Die daraus hervorgehenden beiden Siitze lauten, wie folgt: 

I. „Sind in einer Ebene irgend zwei Kreise A 2 , B * go- 
goben, und zioht man aus einem willkiirlichen Puncte X 0 an 
jedenKreis eine Tangente a, (3 und verlangt, es soli entwedcr 
die Summe, oder der Unterschied, (a— P) oder ((3— a), 

dieser Tangenten einer gegebenen Lange l gleich sein, so 
ist der Ort dcs Punctes X 0 allemal irgend ein Kegelschnitt 
C 2 , welcher jeden der beiden Kreise doppelt beriihrt (reell 
oder imaginar), und von dessen Axen immer die eine oder 
andere auf der Mittelpunctslinie AB der Kreise liegt.“ Und 
umgekehrt: „Worden einem gegebenen Kegelschnitte 6' 2 irgend 
zwei ihn doppelt beriihrende Kreise A 2 undii 2 eingeschrieben, 
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deren Mittelpuncte A und B jedoch in der niimliclien Axe 
desselben liegen, sobaben die aus jedem Puncte X 0 des Kegel- 
scknittes an dieKreise gezogenen Tangenten a, p stets irgend 
eine bestimmte Lange l entweder zur Summe oder zum Unter- 
scliied; und zwar findet im Allgemeinen beides statt, niimlich 
der Kegelschnitt wil'd durch die Beriihrungspuncte mit den 
Kreisen in vier Bogen getheilt und fur zwei dieser Bogen 
findet Summe (a-hP = Z), dagegen fur die beiden amleren 
Unterschied = ^ oder p— a = 1) statt. “ 

II. „Sind in einer Ebene n beliebige Geradc G 1 , (? SJ G s , ... G n 
und irgend ein Punct A gegeben, und werden die aus oinem 
willkiirlichen Puncte X auf die Geraden gefallten Perpendikel 
as a t , ai 3 , ... x n beziehlich durcli die aus dem festen Puncte 
A auf dieselbcn Geraden herabgelassenen Perpendikel a,, 
a, a ... a n dividirt, die erhaltcnen Quotienton respective 
mit gegebenen Coefficienten a,, a 2 , a s , '. . . a n multiplicirt, und 
wird verlangt, es soil die Summe dieser Producte gloich sein 
dem aus A nacli X gezogenen Leitstrahl AX — .x dividirt 
durcli eine gegebene Lange a, also es soil 


a., 


H-a, 


ill 

a 


sein, so ist der Ort des Punetes X allemal irgend ein Kegel- 
schnitt C 2 , welcher den Punct A zunx Bronnpunct hat, und 
von welchem der Kriimmungshalbmesser r im Seheitel der 
Ilaupt-Axe durch die ^Coefficienten und die Lange a unmit- 
telbar bestimmt ist, niimlich es ist 


r = (ajH-oCg+ag-d h a n )a; 

ebenso hangt die dem Brennpuncto A zugchorigo Leitlinie 
G des Kegelschnittes 6 <2 nur von den ^Coefficienten (und den 
festen Elementen) ab, so dass, wenn man die L tinge a nacli 
einander alle Werthe, von 0 bis oo, annehnien lasst, dann 
eine solche Schaar Kegelschnitte C 2 entsteht, welche den 
Brennpunct A und die zugehorige Leitlinie G gomein liabeii, 
und bei welchen der genannte Krummungshalbmosser r zu 
der zugehorigen Lange a const antes Yerhaltniss hat, 


= oti -t-a 2 H h ofo . u 


Reduciren sich beim ersten Satzc (I.) die gegebenen Excise A*, B : 
auf ihre Mittelpuncte A, B, und lasst man beim zwei ten Satzc (II) alle 
gegebenen Geraden bis auf eine fort, so erhalt man die Eingangs er- 
wahnten zwei bekannten Satzc. 
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§2. 


Zunachst will ich Her in Riicksiclit des zweiten Satzes nur einen Um- 
stand kurz andeuten und sodann den ersten Satz einer ausfiihrlicheren 
Erorterung unterwerfen. 


Die genannte Leitlinie G ist namlich dadurch bestimmt, class sie in 
gewissem Sinne eine Axe mittlerer Entfernung ist, in Riicksiclit der ge- 
gebenen n Geraden, deren zugehorigen Coefficienten und des Punctes A, 
und zwar in dem Sinne dass, wenn a 0 und x 0 die aus den Puncten A 
und X auf die Linie G gefallten Perpendikel sincl, dann fur jeden Punct 
X der Ebene stets 


- -h-Oo 


-H-a, — — 1 h 


(gCjH— a 2 -l— a 3 -f h~ct w ) - 


ist. Die Leitlinie G ist jedoch hierdurch niclit absolut, sondern vieldeutig 
bestimmt. Denn da man in Riicksiclit jeder der gegebenen n Geraden 
die beiden entgegengesetzten Seiten derselben durcli die Zeichen -f- und — 
zu untersclieiden liat, und da man diese Zeichen nacli Belieben wecliseln 
kann, so entstehen durcli diese Wechselung bei denselben gegebenen 
Elementen (d. h. bei denselben n Geraden G^ (? 2 , ... G n , denselben 
n Coefficienten a I? a 2 , . . . a n , demselben Puncte A und derselben 
Lange a ) viele verscliiedene Leitlinien G und zugehorige Kegelsclmitte C\ 
und zwar ist ihre Zahl im Allgemeinen gleich 2 n ~K 

So sind also z. B. bei nur zwei gegebenen Geraden G x und ‘ G 2 auch 
zwei verscliiedene Leitlinien, etwa G und II, moglich; dieselben gelien 
beide durcli den Schnittpunct jener Geraden und sind zu ilmen zugeordnet 
harmoniscli, u. s. w. Ich iibergehe hier die weitere Entwickelung dieses 
Gegenstandes. 


§ 3 - 

L Dm nun den ersten Satz (§ 1,1.) uinstandlich zu erortern, wollen 
wir mit dem bestimmten Falle beginnen, wo die gegebenen Kreise A " 
und IP ausser einander liegen, wie etwa in Fig. 1 auf Taf. XXI die Kreise 
Da U l a 1 und Vb V l b A fiber den Durchmessern UU l und VV 1 und um die 
Mittelpuncte A und B. 

Es ist erforderlich , folgende Elemente naher zu fixiren, sowie auf 
gewisse Nebenumstande aufmerksam zu maclien. 

Man bezeichne die (Grosse der) Radien der Kreise A 2 , B 2 durcli a\ 
b l ] den Abstand ihrer Mittelpuncte von einander, die Strecke AB, durcli 
2c; sei M die Mitte der Strecke AB, also MA=MB=c. Die unbegrenzte 
Gerade UABN heisse Axe und werde durcli X bezeichnet; U und U t1 
V und V 1 seien die Endpuncte der in der Axe liegenden Durchmesser der 
Kreise. Man bezeichne ferner die Lange der aus den Puncten V und V x 
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an den Kreis A 2 gezogenen Tangenten beziehlich durch v nnd v x und 
eben so die aus den Puneten U nnd U 1 an den Kreis B 2 gehenden Tan- 
genten durch u und u v 1st Radius a 1 >b 1 9 so ist von den 4 Tangenten 
u die grosste und u y die kleinste, namlich ihre Folge ist: u>v 1 >v>u 1 . 
Die Gerade L sei die sogenannte Linie gleicher Potenzen der gegebenen 
Kreise, d. h. der Ort aller Puncte, aus denen die Tangenten a, p anbeide 
Kreise einander gleich sind, a = p oder a — p=0. Ferner seien R } R x die 
ausseren gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise, und a und b 9 \ a x und b 1 
ihre Beriihrungspuncte ; ihr gegenseitiger Schnitt jc ist der aussere Aehn- 
lichkeitspunct der Kreise. Eben so seien S, S y die inneren gemeinschaft- 
lichen Tangenten, a und p, a x und (3 X ihre Beriihrungspuncte; ihr Schnitt 
ist der innere Aehnlichkeitspunct der Kreise. Diese zwei Paar gemeiu- 
schaftlichen Tangenten werden durch die 8 Beriihrungspuncte, durch ihre 
gegenseitigen 4 Schnittpuncte p, j, ty 19 g x und durch die 4 Schnitte w, p, 
jXj , m y der Linie L so begrenzt, dass die Abschnitte folgendermaassen ein- 
ander gleich sind: 

1) ah = $,, und ap = a,p, =98==^ j, , 

2) ai — ft) = 5,9, = a, 8, = = P9, = 0,8, , 

3) ma = mS = pg = pt) 1 = etc., und mj = mty = |xa = p,p = etc. 

Daher stehen die Diagonalen tyty x und $g x oder Y und Z des durch die 
vier gemeinschaftlichen Tangenten gebildeten vollstandigen Vicrseits RR X SS X 
gleichweit von der Linie L ab, sind mit dieser zu der (dritten Diagnole 
oder der) Axe X senkrecht, und in Riicksicht der Puncte y 9 z und m Q 
in welchen sie die letztere schneiden, ist m 0 y=m Q z. Die vier Beriihrungs- 
puncte a 9 b 9 a 19 b y der ausseren Tangenten R, R x liegen in einem Kreise 
welcher den vorgenannten Punct M zum Mittelpunct hat. Eben so 
liegen die vier Beriihrungspuncte a, (3, a 1? (3 X der beiden inneren Tangenten 
S 9 S x in einem anderen Kreise M 2 ; und gleicherweise liegen die vier 
Wechselschnitte p, tj i: j, g x der ausseren mit den inneren Tangenten nekst 
den Mittelpuncten A 9 B der gegebenen Kreise in einem dritten Kreise Ml 
um denselben Mittelpunct M] der somit c = MA zum Radius hat. Die 
aus dem Puncte M auf die Tangenten R, R n S 9 S x gefallten Pcrpendikcl 
haben beziehlich m 9 m x , p, zu Fusspuncten, also ihre Fusspuncte auf 
der Linie L. 

Endlich sei N die Mitte der Strecke ^ zwischen den Aohnlichkeits- 
puncten jc und jc x . Der mit N]c=N]: i =n um den Punct N besohriebene 
Kreis N 2 heisst der Aehnlichkeitskreis der gegebenen Kreise A 1 und B\ 
II. Lasst man die bestimmende Lange l nach einander alio Worthc, 
von 0 bis oo, durchlaufen, so entsteht die ganze Schaar Ortscurvcn (A 
oder $(0 3 ), welche der obige Satz (§ 1, I.) in sich begreift. Wie auch 
diese Curven die Ebene bedecken mogen, so ist doch klar, dass durch 
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jeden Punct X 0 der Ebene nur zwei derselben gehen; denn sind a, [5 die 
Tangenten aus X 0 an A\ B\ so ist fur die eine Curve Z=a-f-(3 und fur 
die andere Z=a— (3 oder =j3— -a. Wie sich gleich nachher zeigen wird, 
ist fur jede gegebene Lange l leicht zu entsclieiden, ob die zugeliorige 
Ortscurve C* Ellipse E\ Hyperbel H 2 oder Parabel P 2 sei, und wie sich 
dieselbe naher gegen die Kreise A“, B' verhalte. Namlich die Cuive C 
ist ZP oder E‘\ jenachdem die Liinge l<cAB oder AB, und ist ge- 
rade l=AB=2c, so findet die einzige Parabel P 2 statt. In Riicksicht 
Hires Verlialtens gegen die gegebenen Kreise zerfallen alle Hyperbeln in. 
drei Gruppen, die durch Gr{E\), Gr(H;) und Gr(E\) bezeichnet werden 
sollen; von ihnen, sowie von der Gruppe Ellipsen, Gr(E‘“), sind folgende 
nahere TJmstande anzugeben. 

1) Fur die Werthe von 1=0 bis l=a[i (I.) entsteht die erste 

Gruppe Hyperbeln, Gr(II\), sie beginnt (fur 1=0) mit der Linie L (die 
man sich als doppelt zu denken hat, als Hyperbel, deren beide Zweige 
in der zwciten Axe zusammmengefallen sind) und endet mit dem Paar 
innerer Tangenten (SSJ fur Von jeder E 2 liegt die Haupt- 

Axe auf der Axe X, und von ihren Zweigen umschliesst der eine den 
Kreis A'\ der andere den Kreis P 2 ; aber anfanglich beriihrt sie beide 
Kreise imaginin', bis l=u 1 (I.) wil'd, wo sie den grosseren Kreis A 3 in 
U 1 beriihrt, und zwar vierpunctig, so dass er der Krummungskreis in ihrem 
Scheitel U, ist; von da ab beriihrt die H] den Kreis A 2 hi zwei reellen 
Puncten, aber den Kreis P 2 noch imaginiir, bis l=v und damit P 2 ihr 
Krummungskreis im Scheitel V wird; von da ab beriihrt E\ beide Kreise 
reel! bis zu ihrer Grenze (SSJ. Die reellen Beriihrungspuncte aller E\ 
liegen also liings der Kreisbogen a U 1 a, und {i V$ v 

2) Den Werthen von /=a;3 bis l=ab entspricht die zweite Gruppe 
Hyperbeln, Gr(El), sie beginnt mit dem Paar innerer Tangenten (&S,) 
und endet mit dem Paar ausserer Tangenten (PP,); von jeder E; liegt 
die zweite Axe auf der Axe X, und von ihren zwei Zweigen beriihrt jeder 
beide Kreise von Aussen ; alle vier Beriihrungspuncte sind stets reell und 
liegen in den zwei Paar Kreisbogen aa und a 1 a 1 , Sp, und b 1 p. 

3) Hat l die Werthe von l=ab bis l=AB, so entsteht die dritte 
Gruppe Hyperbeln, <?r(P 2 ), beginnend mit den ausseren Tangenten (PPJ 
und endend mit der Parabel P\ die, wie schon bemerkt, dem Werthe 
l—AB entspricht, und welcho die Kreise etwa in den Puncten a und a,, 
b und b, beriihren soil. Von jeder E\ umschliesst der eine Zweig beide 
Kreise mid beriihrt sie reell; ihre Haupt-Axe liegt auf X, und die Be- 
riihrungspunkte liegen in den Bogen a<x und a, a,, db und l > 1 b r 

4) Hat endlich l die Werthe von l=AB bis l = oo, so entsteht die 
Gruppe Ellipsen, Gr(E 2 ), die mit der Parabel P 2 beginnt und mit eincr 
ganz im Unendlichen liegenden Ellipse, = P 2 , endet. Jede E 2 umschliesst 
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beide Kreise, ihre Haupt-Axe liegt auf X; anfanglich beriihrt sie jeden 
Kreis in zwei reellen Puncten, bis l = v 1 wird, wobei sie den Kreis B 2 
ire Puncte V x yierpunctig beriihrt unci ihn zum Krummungskreise hat; 
von hier ab sind alle Beruhrungen imaginin'. Die reellen Beruhrungspunkte 
aller E 2 liegen in den Bogen aUa x nnd bFf^. 

Bei diesem Durchlaufen der ganzen Schaar von Ortscurven durch stetiges 
Wachsen der Lange l, durchlauft der Mittelpunct der Curve C 2 , der C 
heissen mag, die Axe X in unveranderter Richtung, und zwar durchziehen 
die Mittelpuncte der verschiedenen Gruppen folgende bestimmte Strecken 
der Axe X Bei der Gr(H 2 l ) riickt der Mittelpunkt C von m Q bis 
bei der Gr(H 2 ) von j L bis jc; bei der Gr(II \ ) riickt C in gleicher Rich- 
tung von j bis ins Unendliche bis zum Mittelpuncte C«. der Parabel P\ 
und bei der Gr(E 2 ) endlich kommt C aus dem Unendlichen, von 6*, 
nach U, A , ... bis zuletzt nach M zuriick, so dass dicser letzte Punct 
M gerade der Mittelpunct' der letzten Ellipse 1st, die dem Wertlie 
l = oo entspricht und ganz im Unendlichen liegt. : — Hiernach durcliliiuft 
der Mittelpunct C die gauze Axe X, bis auf die Strecke Mm 0 ; in dieser 
Strecke liegen Mittelpuncte imaginarer Ortscurven. 

Fur jede gegebene Lange l sind die Beriihrungspuncte der zugehorigen * 
Curve G 2 mit den gegebenen Kreisen A 2 und B 2 unter anderen, wie folgt, 
leicht zu construiren. Um z. B. die Beriihrungspuncte mit dem Kreise A 1 
zu linden, trage man auf irgend einer Tangente des Kreises B\ etwa auf 
der Tangente P, von deren Beruhrungspunct b aus die gegebene Lange l 
ab, nehme bb Q = l, so schneidet der mit Bb 0 um den Punct B beschriebene 
Hiilfskreis P 2 den Kreis A 2 in den verlangten Beruhrungspuncten ; und 
im Palle er ihn nicht wirklich schneidet, so 1st auch die Beriihrung ima- 
ginar, aber alsdann ist die Linie der gleichen Potenzen der Kreise Z? 2 
und A 3 (d. h. ihre ideelle gemeinschaftliche Secante) zugleich die ideello 
Beriihrungssehne von C 2 und A 2 . Ebenso findet man die Beriihrimgs- 
puncte von B 2 und G 2 . Danach sind also z. B. auch die vorerwalinten 
Beriihrungspuncte a, a x , 6, b, der Parabel P 3 leicht zu linden, fiir welche 
man bb Q = AB zu nehmen hat. Ebenso sind die Beriihrungs puncte jeder 
der beiden Curven C 2 , welche durch irgend einen gegebenen Punct X 0 
gehen, leicht zn erhalten; u. s. w. 

ILL Die Brennpuncte der S(G 2 ) haben bemerkenswerthc Lage und 
sind insgesammt einem interessanten Gesetz unterworfen. . 

„Die zweite Gruppe Hyperbeln, die <?r(P a 2 ), hat zum Ort 
ihrer Brennpuncte den Aehnlichkeitskreis N 2 ? so dass die 
Endpuncte jeder zum Durchmessef jcjq senkrechten Sc line 
dieses Kreises zugleich die Brennpuncte einer i/ 2 sind. w 

„Yon alien iibrigen Ortscurven dagegen liegen die Brenn- 
puncte in der Axe X, aber je zwei zusammengeliorige Brenn- 
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puncte sind zu den Aehnlichkeitspuncten y und y, zugeordnet 
harmonisch." Danach muss die Parabel P 1 den Mittelpunct N des 
Aehnlichkeitskreises zum Brennpunct haben, weil der ihm m Bezug auf 
r und jCj zugeordnete harmonische Punct im Unendlichen liegt. Die 
mehrgenannte besondere Ellipse El hat die Mittelpunct e A, B der ge- 
o-ebenen Ereise zu Brennpuncten, denn dieselben sind zu jc und y, har- 
monisch und stehen gleich weit vom Mittelpunct M der El ab*). Ferner 
werden hierdurch auch die Brennpuncte jener besonderen ersten Hyperbel 
ip bestimmt, welche aus der doppelten Linie L besteht (II. 1), denn 
da dieselbe offenbar m 0 zum Mittelpunct hat, so sind y und 2 als lhre 
Brennpuncte anzusehen, indem sie zu y ,und jr, harmonisch sind und 
<deich weit von m 0 abstehen, ym 0 = sm 0 (I.). 

Demnacli sind die Brennpuncte aller Ortscurven folgendem gemem- 

samen Gesetz unterworfen: 

Das Rechteck unter den Abstiinden der beiden Brenn- 
puncte, etwa /und/ 15 jeder Ortscurve C 2 von dem Puncte N 
(dem Brennpunct der Parabel P 2 odor Mittelpunct des Aehn- 
lichkeitskreises IV 2 ) ist constant, und zwar gleich »*, d. h. 
“gleich dem Quadrat des Radius des Aehnlichkeitskreises, also 
stets fN.f 1 N=n 2 .“ 

Ist der Mittelpunct C einer Ortscurve C‘ gegeben, so sind hiernach 
die Brennpuncte f und J\ dcrselben bestimmt' und leicht zu linden. 
N amlich liegt C ,im Darchmesser jqc,, so sind (wie bereits angegoben) die 
Endpuncte der in C auf rechtwinkligen Sehne des Kreisos N 2 die 
verlangten Brennpuncte. Liegt dagegen C auf der Verlangerung des Durch- 
messers nach der einen oder anderen Seite tin, so ist die aas ^ 6 an den 
Kreis IV 2 gezogone Tangente gleich der Excentricitat der zugehorigen Curve 
(P so dass der mit der Tangente urn C beschriebene Kreis die Axe X 
in ’den verlangten Brennpuncten /' und f\ sclineidet. — Darauf gestiitzt, 
sind nun weiter auch die Axon dor Curve C 2 , sowie die ilir zugohdnge 
L;in< T o l zu linden. Niimlich sotzt man die bereits gefundene Excentricitat 
(j/— Cf = y und bezeichnet die halbcn Axen der Curve duich a und 
(3, die Radien der Kreise A 2 und B 2 durch a und b, statt wie oben (I.) 
durch a' und b\ so ist im ersten Falls 

a:y = a\Af— b:Bf, 


dagegen im anderen Falle 

y-.y 2 = a 2 -.Af.Af\=bhBf.Bfp 

dort findet man a, hier zuniichst p 2 ; an beiden Orten fmdet man die 


*) Bei ieder gewohnlichen Ellipse reducirt sich der doppelt beruhrende Kreis, wenn sein 
Mittel punct'in einein Brennpuncte liegt, auf seinen Mittelpunct, d.h. seinRadius wird gleich 0 
(s. Bd. 37 S. 175 des Crelle ' schen Journals, cf. Bd. II. S. 404 dieser Ausgabe) ; die obige be- 
sondere Ellipse El . , deren Umfang im Unendlichen liegt, macht also hierin erne Ausnahwe. 
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jedesmalige andere Axe aus der bekannten Relation zwischen a, [5 und j. 
Die Lange l wird bestimmt durch 

l-.AB = a:y. 

IV. Die Puncte, in welchen irgend eine Ortscurve C 2 die Kreise 
A 2 , B‘- beriihrt, mogen bezielilicli p und p 1 , q und q, heissen. „Die 
Beruhrungssehnenjjp, und qq l sind der Linie L parallel, stehen 
jedesmal gleich weit von ihr ab und sind, wie sie, zur Axe X 
senkrecht; (und zwar findet dies auch in dem Ealle statt, wo 
die Beriilirung imaginiir und die Sehnen ideell sind).**)' Und 
umgekehrt: „Je z we i mit der Linie L parallele und von ihr 
gleicli weit abstehende Geraden sind die Beriihrungssehnen 
irgend einer Ortscurve C 2 mit den gegebenon Kreisen A 1 und 
B\“ — Fcrner: „Die aus den Puncten p und p 1 an den Krcis B- 
gezogenen Tangenten (3 sind den aus den Puncten q und q an 
den Kreis A 2 gehenden Tangenten a gleich, und zwar sind 
beide gerado der der Curve C 2 zugchorigcn Liingc l gleich. “ 

„Die vier Beriihrungspuntc p, p l} q, q t licgen allemal in 
einem Kreise der den oftgcnannten Punct M zum Mittol- 
punct hat.* Und umgekehrt: „ Jo der um M besch rich one Kreis' 
A/ 2 schneidet die gegebenon Kreise A 2 , BP in solchon zweiPaar 
Puncten, in welchen sie von irgend einer Ortscurve CP bc- 
riihrt werdon.* 

„Die acht Puncte, in welchen die gogobcn.cn Kreise von 
je zwei Ortscurven beriihrt werdon, liegen jedesmal in irgend 
einem dritten Kegelscli nitte, otwaD 2 .* So liegen also z. B. auoli 
die acht Beriilirungspuncto a, a n b, b i und «, a„ [3, (3, der zwei Paw 
gemeinschaftliehen Tangenten R, R t und S, S t in irgend einem Kegol- 
schnitte D 2 .“ Und umgekehrt: „Legt man durch die vier Boriih- 
rungspuncto p, p v q, q 1 einer Curve C‘‘ oinen boliebigen Kegel- 
schnitt JD\ so schneidet dicser die Kreise A", IP in solchon 
vier neuen Puncten p° und^J, q° und q°, in welchen sie von irgend 
einer andcrcn Ortscurve, ctwa C\. , beriihrt werdon.* 

„Dic gegenseitigen vier Schnittpuncto je zweier Ortscurven 
C 2 und G] liegen jedesmal in einem Kreise AP um M;“ und um- 
gekehrt: „ j odor um M beschriebono Kreis M 8 schneidet jede 
Ortscurve C 2 in vier solchen Puncten, durch welcho allemal 
noch irgend eine andere Ortscurve C] gehj;.“ So schneidet also 
jede Curve C 2 insbesondere auch die Tangenten R und R x in 4 solchen 
Puncten, welcho in einem Kreise SP liegen, und zwar bildcu die Tan- 

*) Diesor Satz befindet, sich schon in einer fruheron Abhamilung von mir, auf 
-welcho bereits vorhin verwiesen wurde (Bd. 37 S. 17(1 des CW/e’selicn Journal). Conf. 
Bd. II. S. 405 dieser Ausgabc. 
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genten gleiclie Selinen in der Curve; ebenso verhalt es sich mit den 
inneren Tangenten S und S 1 ; und noch mehr: 

„Die vier Tangenten R, R x , S, S 1 bilden in jeder Ortscurve 
C' 3 vier gleiclie Selinen, und zwar sind diese Selinen gerade 
der jedesmaligen zugeliorigen Lange l gleich, und ibre Mitten 
liegen sammtlich in der Linie L und sind die Puncte m, <m x , 
-j., p.,." Danach sind fur jede gegebene Lange l sogleicli diejenigen aclit 
Puncte anzugeben, in welchen die vier Tangenten R, R 1 , S, S x von der 
zugeliorigen Ortscurve C 2 geschnitten werden. 

Werden die zwei Paar Beriihrungspuncte p und p, , q und q x jeder Orts- 
curve C' 2 wecliselseitig durch Gerade verbunden, denlct man sich die je vier 
Geraden pq, pq 1} p,q, p l q l gezogen, die „Wochselsehnen“ heissen 
sollen, so haben alio Wcchselsolincn folgende gcmeinsame Eigcnschaft: 

„Jede Wechselselme bildet in den gegcbenen Kreisen gleiclie 
Selinen; d. li. sclineidet z. B. die Gerade pq die Kreise A 2 und 
B 3 zum zweiten Mai, e twa in den Puncten p° und q°, soiststets 
die Selme pp° = qq°- u Fcrner: 

„'D;ie Mitte, etvva in, jeder Wechselsehne liegt in der Linie 
Tj, und das aus dom Puncte M aul dieselbo gelallte Porpen- 
dikel trifft sic in ihrer Mitte ut. Daher beruhron alio Weelisel- 
se linen insgcsainmt cine Parabol, etwa ip , welclie M. zum 
Bronnpunct und die Linie L zur langcnte ixn Scheitel ni 0 dci 
Axe hat, und wolchc namentlich mit den Kreisen A 2 und B- 
die 4 Tangenten R, R„ S, S t gomein hat (die solbst specielle Wochscl- 
schnen sind).“ 

Die Boriihnuigstangcnten der Curve C 2 und der Kreise A" und B\ 
d. li. diejenigen Tangenten, welclie in den Puncten p und p i: q und q x 
zugleich die Curve und die respcctiven Kreise berulireu, sollen P und 
Q °und (R heissen. Diese 4 Tangenten haben analoge Eigenschaften, wie 
die 4 Puncte; indessen will ich hier nur einigc davon angcben und die 
tibrigen dor spiiteren Bctrachtung ubcrlassen, wo statt dor Kreise A 2 und 
B' 2 belicbige Kegelschnittc gogeben sind. 

Dor Schnitt PP i; d. h. von P mit I\ heisse p, und der Schnitt QQ X 
heisse p, ; fcrner mogon die Wechselschnitte PQ und P, Q, , PQ t und 1 \Q 
bcziolilich durcli q und q„ t und r, bozeichnet werden, so dass also p 
und p 1? q und q, x und r, die Gogcnecken dcs vollstandigen Vierscits 

PPj QQ X sind. 

„I)ie Puncte p und p, liegen in der Axe X und sind stets 
zu den Aehnlichkeitspun cten jc und?:, zugeordnet liarmonisch.“ 

„Dor Ort allcr Wechselschnitte q, q„ r, t, ist der Aelni- 
li clikeitskreis N‘ 2 .“ Hierbei ist ein Nebenumstand zu bemerken. 
Die Tangenten P und 1\ werden einmal die iiusseren gemeinschaftlichen 
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Tangenten der Kreise A 2 and N% wobei sic iV a in den Puncten r° mid 
r° beriihren, und ein andermal werden sie die inncren gemeinscliaftlielien 
Tangenten derselben, wobei sie N‘ 2 in den Puncten q° und .q® beriihren, 
und alsdann haben die Beruhrungssehnen r°r" und q°q" die Eigcn- 
schaft, dass sie den Kreis B 2 in den Puncten V l und Fberiihron, 
indem dabei gleichzeitig die beiden Tangenten Q und Q, auf die jedesmalige 
Seline fallen und die Curve 6' 2 den Kreis D“ im betreffenden Puncte V x 
oder V vierpunctig beruhrt (II.). Umgekehrt: „Legt man an zwei 
ausser einander liegende beliebige Kreise A 2 und N' 2 die zwei 
Paar gemeinscliaftlielien Tangenten unci zieht in dem cincn 
oder anderen Kreise, etwainiV 3 , die beiden Berulmuigssehiicn 
r°rj und q°q° der Tangentenpaare, boschrcibt fiber dor Strecku 
V t V, welche diese Sehnen in der Axe X begrenzen, den drittun 
Kreis B\ so liaben die Kreise B' 2 und A* den Kreis N“ zuiu 
Aehnlichkeitskreis.“ 

§4. 

Wenn die gegebenen Kreise A" und B‘ 2 einander schneiden, oder der 
eine ganz innerhalb des anderen liegt, so treton in Riicksiclit der an««- 
gebenen Eigenschaften (§ 3) gowissc Aendorungen ein oder neue UinsUinile 
hinzu, zu deren Yerstandniss die Bedingungcn fiir den besdireilieiulen 
Punct X 0 (§ 1, I.) etwas umfassonder gcstcllt werden miissen. Dm- all- 
gemeinere Begriff ist, dass man die Potonzen clcs Punct, es X in llezii" 
auf die Kreise ins Auge fasst (S. Bd. 1 S. 163 des CVcfA’selien Journals)*). 
Da nun die Potenz eines Punctes X 0 in Bezug auf cincn Kreis A" sownld 
aussere als innere sein lcaiiu, und als solchc entwoder (lurch das Quadrat, 
der aus ihm an den Kreis gezogenen Tangcuto a, odor (lurch das Qiuidrut 
der lialben.kleinsten Sehne, etwa a, , die (lurch ilm geld, repriiseutirt wird, 
jenachdem der Punct ausserlialb odor innerhalb des Erases lii.»t > 
so kann also bei zwei .gegebenen Kreison A 2 und IB ebensowuhl aurli 
nach dem Orte des Punctes gefragt werden, fiir welchen die Kuuime, a ~|~p, 
oder. der Unterschied, a, — p, oder (3,— a,, dor (lurch ihn gehonden halllru 
kleinsten Sehnen der Kreise einer gegebenen Lange / gleich sein soil; imd 
alsdann lasst sich diese Bedingung mit dor obigen fiber die Tangenten « 
und p in die umfassendere Forderung voreinigen: „ Den Ort des Fum les 
X 0 anzugeben, fiir welchen die (Quadrat-) VVnrzelu der gleich- 
artigen Potenzen in Bezug auf die gegebenen Kreise A lUH l 
B 2 eine gegebene Lange l entwoder zur Sunune oder zum 
Unterschiede haben.“ Wenn nun auolt die Oerter fiir innere uml 
aussere Potenz getrennt bleiben, und demselbon / nach jeder Art, ein L- 

*) Cf. Beil, S. 22 clieser Ausgabe. 
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sonderer Kegelsclinitt entspricht, so stehen beide Arten doch in einem 
gewissen Zusammenhang nnd erganzen einander auf naturgemasse Weise. — 
Ferner kann man ebenso den Ort desjenigen Punctes Y 0 verlangen, fur 
welchen die Summe oder Differenz der Wurzeln der ungleichartigen 
Potenzen (d. h. der Tangente an den einen Kreis und der halben kleinsten 
Sehne im anderen Kreise) der gegebenen Lange l gleich sein soil. In diesem 
Falle ist jedoch der verlangte Ort im Allgemeinen eine Curve Vierten Grades. 

Mit Bezug hierauf erleiden die obigen Eigenschaften bei der ange- 
deuteten veranderten gegenseitigen Page der gegebenen Kreise nacli- 
stehende Modificationen. 


§5. 

I. Man lasse die beiden Kreise A 3 und B 2 (Taf. XXI Fig. 1) ein- 
ander nalier riicken, bis sie mit den Puneten U x und V an einander stossen 
und sich in einem Puncte (U l V) beruhren, so fallen beide inneren Tan- 
genten S und S 1 auf die Linie L, und diese wird die Berlihrungstangente 
der Kreise im Puncte (TJ X F); in cliesen Punct riickt aucli der innere Aehn- 
liohkeitspiinct jr 15 sowie viele andere Puncte. Dam.it verschwindet jene 
orsto Gruppe Hyperbeln, die Gr{IT x ) (§ B, II.), indem ihr Endglied (SS X ) 
sich mit ihrem Anfangsgliede L vereinigt, oder sie reducirt sich auf dieses 
einzige Glied L, welches jetzt zugleich das Anfangsglied der zweitcn 
Gruppe, Gr(Rl ), ist. Diese Gruppe endet, wie zuvor, mit dem Paar iiusserer 
Tangonten (RR X )] ebenso bleibt bei den iibrigen Gruppen alles unverandert. 

II. Wenn die Kreise A 2 und B 2 einander schneiden, wie in Fig. 2 auf 

Taf. XXII, so geht die Linie L durch ihre Schnitte r und s, und auch 
der Aehnlichkeitskreis N 2 = p^ x s geht durch dieselben. Die Gr(E'f) 
beginnt hier wieder mit der Linie L und endet mit (RRJ, aber ihre 
Brennpuncte erfullen nicht mehr den ganzen Aehnlichkeitskreis iV 2 ; sondern 
nur den Bogen rjcs desselben. Die sowie die Gr(E 2 ) behalten 

ihre friiheren Eigenschaften (§ 3, II.). Dagegen kommt jetzt eine neue 
Gruppe Ellipsen, etwa Gr(E?) : hinzu, die durch innere Potenz (durch die 
halben Sehnen a x , pj bestimmt werden, und welche innerhalb beider 
Kreise in dem krummlinigen Zweieck r Vs U x r liegen, also von jedem 
Kreise umschlossen und doppelt beriihrt werden, so dass die zweite oder 
kleine Axe jeder E* auf die Axe X fallt. Diese Gr(E x ) ist in gewissem 
Shine als Fortsetzung der Gr(II * ) anzusehen; namlich der Uebergang 
findet durch die Linie L statt, welche beiden Gruppen angehort, indem 
die Strecke rs als eine A 7 , 2 , dagegen die heiden unendlichen Strecken jen- 
seits r und s als eine III zu betrachten sind; und zwar entsprechen 
beide demselben Werthe von Z, namlich 1=0 oder beziehlich oc 1 =p i 
und a = p; auch sind fur beide die Puncte r. und s als Hauptscheitel 
und zugleich als Brennpuncte anzusehen. Dadurch stehen die Brennpuncts- 
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Oerter beider Gruppen in innigem Zusammenhang; sowie die Brennpimcte 
der Gr(Hl) in deni Bogen rps, liegcn die Brennpuncte der Gr(E;) j n 
dern anderen Bogen s des Aehnlickkeitskreiscs N*, so dass die Endpuncte 
jeder zu der Strecke m 0 ]c i senkrechten Sohne des Bogens r^s zuglcioli 
die Brennpuncte einer E] sind. Die Mittelpuncte der Gr(Ef) Hegon 
somit in der Strecke m 0 . Liisst man die Lange l von Z = 0an waclisen, 
so ruckt der Mittelpunct E l der Ortscurve E] von m 0 bis jc,; kier er- 
reickt Z(=a,+p i ) ein bestimmtes Grenzmaximum und die Curve reducirt 
sich auf ihren Mittelpunct jc,. I 11 diesom Fallo, wo also der Ort des 
Punctes X 0 auf die einzige Lage in jc, beschrankt ist, stellt sick das ge- 
nannte Maximum auch nur in don durcli x\ gchonden halbon kluinstcu 
Selmen dar, die bcide in der zur Axe X senkrechten Geraden liegen, 
so dass = ah das Grenzmaximum von l ist. Also: „Unter alien 

innerhalb beider Kreise A* und JS* liegcndcu Punctcn hat clorin- 
nere Aelmliclikeitspunct jc, die Eigcnschaft, dass die Summe 
der durcli ihn gehenden kleinsten Selmen ein Maximum ist.“ 
Die Puncte p und p 1 , q und q n in welchcn die Kreise A a , />- von 
jo einer inneren Ortscurve E\ beriihrt werden, sind ebenso durcli Hiilts- 
kreiso zu construiren, wie oben (§ 3, 11.) , sobald die Lange l gegeben 
ist. Namlich, wil'd z. B. im Kreise B' 3 cine Sehnc gezogen, doren Liinge 
gleich 2 1 ist und deren Mitte b a lioisscn mag, so sclmcidct der mit Bb„ um B 
beschricbene Kreis B\ den Krois A? in den verlangten Boriilmuigspuiiuteii 
p und p r So sind lemer auch die Gronzcn, wo die reelle Bciiilming 
aufhort, analogcrwoise anzugeben, wie oben. Wircl die halbe kleinste 
Sehne, die im Kreise A‘‘ durcli don Punct V gcht, durcli v, und die liallio 
kleinsto Sohne, die im Kreise B" durcli den Punct TJ l gcht, durcli # ( 
bezeichnet, so beriihrt die Curve E\ den Krois A* odor B ■ nur so binge 
recll, als die Lange l beziehlieh kleinor als «, odor v ist, und ist gorade 
l — u l odor l — v, so werden die Kreise in den Puncten C/j odor- Fvicr- 
punctig beriihrt und sind Kriimmungskrcise der Curve. Wenn Radius 
a>b, so ist ■«>«,, und daiin boginnt die imaginii.ro Beriilirung mit 
friiher als mit B\ — Man denke sich oino Curve E\, welche die Kreise 
A'\ B‘‘ in reellcn Puncten p und p„ q und q t beriihrt, so lindet fur alls 
Puncte X 0 in don boiden Bogen der E\, welche zwischou don Bcruhrungs- 
puncten verschiedener Kreise, also in den Bogen pq und p l q i liegen, stets 
Summe, a, +[5, = /, dagogen fur die Bogen pj\ und </</,, welche von den 
Beriihruugspuncton des mimliclion Krcisos bogrouzt werden, stets Uater- 
schiod, beziehlieh p , — a 1 = l und «, — p, =£, statt. Werden die Puncte 
p und jj, imaginin', ist l'>u l und /•<«, so wird E\ durcli die Puncte q 
und q in zwei Bogen getheilt, woven demjenigen, welcher deni Puncte 
U l naher liegt, Summe, og-f-p,, dagogen dom anderen niiher an Fliegemleu 
Uutcrschied, ct, — p, , ontspricht. Sind alle vier Bcriihrungcn imaginar, m 
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findet fiir alle Puncte X 0 in E\ nur Summe, = statt. Gleiches 

konnte aucli oben (§ 3, II.) iiber die Gr(E 3 ) bemerkt werclen, und eben- 
so ist bei den verschiedenen Gruppen Hyperbeln das nngleiclxe Verhalten 
ilirer Bogen in dieser Hinsicht leicht naher anzugeben. 

III. Dringt der Kreis B 2 tiefer in den Kreis A 2 liinein, bis der Punct 

V 1 in Z7j zu liegen komrnt und die Kreise einander nur noch in einem 
Puncte (JJ X V ,) berfihren, so fallen die ausseren gemeinschaftlichen Tan- 
genten R und R x auf die Linie L, und diese wird die Beriilirungstangente 
der Kreise im Puncte (U 1 VJ, auch ist dieselbe als der letzte Rest der 
jetzt aucli verschwunclenen zweiten Gruppe Hyperbeln, Gr(Jl\) , sowie 
zugleich als das Anfangsglied der dritten Gruppe, anzusehen. 

Nebst den Sclinittcn r und s riickt aucli der aussere Aehnlichkeitspunct p 
in den Punct (U l VJ, so dass der Aehnlichkeitskreis N 2 , sick mit den ge- 
gebenen Kreisen in dcmselben beriihrt. Die innere Gruppe Ellipsen, Gr(E;), 
wird hier vollstandiger, ilire Brennpuncte erfiillen den ganzen Aehnlich- 
keitskreis unci ihre Mittelpuncte (lessen Durclmiesser pp r Das Anfangsglied 
der Gr(E 2 ), entsprechend clem Werthe l — 0, besteht aus dem Puncte 

ausser ihm kann keine anclere E\ den Kreis A 2 reell bemhren, 
gleiclivvie der Kreis B 2 von keiner ausseren Ortscurve reell beriihrt wird, 
ausser von der Linie L. Ebenso reducirt sick das Endgliod der 
Gr(E 2 ) auf den Punct p x , wenn l sein Gronzmaximmn crreiclit, wie 
voriiin (II.). 

IV. Befindot sicli endlich der Kreis J5 2 ganz innerhalb des Kreises 

A 2 , wie in Fig. 3 auf Taf. XXII, so liegt die Linie L in bestimmter Entfernuiig 
jenseits beidor Kreise, wogegen die Achnlichkeitspuncte p und p x , so wie 
der Aelinliclikeitskreis N 3 innerhalb des Kreises B 2 liegen. Hier beginnt 
die noch fortbestehcnde Gr(II \ ) mit der Linie L bei dem Werthe 1 = 0, 
und cnclet bei l—AB mit der Parabel P 2 , welclic zugleich dor Anfang 
der Gr(E 8 ) ist, die mit E£ enclct,. wie oben (§ 3, II.). Was clagegen die 
inneren Ortscurven betrifft, so beginnt die Gr(E\) mit dem ausseren Achn- 
liclikeitspunct p, und zwar bei dcmjenigen Werthe you l , welcher das 
Minimum der Differenz a x — [i x ist. Namlich dies beruht auf dem folgen- 
den Satze: „Unter alien innerhalb des Kreises P 2 liegenden 
Puncten X 0 hat der aussere Aehnlichkeitspunct p die Eigen- 
schaft, dass die Differenz der durch ihn gehenden kleinsten 
Seh non 2a { und 2^ cin Minimum ist. Die in p zu der Axe X recht- 
winkelige Geracie abj: erithalt diese zwei besonderen Sehnen, so dass also 
pa — p b = cib gerade der genannte Werth von l ist, fiir welchen die erste 
E\ sich auf den Punkt p reducirt. Eben so reducirt sich das Endglied 
der Gr(E auf den inneren Aehnlichkeitspunct p x und entspricht demjenigen 
Werthe von l, welcher das Maximum der Summe ist und sich in. 

der in p x zu X rechtwinkligen Geraden ct* p x b x untcr JhC^-t-^bj = 
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darstelit, wie oben (II.). Fiir die Gr(E\) hat somit die Lange l den Spiel- 
raum von l = ab bis l = a, b,. 

Bei der gegenwartigen Lage kann der Kreis A- nur von den aussercn 
Ortscurven Gr{H\) und. Gr(E 2 ), hingegen der Kreis B 2 nur von den 
inneren Gr(E]) reell beriihrt werden. Die .Grenzen, wo beiderseits die 
• reelle Beruhrung beginnt und aufhort, sind gleicherweise bestinrmt, wio 
oben, und ebenso sind bei gegebener Liinge l, die Beriihrungspuncte durcli 
das beroits angegebene Verfahren leicht zu construiren. Ein Nebenumstand 
bctreffend die ausseren Ortscurven, soil hi or noch horvorgehoben werden. 

Ob von der Gr(H\) ein Theil zu reeller Beruhrung mit dem Iireise 
A‘ gelangt, oder nicht, hangt davon ab, ob u,<AB oder u^AB, d. L 
ob die aus dem Puncte U l (der von alien Puncten in A' J dem Kreise P 5 
am nachsten liegt) an den Kreis P 2 gezogene Tangente u 1 (§ S, I.) kleiner 
oder grosser als AB ist. 1st gerade w, = AB, so beriihrt allein das letzte 
Glied der Gr(El ), die Parabel P 2 , den Kreis A 2 noch reell, imd zwar in 
17, vierpunctig. Ist hingegen u l < AB, so folgen naich der P 2 aucli noch 
eine bestimmte Abtheilung Ellipsen von der Gr(E s ), welchc nicht reell 
beruhren, und die zur Untorscheidung durch Gr(El) bezeichuet werden 
sollen. Fih' alle Puncte X 0 in einer solehen Ellipse El findet nur Differcnz 
p — a = l statt (dasselbe gilt in dicscm Fallo auch von jeder Il\). Die 
Gr(El ) cntsprechen den Werthen von l = AB bis l—u r Im lctzteren 
Falle, bei l — u n entsteht diejenige "Ellipse, welclie den Kreis A‘‘ in L\ 
vierpunctig beriihrt, und fiir deren ganzen Umfang wohl noch Dilierenz 
P — a = l statt hat, aber die dennoch zugleich dor Anfang der reell bo- 
riihrendon Ellipsen E" ist. Yon da ab, wenn l wiichst, beriiht E’~ den 
Kreis A 2 in zwei reellen Puncten p und p,, durch wolche sie in zwei 
Bogen getheilt wird, wovon domjenigen, der den Punct V \ umspannt, Summc 
a+p, dagegen dem anderen, fiber U, Differcnz p— a entspricht. Wird 
l = u (Tangente aus U an P 2 ), so tritt die letzte reell beriihrende E 1 ein, 
die den Kreis A 2 in U vierpunctig beriihrt, und fiir deren ganzen Uinfang 
nur Summc a+p stattfindet. Von hier ab, wenn l fortwachst bis zu 
l = oo, entsteht in Gr(E~) eine neue Abtheilung von solehen Ellipsen, 
otwa Gr(E \ ), wolche den Kreis A 3 auch nicht reell beriihron, aber fiir 
deren ganzen Umfang nur allein Summc a+p vorkommt. Somit giebt 
es unter der Voraussetzung, dass u, >■ AB, in der Gr(E 2 ) zwei gotrenntc 
Abtheilungen, Gr(EL ) und Gr(E%), welchc beide den Kreis A* um- 
schliessen und imaginiir beruhren, aber dennoch darin sicli wosentlicli 
unterscheiden, dass fiir die ersten nur Untersohied p — a, hingegen fiir 
die anderen nur Summc a+p vorkommt. Dieses verschiedene Yerhaltcn 
wird durch folgende nahere Beziehung der beiden Kreise zu den respectiven 
Curven aufgeklart.- Man bezeichne allgemcin die Brennpunote einer Ellipse 
durch/ und/, und die Kriimmungsmittelpuncte der Scheitel ihrcrflaupt- 


Neue Bestimmungs-Arten der .Curven zweiter Ordnung. 


461 


Axe durch k und k x , so liegen die letzteren Puncte zwisehen jenen, und 
zwar soil k naher an f und k x naher an f liegen. Die Mittelpuncte aller 
Kreise, welclie die Ellipse imaginar doppelt beruhren, fallen in die Strecken 
fk und f 1 k 1 (S. Bel. 37 S. 175 cles Crelle'schen Journals)*). Hiemach lasst 
sich das Verlialten der Gr(fEL) und Gr(Ef) gegen die gegebenen Kreise 
A 2 und B 2 , wie folgt, naher angeben: 

„Bei jeder Ellipse EL liegen die Mittelpuncte A und B der 
Kreise beide in der namlichen Streeke fk oder f\k x , wogegen 
bei jeder Ellipse E\ dieselben in verschiedenen Strecken liegen, 
der eine in fk und der andere in/j/^." 

Auch ergiebt sich aus Allem der folgende Satz: 

„Zu zwei in einander liegenden gegebenen Kreisen A 2 und 
B 2 kann es nur dann solclie Ortscurven EL geben, fxir deren 
ganzen Umfang nur allein Differenz (3 — a = 1 stattfindet, wenn 
u x > AB ist, und dabei hat alsdann die Lange l den Spielraum 
von l = AB bis l — u x A Und umgekehrt: „Beschreibt man in eine 
gegebene Ellipse zwei solche, sie imaginar doppelt beruhrende 
Kreise, deren Mittelpuncte beide in der namlichen Streeke fk 
odor fk^ liegen, so findet fxir alle Puncte X 0 in der Ellipse 
dieselbe constante Differenz p — a — l statt, und es ist allemal 
u x >> AB, die Constante l aber grosser als AB und kleiner als 

§ 6 . ■ 

Aus der vorhergehenden Betrachtung ist leicht zu ermessen, dass, 
wenn in einer Ebene drei beliebige Kreise A 2 , B 2 und D 2 , deren Mittel- 
puncte A, B und I) in derselben Geraden X liegen, gegeben sind, dann 
im Allgemeinen immer ein solcher Kegelschnitt C 2 moglich ist, welcher 
in Rtlcksicht je zweier Kreise eine ihnen zugehorige Ortscurve ist, und 
welcher somit jeden Kreis doppelt beruhrt. Die jedem Kreispaar ent^ 
sprechende Lange l ist unter anderem, wie folgt, zu bestimmen. 

Sind a, b und d die Radien der Kreise, werden die Abstande ihrer 
Mittelpuncte von einander, namlich AB = 2b, AD — 2b und BD = 2a 
gesetzt, und wird die Lange l fur die Kreispaare A 2 und B 2 , A 2 und D 2 , 
B 2 und D 2 beziehlich durch 2k., 2X x , 2X 2 bezeichnet, so hat man, wenn 
B zwisehen A und D liegt, die Relation 

X = A-(cca 2 — W-t-toP-t-abb), 

\ — bb), 

x 2 = ib 2 +b^H-abb). 

' 4< ) Of. Bel II, S. 404 dieser Ausgabe. 
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§ 7 . 

Wird nun ferner in Riicksicht auf zwei gegebene Ereise A~ und B‘‘ 
der Ort desjenigen Punctes Y a verlangt, fiir welchon die Wurzeln der 
ungleichnamigen Potenzen eine gegebene Liinge l ontweder zur Summe 
(a-4-^ oder p-RaJ oder zum UnterscMede (a— (3,, (3 X — a oder (3— a , 
a, — (3) haben soli (§4), wobei also der Punct Y 0 nothwendigervveise 
jedesmal innerlialb des einen und ausserhalb des anderen Kreises liegen 
muss, so findet man, dass dieser Ort im Allgemeinen eine Curve vierten 
Grades ist, gleich C\ welche jeden der beiden Ereise in vier Puncten be- 
riihrt (reell oder imaginiir), die gleicherweise durch concentrisclie Hiilfs- 
kreise (B\ und A* 0 ) leicht zu construiren sind, wie bei der obigen Bo- 
tracbtung (§ 3, II. und § 5, II). 

Wenn jedocli liierbei insbesondere 1 = 0 sein soli, d. h. wenn nur 
der Ort desjenigen Punctes F 0 verlangt wird, welcher in Riicksicit der 
beiden Ereise ungleichnamige aber gleiclie Potenzen hat, a = p, oder 
p = a, , so reducirt sich die Curve C' 1 auf einen doppelten Ereis, indcm 
die beiden Theile, aus denen sie sonst besteht, fur diesen Fall zus ammcn - 
fallen und einen einzigen Ereis bilden, etwa C\. Dieser Ereis C® ist 
auch dadurch bestinnnt, dass er den oft genannten Punct M, die Mitte 
von AB, zum Mittelpunct und mit den gegebenen Ereisen die Linie L 
gemeinschaftlich zum Ort der gleichen Potenzen hat. Wenn daher die 
gegebenen Ereise A 3 imd B 2 einander schneiden, wie, in Fig. 2 auf Taf. XXII. 
so geht auch Cl durch ihre Schnitte r und s; bofindot sich B 3 ganz inner, 
halb A 2 , wie in Fig. 2 auf Taf. XXII, so liegt C l in dem Raume zwisohenR 
und A 3 -, und liegen endlich A 3 und B 2 ausser einander, wie in Fig. 1 auf 
Taf. XXI, aber so, dass M innerlialb A 2 fallt, so kann der Ereis C ’ auch 
noch reell sein und liegt dann ganz innerlialb A\ Aus diesen Angaben 
efgiebt sich der folgende Satz: 

„Der Ort der ungleichnamigen gleichen Potenzen zwe'ier 
gegebenen Ereise A 3 und B 3 ist ein bestimmter dritter Ereis 
Cl, dessen Mittelpunct M die Mitte der die Mittelpunetc der 
gegebenen Ereise vorbindonden Geraden AB ist, und welcher 
mit diesen Ereisen den Ort der gleichen (und gleichnamigeii) 
Potenzen, die Linie L, gemein hat.“ Oder unter andercr Aullassuug 
auch so: „Der Ort des Mittelpunctes Y 0 desjenigen Ereises Y 
welcher von dem einen gegebenen Ereise, A 1 oder 1>'\ gleicli- 
viel von welchem, reehtwinklig und von dem jcdcsmaligen an- 
deren im Durchmesser geschnitten wird, ist ein bestimmter 
Ereis Cl, dessen Mittelpunct M die Mitte von AB ist, und 
welcher mit den gegebenen Ereisen eine (reelle oder ideelle) 
gemeinschaftliche Secante L hat.“ 
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Wenn ferner die gegebenen Kreise A 2 und B 2 insbesondere con- 
centrisch Bind, so zerfallt' die Curve C 4 bei jeder gegebenen Lange l in 
zwei init jenen concentrische Kreise C 3 und C * , deren Radien c und c x 
clem Gesetz unterworfen sind, dass stets 

c 2 -hc 2 = a 2 -\-b 2 

ist, d. h., dass die Summe der Quadrate dieser Radien constant, 
und zwar der Summe der Quadrate der Radien der gegebenen 
Kreise A 2 und B 3 gleich ist, in welche letztere jene Kreise C 2 und 
C] auch in der That iibergehen, wenn l = u = u l wird (§ 3, I.). — Fur 
l = 0 fallen die Kreise C 2 und Cf auf einander, bilden den vorgenannten 
Kreis C 0 2 , fiir dessen Radius c Q man hat 

2 cl = a 3 -h b\ 

§ 8 . 

Die obige Betrachtung fiihrte auf cine unendliche Schaar Curven 
zweiten Grades, /S(C 2 ), welche die zwei gegebenen Kreise J. 2 und B 3 
doppelt beriihren; allein cliese Schaar umfasst nicht alle Kegelschnitte, 
welche die Kreise doppelt beriihren, vielmehr giebt es im Allgemeinen 
noch zwei andere Schaaren, die diese Eigenschaft auch besitzen. Ueber 
die beiden letzteren Kegelschnittschaaren sollen hier noch einige bemerkens- 
wertlie Umstiinde angedeutet werden. 

Die gegebenen Kreise haben (wie jecle zwei in gleicher Ebene lie- 
gende Kegelschnitte) ein gemeinschuftlich.es Trippel zugeorclneter Pole ^ 
y unci Zj sowie auch ein gemeinschaftliches Trippel conjugirter Polaren 
Xy Y unci Z; jene sind die Ecken und diese die respectiven Gegenseiten 
cles namlichen Dreiecks. Einer der drei Pole, etwa at, liegt im XJnend- 
liclien, und zwar nach.der Richtung der Linie Ly als deren unendlich 
entfernter Punct er anzusehen ist; derselbe ist stets reell, wogegen die 
beiden anderen, y und ^ gleichzeitig imaginiir oder reell sind, jenach- 
dem die Kreise einander schneiden odor nicht, namlich sie sind zugleich 
die Schnitte der Axe (oder Polare) X mit jedem Kreise, welcher die beiden 
gegebenen Kreise A 2 und B 2 rechtwinklig schneidet; oder wofern die letz- 
teren Kreise ausser einanderliegen, wie in Fig. laufTaf. XXI, so sind die 
Pole y und 0 zugleich die Schnitte der Diagonale yjc 1 = X mit den beiden 
anderen Diagonalen ^ und t)X) 1 = Y des durch die vier gemein- 

schaftlichen Tangenten gebildeten Yierseits RRfiS^ Zu diesen drei Polen 
haben nun die erwahnten drei Kegelschnittschaaren nachstehende wesent- 
liche Bezichung. 

Die obigen Ortscurven, S(C 2 \ haben Bezug auf den Pol x und sollen 
daher durch S (fil) bezeichnet werden; namlich die Beriihrungssehnen pih 
und qq l jeder Curve C% sind der Linie L parallel und gehen daher mit 
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ihr nach dem Pole x (§ 3, IV.). — Nun giebt es eine zweite Scliaar Kegel- ! 

schnitte, welehe die gegebenen Kreise doppelt beriihren, und welclie j,. 

sich gleicherweise auf den Pol y beziehen, indem namlich die Beruhrungs- j 

sehnen pp 1 und qq 1 jeder Curve durch diesen Pol gehen. Und ebenso i 

giebt es eine dritte Kegelschnittscliaar, S(Q), welehe die gegebenen Kreise 
doppelt beriihren, und bei welchen die Beruhrungssehnen pp l und qq stets t 
durch den Pol 3 gehen. Von den beiden letzteren Kegelschnittschaareu 
sind unter anderen folgende interessante Eigenschaften anzugeben: ; 

1) „Die Beruhrungssehnen pp 1 und qq 1 jeder Curve Q sowie 
jeder Curve Q sind stets zu einander rechtwinklig; und um- 
gekehrt: zieht man durch den Pol y oder s irgend zwei zu ein- 
ander rechtwinklige Secanten pp x und qq x beider Kreise A 2 und 
B'\ so werden diese in den zwei Paar Schnittpuncten p und p 
q und q t allemal von einer Curve Q oder Q beriihrt.“ 

2) „ Von den beiden Axen jeder Curve Cf, oder 6? geht die 
eine durch den Mittelpunct A und die andere durch den Mittel- 
punct B. Folglich ist der Ort der Mittelpuncte beider Schaarcn. 
S(Q) und S(Q), ein und dersel.be Kreis Ml, welcher die Streckc 
AB zum Durchmesser hat (§3, I), so dass also jeder Punct l 
dieses Kreises zugleich der Mittelpunct sowohl einer Curve Q 

als einer Curve Q ist, und dass die Axen dieser beiden Curven 
auf einander fallen." 

8) s DieS(Q) sowohl als die S(C?) sind unter s i c li ahnlich; ? 

und'zwar verhalten sich die Quadrate der Axen jeder CJ, wie j 

die Abstande des Pols y von -den Mittelpuncten A und B; und 
ebenso verhalten sich die Quadrate der Axen jeder G? ; wie die 
Strecken zA und zB . Namlich so: sind a, p die halben Axen f 

einer Cy, und geht a durch A und p durch B , so ist , J 

a 2 :^ 2 = yAzyB; 

und sind ebenso a 15 p 4 die halben Axen einer Q und gehen 
dieselben beziehlich durch A, B, so ist 

a ] : pj = zA : zB. 

Da nun y und 0 conjugirte Pole in Rucksicht beider Kreise A* 
und B 2 sind, so dass 

Ay . Az = a\ u n d Bz . By = b 2 

ist, so ergiebt sich aus beiden vorstehenden Proporfcionen die 1 
folgende: 

aa^ppj — a:b, 

das heisst: In' Riicksicht je zwei or Curven Cf f und 6? aus beiden 
Schaaren verha.lt sich das Rechteck unter den Axen, die durch 
A gehen, zum Rechteck unter den Axen, die durch/? gehen, wie 
der Radius a des Kreises A 3 zum Radius b des Kreises 
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4) ‘ „Der Ort der Brennpuncte jeder der beiden Schaaren, 
wie etwa der $(Q), besteht im Allgemeinen aus zwei Kreisen 
A y imd welche mit den gegebenen Kreisen dieselben Mittel- 
puncte A und B haben, und welche entweder einander recht- 
winklig schneiden, oder von denen der eine den anderen im 
Durchmesser schneidet. .Geht die Haupt-Axe einer Curve C y 
durcli A oderj so liegen ilire Brennpuncte /und f\ beziehlich 
im Kreise By oder A%. Das Rechteck unter den Abstanden 
jedes Paares Brennpuncte / und f x von dem Puncte A sowohl 
als von dem Puncte B ist constant, und zwar gleich dem Qua- 
drat des Radius a y oder b y des zugehorigen Kreises A y oder Bf n 
also 

Af. Af\ = <p n und Bf . Bf x = b y . 

Ebenso liegen die Brennpuncte der S(Cf) in zwei Kreisen Af 
und Bf , mit denen es gleiche Bewandtniss hat.“ 

5) „Zieht man zwischen den zwei Paar Puncten p und p x , 
q und q x , in welchen jede Curve Cf, die gegebenen Kreise A 2 , 
B 2 beruhrt, die vier Wechselsehnen pq 9 pq n p x q und p y q x , so 
bertihren alle diese Sehnen einen und denselben bestimmten 
Kegelschnitt, etwa Y 2 , welcher den Pol y zum Brennpunct und 
mit den Kreisen die vier (reellen oder imaginaren) Tangenten 
R, R n S und S x gemein hat, und dessen Brennpuncte y und 
(der noch unbekannte) y x zu den Puncten A und B zugeordnet 
harmonisch sind:* Jede Wec-hselsehne b.ildet in den Kreisen 
A* und B 2 zwei Sehnen, etwa s und s x ; das Verhaltniss dieser 
■Sehnen ist fur alle Wechselsehnen dasselbe, s:s x — k constant. — 
Ebenso bertihren die Wechselsehnen der S(Cf) einen bestimm- 
ten Kegelschnitt Z‘\ welcher z zum Brennpunct und mit den 
Kreisen A 2 , B 2 dieselben vier Tangenten gemein hat, und dessen 
Brennpuncte z und z 1 zu den Puncten A und B zugeordnet har- 
monisch sind. Audi bilden die Wechselsehnen in den Kreisen 
solche Sehnen $ und s 19 deren Verhaltniss constant, jedoch von 
dem vorigen verschieden ist, s:s 1 =Ic 1 constant. cc 

6) „Sind P und P 19 .Q und Q x die Bertihrungstangenten 
der Kreise A\ B 2 mit einer Curve C y (§ 3, IV.), so liegen die 
Schnitte PP X = p und QQ l =$ l allemal in der Polare Y, und 
alle Paare p und p x bidden ein Puncten-System (Involution). 
Dagegen ist der Ort der vier Wechselschnitte PQ und P x Q x , 
PQ X und P x Q y oder q und q 1? r und x 1 (§ 3, IV.) ein bestimmter 
Kreis Nf n welcher durcli dasselbe Paar Gegenecken t) und tj x 
geht wie Y, und welcher mit den Kreisen A 2 und B 2 die I/inie 
L zur gemeinschaftlichen Secante hat, so dass sein Mittel- 
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punct N y auch in der Axe X liegt. — Ganz analog ver halt es 
sich in dieser Hinsicht mit der S(Ct). u 

Um den Einfluss der verschiedenen gegenseitigen Lage der gegebenen 
Kreise auf die angegebenen Eigenschaften zu zeigen, wollen wir die Kreise 
in ihren wesentlichsten Lagen, nlimlich wo sie ausser einander liegen, und 
wo B 2 ganz innerhalb A 2 liegt, noch etwas niiher betrachten. Beim 
Zwischenfalle , wo die Kreise einander schneiden, sind S(Q) und 5(C?) 
imaginar. 

I. „Liegen die Kreise ausser einander, wie in Eig. 1 auf 

Taf. XXI, so bestehen beide Schaaren, S(C>) und S(CR), ausHyper- 
beln und £(#?), jede Scliaar unter sich iihnlieh. Die um die • 

Puncte A und B beschriebenen Kreise A* und B*, welclie die 
Brennpuncte der S (By') enthalten, schneiden einander in den 
Gegenecken t) und p, des Yierseits RR^S, rechtwinklig* und 
ebenso schneiden sich andererseits die Kreise A? und 5? in den 
Ecken g und g, rechtwinklig. — Liegt der Mittelpunct einer 
JI v 111 demBogen tjgAg.p, des Kreises M 2 , so umschliesst die- 
selbe den Kreis B\ und somit geht ihre Haupt-Axe durch den 
Punct B und schneidet den Kreis Ay in ihren Brennpuncten/ 
und /,. Liegt hingegen der Mittelpunct einer II * in dem an- 
deren Bogen \)B^, so umschliesst sie den Kreis A 2 ; iliro Ilaupt- 
Axe geht durch A, und ihre Brennpuncte liegen im Kreise BJ. 
Der Uebergang von der einen Abtheilung zur anderen findet 
durch die Tangentenpaare (ffiSJ und (R lf S) statt, welche spe- 
cielle HI sind und beziehlich p undp, zu Mittelpuncten liaben. 
Ganz ahnlich verhiilt es sich mit don Hyperbeln IR. — Die 
Asymptoten jeder IR gehen durch die festen Ecken g und 
und ebenso gehen die Asymptoten jeder IB durch die Ecken 

t) und t) r “ 

II. „Liegt dor Kreis B 2 ganz innerhalb A 2 , wie in Pig. B auf 
Taf. XXII, so bestehen beide Schaaren £(C|) und S(Cl) aus El- 
lipsen, also S(E 2 ) und S(Et). Jede E% umschlie sst clen Kreis 
B 2 und wird vom Kreise A 2 umschlossen, so dass also ihre 
Haupt-Axe stets durch den Punct B geht, und ihre Brenn- 
puncte / und/, immer in demselben bestimmten Kreise A) um 
A liegen; (hier wird dor Kreis B 2 um B vom Kreise A; ) im 
Durchmesser geschnitten, aber ausser diesen Schnitten ent- 
halt er keine reellen Brennpuncte). Ebenso umschliesst jede 
El den Kreis B * und wird von A 2 umschlossen, so dass ihre 
Haupt-Axe nur durch B geht, und ihre Brennpuncte in einem 
bestimmten Kreise At um A lieeen." 

o 
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§ 9 - 

B emerkung. In clem Vorhergehenden kommen beilaufig drei Bei- 
spiele vor, wo eine Gerade (dort Weehselsehne genannt, § 3, IV. und 
§8,5), welche in den gegebenen Kreisen A 2 und B 2 Sehnen s und s 1 
von constantem Verhaltniss bildet, einen Kegelschnitt zum Ort hat.- Diese 
Eigenschaft ist allgemein und gewahrt folgenden Satz: 

„Der Ort einer Geraden G, welche in zwei gegebenen festen 
Kreisen A 2 und B 2 solche Sehnen s und bildet, cleren Ver- 
haltniss irgend einen gegebenen Werth k hat, so class s:s 1 = k, 
ist allemal irgend ein bestimmter Kegelschnitt *) und alle 
auf diese Weise bestimmten Kegelschnitte, wofern cler Werth 
k nach einander alle Grossen clurchlauft, bilden einen Curven- 
Biischel, B(G 2 ), mit vier (reellen oder imaginaren) gemein- 
schaftlichen Tangenten (R, jR 15 S, SJ, und zwar gehoren die 
gegebenen Kreise A 2 und B 2 selbst mit zu cliesem Biischel, 
namlich sie entsprechen beziehlich den Werthen k — 0 und 
k = oo. Dem Werthe k = 1 oder a = s l entspricht, wie oben 
(§ 3, IV.), die Parabel $ 2 (= G 2 ), welche den Punct M zum Brenn- 
punct und die Linie L zur Tangente im fecheitel hat. Dem 
Werthe k = a:b entsprechen beide Aehnlichkeitspuncte £ und 
5 die zusammen eine specielle G“ sind; etc.“ Und umgehehit. 
„Die Tangenten jedes Kegelschnittes G", welcher mit zwei 
Kreisen A 2 und B 2 vier reelle oder imaginare Tangenten ge- 
mein hat, bilden in cliesen Kreisen solche Sehnen s und s i: 
deren Verhaltniss constant ist, d. h. fur alle Tangenten dcn- 
selben bestimmten Werth k hat; etc. a 

Statt einer ausfiihrlichefr. Erorterung dieses Gegenstandes , beschianke 
ich mich hier auf folgende Angaben. 

Die Mittelpuncte cler Ortscurven, B(G 2 ), liegen sammtlich in der 
Axe X : auf welche zugleich auch je eine Axe von jeder Curve fallt. Ob 
die erste oder zweite Axe der Curve auf X fallt, hangt clavon ab, ob ihi 
Mittelpunct jenseits cler Strecke AB, oder ob er in clieser Strecke liegt. 
Dadurch scheiden sich die Curven in zwei Abtheilungen, etwa Gr(G J) 
und Gr(Gl ). In Hinsicht der Brennpuncte clieser beiden Gruppen hat 
es folgende Bewandtniss: 

„Die Brennpuncte der Gr(G\ ) liegen in cler Axe X und 
jedes Paar Brennpuncte /und/Y ist zu den Puncten A und B 


*) Diesen Satz liabe ich bereits im J. 1827 mit einer Reihe anderer Satze dem 
Herausgeber der Annales de Mathtmatiques nach Montpellier ubersandt, welcher ihn spater 
— vielleicht durch Yersehen — nnter dem Namen eines Anderen abdrucken Hess. 
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zugeorclnet harmoniscli. Dagegen liegen die Brennpuncte der 
Gr(Gl ) in clem Kreise welcher die Strecke A B — 2c z u in 
Durclimesser hat (§3, I.), so dass jedes Paar Brennpuncte zu- 
gleich die Endpuncte einer zu dieseni Durclimesser sent re eh ten 
Sehne des Kreises sind.“ 

■Daratis gelit hervor, dass hier gleicherweise , wie oben (§3,111. und 
§8, 4), fur beide Gruppen das gemeinschaftliche Gesetz stattfindet: 

„Dass das Rechleck- unter clenAbstanclen der Brennpuncte 
/ und /j jecler Curve G 2 von dem Puncte M, clem Brennpuncte 
der Parabel $)3 2 , constant und zwar gleich c 2 ist.“ 

Berlin, im October 1852. 


lllgemeine Betrachtuiig liber einander doppelt 
beriihrende Kegelscbnitte. 

Crelle’s Journal Baud XLY. S. 212-224. 




Allgemeine Betraclitiing liber einander doppelt 
beriihrende Kegelscbnitte. 


§ 10 - 

An die vorbergebende Abhandlung, namentlicli an diejemge Betracli- 
tung wo das Verhalten der gesammten Kegelscbnitte, welclie zwei teste 
Kreise doppelt beriihren, angegeben worden, erlaube ich mir, bier cie 
etwas allgemeinere Betrachtung anzuscbliessen, wo statt der Kreise irgend 
zwei Kegelscbnitte , die gleicbfalls durcb A 2 und P>- bezeichnet werden 
mogen, in fester Lage gegeben sind, und wobei ebenso die Eigenschaften 
aller sie doppelt beriihrenden Kegelscbnitte berucksichtigt werden sollen. 

I Urn einen bestimmten Fall (Figur) vox Augen zu haben, denke 
Oder zeichne man zwei Ellipsen A 3 und B\ welche einander in ner 
Puncten r, s, t, u scbneiden, und somit aucb vier reelle gemeinscbafthcbo, 
Tangenten R, S, T, U baben; namlicb diejenige Tangente heisse R, von 
deren Beriibrangspuncten aus zwei Bogen beider Ellipsen unmittelbai naci 
dem Scbnitte r fiihren; ebenso die anderen. Die vier Schmtte bilden 
ein vollstandiges Viereck rstu und die vier Tangenten cm vollstandiges 
Vierseit RSTU. In Betracht der drei Paar Gegenseiten des ersteren und 
deren Scbnitte, sowie in Riicksicbt der drei Paar Gegenecken des letz- 
teren und dessen drei Diagonal en setze man. 


Seite ts = 3b und tu ■ 


: 3t. ; Sclmitt 3E3E, = 


rt — und su == 2/* 

tu = 3 :== 8i i ~ B3i 

Ecke RS = r und TU=^S Diagonal .e jcjr, =.X 
RT=ty und SU—t ) 1 = 

. RU—l und ST=b 1 ; ‘ llii — Z- 

Die Scbnitte x, y, z der drei Paar Gegenseiten des Vierecks' sind das 
gemeinsebaftliclie Trippel conjugirter Pole, und die drei Diagonalen X, , 
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des Vi 0 rseits sind das gemeinschaftliche Trippel conjugirter Polaren der 
beiden Ellipsen, so class also auch 

Schnitt XY=z, XZ=y, YZ=cc 
unci 

Gerade xy — Z, xz— Y, yz = X 
ist Ferner and dabei einerseits x, g, y und g t ; x, 9, 0 und b • y v g 
unci ^ vieiv harmomsche Puncte, sowie andererseits X R Y nnrl o 
»• Z md 5 % Z und X, vier harmonische Ge’Je’. 3,5 

Sfit Bezug luerauf und mit Beriicksichtigung anderer, im vorigen Auf 
satze bereits fingewandter Bezeichnungen und Benennungen lassen sicl 
die erwahnten Eigenschaften, wie folgt, aussprechen. 

r 11 , 2 Dk Kegelschnitte C\ welche beide gegebenen El- 

ipsen A und B‘ doppelt beriihren, zerfallen vermoge ihrer Bezielnmg zu 
den drei Polen a 9 y und z in drei verschiedene Schaaren S(C 2 ) SfC 2 \ 
und S(G), «8>. welche sich jedoch hn AUgcneincn gMch trS 
und gleiche Eigenschaften haben so dass wir der Kfirze halber nur von 
der emen Schaar, etwa von S(C%,), zu sprechen brauchen 

1) „ Beruhrt eine Curve Q. die Ellipse A 2 in den Puncten 
p und ^ und die Ellipse 5* in den Puncten q und q lt so gelmn 
die Beruhrungssehnen pp 1 und durch den Pol * und sind 
allemal zu den Gegenseiten X und X, zugeordnet harmonised 
Und umgekehrt : „Zieht man durch den Pol x irgend zwei zu den 
beiten X. und X zugeordnete harmonische Gerade, etwa G 
und H, so schneid en sie die Ellipsen A 2 und B* beziohlioh in 
solchen Puncten p Pl und q, fi , in welehen dieselben von 
einer Curve beriihrt werden; und ferner schneiden sie ver- 
wechselt, II die A' und G. die B\ in solchen Puncten /, f 

und ^ (?', in welehen A- und B 2 von einer anderen Curved 
beruhrt werden. “ 

n ® ” Werden zwischen je zwei Paar zusammengehoriger 
Beruhrungspuncte p und Pl , q und Sl die vier WechLlseliL 
M, Mu M und PA gezogen (§8, 5), so beriihren dieselben 
insgesammt einen bestnnmten Kegel schnitt, etwa X\ welclier 
dem Vierseit RSTU eingeschrieben ist und auch die zwei 
Gegenseiten X. und beruhrt (indem die ' letzteren, sowie 
die Pangenten E, S, T, U specielle Wechselsehnen sind).‘ 
tnd femer: Die aus den zwei Schnitten der Polare X mit der ' 

p“ P T' B ' (0 / er , A } aU den Kegelschnitt X 2 gelogten zwei 
Paar langentcn beriihren ihn in den namlicheu Puncten, in 
weUhen er von der anderen Ellipse A* Coder B *) geschnitten 

S) „ Legt man durch die vier Beriihrungspuncte p und p n 
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q unci q x irgend einen willkiirlichen Kegelschnitt D\ so schnei- 
clet er die gegebenen Curven A 2 unci B 2 in vier solchen neuen 
Puncten p° und p'', q° unci q° , in welchen dieselben von einer 
anderen Curve Cl beriihrt werden.“ Und umgekehrt: „Die aclit 
Beriibrungspuncte je zweier Curven C % m’it den Ellipsen A 
und B 2 liegen jedesmal in irgend einem Kegelschnitte i) 2 .“ 
„Alle Curven Cl haben gemeinschaftlich x und X zu Pol und 
Polaren. Yon den gemeinschaftlichen Secanten je zw.eier 
Curven Cl geht immer ein Paar, etwa G und H, durch den Pol 
x, und sie sincl allemal zu 3E und 3c, zugeordnet harmonisch. 

4) Jede vier Beruhrungspuncte p, p 1 , q, q x liegen einer- 
seits mit den Ecken r und s in einem Kegelschnitte, etwa M ' , 
und andererseits mit den Ecken t undw in einem Kegelschnitte 
M\. Die gesammten hierdurch bestimmten Kegelschnitte M“ 
beriihren einanclerin den Puncten r unds, so dass sie daselbst 
gemeinschaftliche Beriihrungstangenten, etwa 31 und 2, haben 
mit der gemeinschaftlichen Beriihrungssehne rs = 3E und so- 
mit einen speciellen Curven-Buschel, B(M 2 ),- bilden. Der 
Schnitt der Tangenten 31 und,® heisse to; er liegt in der Po- 
lare X und to und 3c sind Pol und Polare in Bezug auf alle 
if 3 , auf B(M 2 ). Seien a und b die Pole der Seite 3£ in Bezug 
auf A. 3 und B\ dieselben liegen auch in X , und sei c der 
Schnitt von X mit 3E, so sind die vier Puncte a, m, b, c har- 
monisch, so dass also der Pol m durch die als gegeben an- 
zusehenden drei Puncte «, b, c bestimmt ist; und durch ihn 
sind dann auch die Tangenten 31 und @ (=mr und vis) be- 
stimmt. Ganz ebenso beriihren alle Kegelschnitte M\ ein- 
ander in den Puncten t und u, haben daselbst gemeinschaft- 
liche Beriihrungstangenten £ und 11 mit der Beriihrungssehne 
t U — \ und bilden einen speciellen Curven-Buschel B(M))\ 
und ferner liegen der Schnitt 7n l von £ mit 11 und die Pole 
a x und b l der Seite 3E, in Bezug auf A 2 und B 2 in derselben 
Polare X, und ist zudem c x der Schnitt von X mit 36,, so sind 
die vier Puncte ft,, to,, c, harmonisch, also durch ft,, d, und 
Cj der Pol v\ und durch ihn die Tangenten £ und 11 be- 
stimmt." — „ Die auf diese Weise bestimmten zwei Paar Tan- 
genten 31 und @, £ und 11 beriihren auch den obigen Kegel- 
schnitt X 2 , den Ort aller Wechselsehnen (2.), und zwar be- 
riihren ihn 31 und @ in ihren Schnitten mit der Seite X,, und 
ebenso beriihren ihn £ und 11 in ihren Schnitten mit der 
Seite 3E, so dass also in Bezug auf X 2 verwechselt to der Pol 
yon 3t, , und to, der Pol von 3E ist.“ Werden diese zwei Paar Tan- 
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genten vorausgesetzt, so kann man auch umgekehrt behaupten: Jeder 
Kegelsehnitt M‘\ welcher die Geraden D? und © in den Puncten 
r und s beruhrt, sclineidet die gegebenen Curen A 2 und B 2 in 
vier solchen Puncten p und Pl , q und & (ausser in r und «), i n 
welchen sie von einer Curve Cl beruhrt werden.“ „Die ge«en- 
seitigen vier Schnitte je zweier Curen Cl liegen” allemal in 
emem Kegelschnitte M 2 (der 37 und© in r und s beriihrtV und 
umgekehrt: jeder Kegelsclinitt M 2 schneidet jede Curve ’c 1 in 
solchen vier Puncten, durch welche allemal noch irgend e *ino 
andere Curve Cl geht.“ Gleiches gilt fur die Kegelschnitte JP 
. ^ „Sind Pund P,, Q und Qj die Beriihrungstangenten 

emer Cl mit den gegebenen Curven A 2 und B‘\ so liegen die 
Schnitte PP 1= p und QQ l = Pl stets in der Polare X und sind 
allemal zu den Ecken p und jc, zugeordnet harmonisch.“ Und 
umgekehrt: „Nimmt man in der Polare X irgend zwei zu den 
Gegenecken ? und & zugeordnete harmonische Puncte, etwa 
g und h, an, so sind die aus ihnen an die Curven A 2 und B a 
gezogenen Tangenten P und P, , Q und Q, zugleich die Be- 
ruhrungstangenten dieser Curven mit irgend einer Curve (%• 
und ebenso. sind die (verwecliselt) aus h und cj beziehlicli an 
A “ und B * gelegten Tangenten P° und PJ, Q° und Q“ zugleich 
die Beriihrungstangenten einer Cl mit A 2 und P 3 .“ ' & 

2) „Je zwei Paar zusammengehoriger Beriihrungstan- 
genten P und P : , Q und Q, haben vier Wechselschnitte PQ , 
und PQ t , P,<2 und P, Q 1 ; der Ort allor dieser Wechselschnitte 
ist ein bestimmter Kegelsclinitt, etwa 3P, wolcher dem Vior- 
eck .rstu umschrieben ist und zudem durch die Gegenecken 
n und ^ gekt.“ Und ferner: „Die aus dem Pol ai an die Ellipse 

( oc ^ or A-) gezogenen Tangenten schneiden den Kegelsclinitt 
3t in denselben Puncten, in denen er von den vier Tangenten 
beruhrt wird, welche er mit der anderen Ellipse A 2 (odax B’) 
gem ein hat.“ v ' 

3) „Werden die vier Beriihrungstangenten P und P Q 
und Q x von einem willkiirlichen anderen Kegelschnitte 1 I) 1 

eriihrt, so hat dieser mit den gegebenen Curven A 2 und P 3 
noch zwei neue Paare Tangenten P° und P], Q° und gemein 
welche allemal die Beriihrungstangenten einer anderen Curve 
C x mit A- und B 2 sind.“ Und umgekehrt: „Die aclit Beriikrungs- 
tangenten irgend zweier Curven Cl mit den Curven A 2 und P 
werden allemal von irgend einem Kegelschnitte D 2 beriihrt. 11 - 
„Von den gegenseitigen Schnittou der gemeinschaftlichen 
Tangenten je zweier Curven Q liegt immer ein Paar, etwa 
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g unci h, auf der Polare X, und diese Puncte sind allemal zu 
den Ecken y und y x zugeordnet harmonisch.“ 

4) „Je vier Beruhrungstangenten P, P x , Q, Q, werden 
einerseits mit den Tangenten R und S zusammen von einem 
Kegels.chnitte 3k 2 , und andererseits mit den Tangenten T und 
U zusammen von einem Kegelschnitte 3k* beriilirt. Alle hier- 
clurcli bestimmten Kegelschnitte 3k 2 beriihren die Tangenten 
R und S in den namlichen Puncten, etwa r und 3, und somit 
auch einander selbst, so class sie r3 = 3k zur gemeinschaft- 
lichen Beriihrungssehne, sowie y unci 3k gemeinschaftlich zu 
Pol und Polare baben und einen speciellen Curven-Buschel, 
B(3k 3 ), bilden. Die Bertihrungssehne 3k geht durch den Pol 
x; ebenso die Polaren von y in Bezug auf A 2 und J3 2 , die 31 
und 33 heissen mogen; und wird noch die Gerade ay.= (& ge- 
setzt, so sind die vier Geraden 2t, 3k, 33, (S harmonisch; somit 
ist 3k durch die drei iibrigen, die als gegeben anzuselien sind, 
bestimmt, und durch 3k sind dann auch die Puncte r und § 
bestimmt als ilire Schnitte mit R und -S. Ganz ebenso verhiilt 
es sich mit den Kegelschnitten M‘, mit P(J7 2 ), welche die 
Tangenten' T und U gleicherweise in zwei bestimmten Puncten 
t und it beriihren, u. s. w.“ — „Die auf diese Weise bestimmten 
zwei Paar Beriilirungspuncte r und 3, t und it liegen in dcm 
obigen Kegelschnittc X 2 , clem Ort der Wechselschnitte (2.), 
und zwar gehen die in r, 3 an X 2 gelegten Tangenten beide 
durch die Ecke y, und die in t, u an denselben gelegton Tan- 
genten beide durch die Ecke y x , so dass also in Bezug auf X 2 
verkehrt 3k die Polare von'^, und 3k, die Polare von y ist.“ 
Bei Voraussetzung dor vier Puncte r und 3, fund it kann man umgokehrt 
sagen:. „ Jeder Kegelschnitt 3k 2 (oder 3k 2 ), welcher die Tangenten 
R und S (oder T und U ) in den Puncten r und 3 '(oder t und it) 
beriihrt, hat mit den gegebenen Curven A 2 und B‘‘ ausser 
jenen Tangenten noch zwei solche Paare Tangenten gemein, 
P und P 1 , Q und Q, , welche zugleich die Beruhrungstangenten 
derselben mit einer Curve Cl sind.“ Und ferner: „Die gemein- 
schaftlichen Tangenten je zweier Curven Cl beriihren allemal 
zugleich einen der Kegelschnitte 3k 2 sowohl, als auch einen 
der Kegelschnitte 3k*; und umgekehrt: jeder Kegelschnitt 3k 2 
oder 3k* hat mit jeder Curve (% solche vier Tangenten gemein, 
welche allemal auch noch von einer anderen Curve C% beriihrt 
werden." 

IV. „Legt man an jede Curve Cl, inihren beiden Schnitten 
mit der Seite g) (I.), die Tangenten, so geht von diesen zwei 
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Tangent,!, ,tet« die .in, dutch die Dele , und die .»d s „ 

dutch die Eck, j,; und ebeneo goht veu dee ewei Tangent' 
derselben Curve Q - u... „ - . ldU g ent en 


in ihren Schnitten mit der Seit 


. , IU luren ocnmtten mit derSeitegh, immer 

die erne durch g und die andere durch g r “ Oder umgekekt: 
„ , man aus der Ecke g Oder g ; an eine Curve C% die beiden 

1 angenten, so hegt allemal der Beriihrungspunct der einen 

in an de e r n s e ei 1 t n et « eite: A "*'*'*™*'*'»'* der anderen 
beite 4. — „Und gleicherweise geht von den zwei 

Tangenten jeder Curve. in ihren Schnitten mit der SeiteS 

S , A’ t, h al dl ® eine durcl1 die Ecke 9 und die andere 
durch die Ecke t) ; oder umgekehrt: von den Beruhrungspuncten 
der aus der Ecke 9 und.p, an jede Curve Q gezogonen zwei 

der left^ « 6§ * 61116 dW Seite 3 Und der andere - 

Alle vorstehenden, sich auf die S(Q) allein beziehenden Satze finden 
analogerwfeise wie schon bemerkt worden, auch fur die beiden anderen 

hancleHst n- “1 S ° daSS als ° jeder Satz dreifach vor- 

handen 1st. Die jedesmaligen zusammengehorigen Elemente sind leicht 

zu erkennen. Z B. beim Satze (IV.), wo ungleichnamige Elemente zu- 
sammengehoren, ist die Yerbindung: 

■ S(C'x) mit [%' und i. 8 , 5 ) 

*-<0, Si und 9, 9 j ;J 

und danach ist die Yerbindung fur die beiden anderen Falle: 

S(<?) mit fl: I - Mil {| - » Ji) 

ShS b li“^ d r cle “ auf zwei 

V. 1) „ Alle Pole der Seite & in Bezug aufdieiS(Q) sowolil 
als m Bezug auf die S(C ?) nebst ihren beiden Polen a und J 
m Bezug auf A und J 5 2 liegen insgesammt, in einem und dcm- 

f’ - elcher zum obigen Biischel 
f, ii?’n 4) gahort ’ daher durch di e Ecken r und « goht und 
f: f. 5t <•- ® beriihrt. »ud wolehet fj. 

auch durch die zwei Paar Gegenecken 9 und 9,, g und 1 des 

PolTder ” GleicIierweise i ie § en die gesammten 

Polnn S n ; e ' r eZUg . S(Q) Und neb «t ihren 

M 2 wel V nd ^ ^ u eZU§ 1 Und Ri in einem Eegelschnitte 
ZUm ,° + blgei ; B a W CII, 4 .) gehort, daher durch die 
Ecken t und u geht und daselbst die 2 und 11 beriihrt und 
welcher ferner auch durch die namlichen Gegenecken 9 und' 
}i ’ 1 Und §eht “ Auch dieser Satz findet dreifach statt; namlich 
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in Riicksicht auf jedes der drei Paar Gegenseiten des Vierecks rstu und 
der beiden ndt dem jedesmaligen Paar ungleiclmamiger Schaaren. 

2) „Alle Polaren der Ecke jc in Bezug auf S(Q) und 
nebst ihren Polaren 31 und SB in Bezug auf A 2 und B 2 beriihren 
insgesammt einen bestimmten Kegelschnitt welcher zum 

obigen J3(9R 2 ) (III, 4) gehort und daher die Tangenten R und 
,S in den Puncten r und § beriilrrt, und welcher ferner aucb 
die zwei Paar Gegenseiten D und g),, 3 und Bl des Vierecks 
rstu zu Tangenten hat.“ „TJnd gleicherweise beriikren alle 
Polaren der Ecke ^ in Bezug auf S(Q) und S(Q) nebst ihren 
Polaren '31, und S3, in Bezug auf A 2 und B 3 einen Kegelschnitt 
%Sli x , welcher zum obigen B(jSJt]) gehort und daher die Tan- 
genten T und U in den bestimmten Puncten t und u, sowie 
ferner auch die Seiten und $ 15 3 und 3, beriihrt.“ 

VI. Bemerkung. Die angegebenen Eigenschaften gelten fur den 
vorausgesetzten Fall, dass sowohl die vier gegenseitigen Schnitte als die 
vier gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Kegelschnitte A 2 und 
B 2 reell sind, wobei jedoch die letzteren nicht gerade Ellipsen sein miissen, • 
sondern von beliebiger Art sein konnen. Von diesem Falle aus kann 
man zu den iibrigen Fiillcn iibergehen, bei welchen je ein Theil der ge- 
nannten Elemente imaginin' wird. Die wesentlichsten Fiille der Art sind. 
folgende drei. Wenn die gegenseitige Lage der gegebeiien, beliebigen 
Kegelschnitte A 2 und PA so beschaffen 1st, dass entweder: 1) nur die 
vier Schnitte r, s, t und u reell, dagegen die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten imaginin'; oder 2) nur die vier gemeinschaftlichen Tangenten 
reell, dagegen die vier Schnitte imaginin'; oder endlich 3) nur zwei Schnitte 
und nur zwei gemeihschaftliche Tangenten reell sind. Bei diesen drei 
Fallen wird dann auch von den iibrigen, oben beschriebenen (I.) Elementen 
je ein Theil imaginin', wodurch in den angegebenen Eigenschaften und 
Siitzen entsprechende, wenig oder mehr erhebliche Aenderungen eintreten ; 
ii.lmli ell wie oben §8. So tritt z. B., wenn etwa die Gegenseiten 3t und 
3t t imaginin' werden, aber ihr Schnitt, der Pol x, reell bleibt, liei dem 
Satze (II, 1) die Aenderung ein, dass die sammtlichen Paare Beriihrungs- 
sehnen pp, und qq 1 ein elliptisclres Strahlen-System bilden, wogegen 
sie dort ein hyperbolisches bilden. U. s. w. 

§ 11 - 

I. In Riicksicht der vorstehenden allgemeinen Satze (§ 10) sollen 
hier noch folgende, in denselben mit iubegriffene, specielle Satze besonders 
herausgehoben werden. 

1) „Werden einem vollstandigen Viejrseit RS TU irgend 
zwei Kegelschnitte A 2 und B 2 eingeschrieben, so liegen die 
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8 Puncte, inwelchensie die Seiten beruhren, allemal in irgend 
einem dritten Kegelschnitte D 3 .“ Und: „Legt man durch die 
vier Puncte r, 8 , t und u, in welchen ein beliebiger Kegel- 
schnitt A 2 die Seiten R, S, T und U des Vierseits beriihrt 
einen willkiirlichen Kegelschnitt D\ so schneidet dieser die 
Seiten in vier solchen neuen Puncten r„ 8,, t, und it,, i n 
welchen dieselben allemal von irgend einem Kegelschnitte 
B 2 beruhrt werden."*) — Ferner: „Die gegenseitigen vier 
Schnitte r, s, t, u je zweier demselben Vierseit RSTUe inge- 
schriebenen Kegelschnitte A 2 und B~ liegen mit jedem Paar 
Gegenecken des Yierseits, also sowohl mit ? und jc, , als t) und 
Y, und j und g, zusammen in einem Kegels chnitte , beziehlich 
5 ", §)' und Und ferner: „Von den 8 Beruhrungspuncten 

( r > h i §1? li 5 Uj) jc zweier dem Vierseit eingeschrie- 

benen Kegelschnitte A 1 und B 2 liegen 12 mal 4 mit irgend 
zwei der vier Schnitte r, s, t, w-der letzteren zusammen in 
einem Kegelschnitte M 2 (oder M\), und diese 12 Kegelschnitte 
ordnen sich in 6 Paare, welche einander doppelt beruhren; 
namlich durch je zwei der vier Schnitte r, s, t, u gehen zwei 
Kegelschnitte M 2 und beruhren sich in denselben. Die je 
6 Puncte, welche zusammen in einem Kegelschnitte M ' 2 liegen, 
sind: 


r, 8 , r, , 8, 
t, u, t,, II, 


mit 


r, * . 

t, u ’ 


r> t, r,, t, 

§5 u, §i, u, 


mit 


* 

S, U 


r, it, r 15 it, 

§5 *5 §,, t. 


mit 


r, u 
8 , t 


d* h- beide Gruppen yon vier Puncten in der ersten Klammer 
liegen mit jedem Paar in der zweiten Klammer in einem 

2) „ Werden einem Yiereck rstu zwei belie bige Kegel- 
schnitte A 2 und B 2 umschrieben und in den vier Ecken an 
dieselben Tangenten gelegt, so beruhren die 8 Tangenten 
allemal irgend einen dritten Kegelschnitt Und: „Ist dem 
Yiereck ein beliebiger Kegelschnitt A 2 umschrieben und 
werden dessen Tangenten Sft : Z und U in den Ecken r, s, t 

und u des Vierecks von einem willkiirlichen Kegelschnitte 
D“ beruhrt, so gehen aus den Ecken an den letzteren nocli vier 
solche neue Tangenten ^ ^ und It,, welche in den 
Ecken allemal von irgend einem Kegelschnitte B 2 beruhrt 
werden. “ Ferner: „ Die vier gemeinschaftlichen Tangenten R, 
S, T, U je zweier demselben Yiereck rstu. umschriebenen 


*) ^i e diesen zwei Satzen analogen Siitze in Bezng auf das Dreiseit babe ieh sehon 
fruher, 1828, in den Gergonne" schen Annales de Mathcmatiques t. XIX. bewiesen. Of. Ed. I, 
S. 184 dieser Ausgabe. 
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Kegelschnitte A 4 unci B' 1 werden mit jedem der drei Paar 
Gegenseiten des Vierecks, (mit 3E undJE,, §1 unci §J 15 B un ^ BiX 
zusammen von einem Kegelschnitte (X 2 , Y 2 , Z 2 ) beriihrt." Und 
ferner: „Bei je zwei dem Viereck rstu umschriehenen Kegel- 
schnitten A 3 und B 3 werden von ihren 8 Tangenten (3t, 

S£, 11; 3tj, @ 15 II,) in den Ecken 12 mal 4 mit irgend zwei 
ihrer 4 gemeinschaftlichen Tangenten (R, S, T, U ) zusammen 
von irgend einem Kegelschnitte 9J1 2 beriihrt; und zwar ordnen 
sick diese 12 Kegelschnitte 9ft 2 in 6 einander doppelt beriih- 
rende Paare, welche die vier gemeinschaftlichen Tangenten 
R, S, T und U, paarweise genommen, zu Beriihrungstangenten 
haben.“ 

II. Von der obigen Betrachtung (§ 10) kann man auch zu denjenigen 
besonderen Fallen iibergehen, wobei die gegebenen Kegelschnitte A 2 und 
B 2 , einzeln genommen, aus einem Paar Puncten oder Geraden bestehen. 
In dieser Hinsicht sind folgende funf Falle zu beacliten: 

1) Wenn etwa B 2 aus zwei Geraden 3 und 3, besteht, so sind diese 
ein Paar Gegenseiten des Vierecks rstu, und ihr gegenseitiger Schnitt ist 
der Pol z. Die vier gemeinschaftlichen Tangenten R, S, T und U fallen 
paarweise zusammen, (R U) und (ST), und sind die aus dem Pol s an 
die Curve A 2 gehenden zwei Tangenten. Dadurch vereinigen sicli von 
den seeks Ecken des friiheren Vierseits RSTU zwei Paar, namlich p und 

5 p und mit clem Puncte z, und die zwei iibrigen, j und J, , sind 
die Beriilirungspuncte jener Tangenten (. RU ) und (ST), liegen in der 
Polare Z und sind zu den Polen x und y zugeordnet harmonisch. Hierbei 
artet die S(Q) in einen Strahlbusckel um den Mittelpunct 2 aus, d. h. 
•jeder durch z gehende Strahl (Gerade), doppelt gedacht, ist als eine C": 
anzusehen, seine Schnitte mit A 2 sind zugleich seine Beriilirungspuncte 
mit A‘\ wogegen seine Bernhrungspuncte mit B 2 — (BBi) in 3 vereinigt 
liegen. Die Schaaren S(C*) und S(Q) bleiben eigentliche Curven und 
behalten ilire obigen Eigenschaften, jedoch zum Theil mit angemessenen 
Modificationen. 

2) Wenn B 2 aus zwei Puncten j und j, besteht, so sind diese ein 
Paar Gegenecken des Vierseits RSTU und liegen in der Polare X. Die 
vier Schnitte r, s, t und u riicken paarweise zusammen, (ru) und (st), in 
die Schnitte von jg, == X mit der Curve A 2 , so dass zwei Paar Gegen- 
seiten des Vierecks rstu, namlich 3c und I) und D,, auf Z fallen, 
und das dritte Paar, 3 und 3 1? die Tangenten an A 2 in jenen Puncten 
(ru) unci (st) werden, einander in z sclmeiden und zu den Polaren X und 
Y zugeordnet harmonisch sind. Hier besteht die S(C ,) aus alien Paaren 
Tangenten der Curve A 2 , welche sich auf der Geraden Z schneiden. Da- 
gegen enthalten -S(C')) und S(Q) alle eigentlichen Kegelschnitte C 2 , welche 
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durch die gegebenen Puncte 3, 3, gehen und die gegebene Curve '- 4 ' 
doppelt berubren. 

3) Wenn A 2 und B 2 aus zwei Paar Geraden g) und D 15 £ und Si 
bestehen, so sind sie als zwei Paar Gegenseiten des Yierecks rstu aiiz 11 ' 
sehen, ihre eigenen Schnitte als die Pole y und z, ilire Wechselsclmitte 
als die Schnitte r, s-, t und u. Die vier gemeinschaftlichen Tangenten 
R, S, T und U fallen alle auf die Gerade yz = X. Die Schaaren S(Cfi) 
und S(Q) arten in Strahlbiischel um die Pole y und 2 aus, in gleichem 
Sinne wie oben ( 1 .), und es bleiben nur die S (6*) als eigentliche Curven 
ubrig, deren Beriihrungssehnen durch den Pol x, deren Wechselsehen da- 
gegen paarweise durch die Pole y und s gehen (§ 10, II.). 

4) Wenn A 2 und B 1 aus zwei Paar Puncten p und p,, 3 und Si 
bestehen, so sind sie als Gegeneeken des Yierseits RSTU anzuselien, die 
sie verbindenden Geraden pp x und 33, als die Polaren Y und Z und die 
beide Paare wechselseitig verbindenden Geraden als die gemeinschaftlichen 
Tangenten R, S, T und U. Die vier Schnitte r, s, t und u liegen alle 
im Pol x = YZ vereint. Die S(Cy) artet aus in alle Paare Gerade, 
welche durch die Puncte 3 und 3, gehen und. sich auf Y schneiden; und 
ebenso besteht die S(C?) aus alien Paaren Geraden, welche durch t) und 
p, gehen und sich auf Z schneiden. Die S(Cl) bleiben eigentliche Curven, 
die dem Viereck pp,33, umschriebcn sind. 

5 ) Wenn endlich A 3 aus zwei Puncten 3 und 3, und B 2 aus zwei 
Geraden 3 und £, besteht, so sind sie als die durch dicse Bezeichnung 
angedeuteten Elemente anzuselien, so dass lernor die Gerade 33, = Z und 
der Schnitt ££,=2 1 st- Dio vier gemeinschaftlichen Tangenten fallen 
paarweise auf die Geraden 23 und 23, , namlich (RU) = z% und (ST) = z' a ,, 
und daher liegen die zwei Paar Gegeneeken f. und 3:, , l) und t), in 2 
vereint. Ebenso fallen die' vier Schnitte r, s, t, u paarweise (»• und w, 
s und t) zusammen in die Schnitte von Z mit 3 und 3 ,, ho dass (ru) = Z$ 
und (s t) = Z & ; und daher fallen die beiden Paar Gegenseiten £ und I, . 
gj und §}, auf Z, aber trotzdem bleiben ihre Schnitte, die Pole .1: und y, 
dadurch bestimmt, dass sie sowohl zu 3 und 3, als zu. den Sclinitten 
Zg und 23 , zugeordnet liarmonisch sind. Die 5 ( 6 '?) arten in den Strahl- 
biischel um z aus. Dagegen enthalten die S(Cl) und S((%) eigentliche 
Curven, welche durch die Puncte 3 und 3, gehen und die Geraden £ und 
£j beruhren. 

III. Gestiitzt auf diese besonderen Fallo (II.), sowie auf den obigen 
allgemeinen Fall (§ 10 ), lassen sich folgende Aufgaben leicht beliamlchi 
und die Zahl ihrer Losungen im Voraus bestimmen: 

1) „Eine Curve 6' a zu finden, welche zwei gegebene lu<. 
gelschnitte A" und B 2 doppelt beriihrt und zudem noch eat- 
weder 
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a. eine gegebene Gerade G beriihrt; oder 
p. durch einen gegebenen Punct p geht." 

Jede dieser beiden Anfgaben gestattet sechs Losungen, und zwar bestehen 
die losenden Curven aus zwei zwei Cl nnd zwei Q. Die gegenseitigen 
vier Schnitte des Curvenpaares C%, etwap, p t , p 2 und p z , liegen in einem 
dor Kegelschnitte M 2 (§ 10, II, 4), welcher durch den gegebenen Punct 
p bestimmt ist; die drei anderen Schnitte p 1 , p 2 , p z sind dadurch bestimint, 
dass einer derselben, etwa p 2 , in der Geraden xp liegt, und dass dann auch 
die Gerade p } p z durch x gelit, und zudem beide Gerade pp 2 und p x p z zu 
den Seiten 36 und 3£ x zugeordnet harmonisch sind. 

2) „Eine Curve C 2 zu finden, welche eine gegebene Curve 
A? doppelt beriihrt und nebstdem noch entweder 

a. drei gegebene Gerade 3? 3i un( l & beriihrt; oder 
p. zwei gegebene Gerade £ und 3i beriihrt und durch 
einen gegebenen Punct p geht; oder'. 

Y* eine gegebene Gerade G beriihrt und durch zwei ge- 
gebene Puncte g und geht; oder endlich 

o. durch drei gegebene Puncte 3 , und p geht." 

Bei jeder dieser vier Aufgaben finden im Allgemeinen sechs Losungen 
statt, wie vorhin ( 1 .). 

3) „Eine Curve C 2 zu finden, welche entweder 

a . drei gegebene Gerade 3? 3i und @ beriihrt und durch 
zwei gegebene Puncte j und ^ geht; oder 

p. zwei gegebene Gerade 3 und Si beriihrt und durch 
drei gegebene Puncte j, gj und p geht." 

Beide Mai vier Losungen. 

4) „Eine Curve C 2 zu finden, welche entweder 

a. vier gegebene Gerade beriihrt (II, 3) und durch einen 
gegebenen Punct p geht; oder 
p. durch vier gegebene Puncte geht (II, 4) und eine ge- 
gebene Gerade G beriihrt." 

Beide Mai zwei Losungen. Und endlich: 

5) „Eine Curve C 2 zu finden, welche' entweder 
a. funf gegebene Gerade beriihrt; oder 

p, durch funf gegebene Puncte geht." 

Beide Mai nur eine Losung, oder C 2 absolut bestimmt. 


§ 12 . 

Bemerkung. Die Aufgabe: 

„Eine Curve C 2 zu finden, welche drei gegebene Curven 
A 2 , B 2 und L 2 doppelt beriihrt," 
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ist im Allgemeinen unmoglich, wie aus dem obigen (§ 10) leicht erhellt: 
sie wird erst dann moglich, wenn die gegebenen Curven eine ge'wisse nii- 
here Beziehung zu einander haben, was bereits in der mehrerwahnten Ab- 
handlung (Bd. 37 S. 187 des Crelle * schen Journals)*) angegeben worden, und 
wovon man sich, wie folgt, leiclit iiberzeugen kann. 

Denn angenommen die Curve C 2 beruhre jede der drei gegebenen 
Curven A 2 , B 2 und D 2 doppelt; seien etwa A, B und D beziehlich die 
Beriihrungssehnen, und seien ferner x, y, z; x\ y\ z*\ x'\ y", z " die ge- 
meinschaftlicben Tripel conjugirter Pole, sowie X , Y, Z; X\ Y\ 7J\ 
X", Y ", Z n die -gemeinschaftlichen Tripel conjugirter Polaren der Curven- 
paare A 2 und B 2 , A 2 und P 2 , B 2 und D 2 , so muss die Beriilirimgsselnie 
A sowolil durch einen Pol des ersten Tripels, etwa durch a, als aueh 
durcli einen Pol des zweiten Tripels, etwa durch x\ gelien (weilA 3 zum 
ersten und zweiten Curvenpaar gehort) (§ 10, II, 1), und dann miissen 
auch die Beruhrungssehnen B und D beziehlich durch die namlichen Pole 
x und x r , sowie auch beide durch einen und denselben Pol des dritten 
Tripels, etwa durch x 11 , gehen. Demnach miissen die drei Berulinmgs- 
sehnen A, B und JD allemal die Seiten eines solclien Dreiecks mw, 
welches irgend drei Pole, jedoch von jedem Tripel einen, zu Ecken hat. 
wie das Dreieck xx’x"; die Combination gestattet 27 solche Dreieck o. 
Da nun ferner sowohl x und X, als x r und X r , sowie x rr und X" Pol 
und Polare in Bezug auf die Curve G 2 sind (§ 10, II, 3), so muss das 
Dreieck xx' x n mit dem Dreiseit XX r X n perspectivisch liegen; d. li. die 
drei Geraden, welche ihre Ecken in bestimmter Ordnung paarweise vcr- 
binden, treffen sich in irgend einem Puncte p, und die drei Schnitte der 
entsprechenden Seitenpaare liegen in . irgend einer Geraden P; namlieh 
heissen die den Seiten X, X, X" gegenuberliegenden Ecken des Dreiseit- 
beziehlich a, b, d (sie sind zugleich die Pole der Seiten A, B, D de< 
Dreiecks xx r x n in Bezug auf die Curve C 2 sowohl als beziehlich in Bozin* 
auf xl 3 , B 2 , D 3 ), so treffen sich die drei Geraden ax, bx\ dx" in einein 
Puncte p, und die drei Schnitte AX, BX\ DX n liegen in einer Geraden 
P (auch sind p und P Pol und Polare in Riicksicht auf G 2 ). — Zudiesen 
Eigenschaften gesellen sich ferner noch folgende. Bezeiclmet man die 
gegenseitigen vier Schnitte der drei Curvenpaare durch r, s, t, u; r\ s\ t\ u f : 
r n : s", t f \ u n und ihre vier gemeinschaftlichen Tangenten durch R, S, U; 
P', S r , T\ U r ; P", S n , T", ZJ n und gleicherweise die iibrigen Element**, 
so gehen durch die Pole x, x\ x ,! beziehlich die Seitenpaare 36 und i, . 
3P und 3E' 15 36" und 36", und in den Polaren X, X f , X n liegen bezielilid 
die Eckenpaare jc und jr 15 f und ;P J5 jc" und jc"; und alsdann sclmeiden 
sich von den ersteren viermal drei in einem Puncte, etwa 363c 7 3E", 


*) Of. Bd. II. 8. 415 dieser Ausgabe. 
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3E7 und 3£' f 3£ x 3E' , und von den letzteren liegen viermal drei in einer 

Geraden, wYl f! , tfh?" und tf'fit'r 

Wenn also eine Curve C 2 die drei gegebenen Curven A 2 , J3 2 , D 2 
doppelt bertihrt, so miissen die den letzteren zugehorigen Elemente unter 
anderen die angegebenen Eigenschaften haben; da aber diese Eigenschaften 
einander bedingen, selbst von einander abhangig sind, so beschrankt sich 
die Bedingung fur die Moglichkeit der Curve C 2 nur auf je einen Tbeil 
derselben, namlich: 

Die Curve C 2 , welche die drei gegebenen Curven A 2 , B 2 und 
D 2 doppelt beriihren soil, ist moglich, sobald entweder 

1) von den 27 Dreiecken, welche je drei Pole, jedoch von 
jedem Tripel einen, zu Ecken haben, irgend eines (wie aa'a") 
mit dem ihm entsprechenden Dreiseit (XX r X n ) perspectivisch 
liegt; oder 

2) von den Seiten der drei Vierecke rstu, r’s't r u r , r n s n t ,r u n 
irgend drei, worunter jedoch von jedem Yiereck eine (wie etwa 
3c, 3E', X' 1 ), sich in einem Puncte ]) treffen; oder endlich 

3) von den Ecken der drei Vierseite RSTU , R’S'T'U’, 
R rt S"T n U n irgend drei, unter denen jedoch von jedem Vierseit 
eine (wie etwa jr, f, p"), in einer Geraden P liegen .' “ 

Berlin, im Miirz 1852. 





Aufgaben und Lebrsatze. 


Orelle’s Journal Band XLV. S. 375-380. 





Aufgaben und Lelirsatze. 

1. Sind in einerEbene zwei begrenzte Geraden AB und CD 
in beliebiger fester Lage gegeben, so bestelit der Ort desjenigen 
Punctes, aus welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder 
auch unter Winkeln, die zweiRechte betragen) gesehen werden, 
aus zwei Curven dritten Grades." Beide Curven gelien durck die 
vier Endpuncte der gegebenen Geraden, sowie durcli ihren gegenseitigen 
Schnittpunct. Eerner haben die Curven diejenigen' zwei Puncte gemein, 
aus welclien beide Geraden unter rechten Winkeln erscheinen. Die zwei 
iibrigen gemeinscliaftliclien Puncte der Curven sind imaginar und iiegen 
auf °der unendlicli entfernten Geraden. Der Satz umfasst viele, theils 
interessante specielle Ealle, welche unter besonderen Annahmen liicksioht- 
lich der gegenseitigen Lage und der Grosse der beiden Geraden eintreten. 

2. „Hat man in einer Ebene zwei almliche Curven dritten 
Grades, V und Cf, deren homologe Dimensionen sich verhalten 
wie 2:1, kiilt die eine, etwa C 3 , in ihrer Lage fest, so kann die 
andere auf 24 versckiedene Arten so gelegt werden, dass beide 
Curven direct (niclit symmetrisch) ahnlich Iiegen und ein- 
ander in irgond einem Paar homologer Puncte m und r n% l und 
nebstdem noch in irgend zwei niclxt liomologen Puncten n und 

beriihren." „Durcb die 24 Puncte m in der Curve C 3 konnen 
Curj/en achten Grades gehen; und ebenso durch die 24 m, in C^.“ 

3. „In einer beliebigen Curve dritten. Grades giebt es inr 
Allgemeinen 36 Paare parallele, gleiche und gleichliegende 
Kriimroungs-Halbmesser." — „Wieviele Paare parallele, gleiche, 
aber ungleichliegende Krummungs-Halbmesser giebt es in der- 
selben Curve?" 

Wkd eine Gerade AB von einer Curve dritten Grades, C 3 , im Puncte 
A beriihrt und im Puncte B geschnitten, so soli die Strecke AB schlecht- 
hin die Tangente der Curve und die Richtung von A nach B ihre 
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Richtung genannt werden. Die Mitte der Tangente heisse M. Zwci 
parallele Tangenten AB und A 1 B 1 heissen gleichliegend oder ungleieh- 
lie'gend, jonachdem ihre Riclitungen gleich oder entgegcngesetzt ' 
sind; die ihre Beriihrungspuncte verbindende Gerade oder Beriihrungsselmc 
AA, heisse @ und ihre Mitte heisse N. Jede Gerade, welche von der ( 
Curve C 3 in drei solchen Puncten A, B, C geschnitten wird, dass der 
mittlere B gerade in der Mitte zwischen den ausseren A und C liegt. 
soil hier Sehne oder S heissen. Gleiche Sehnen, S = S X , sind solche! 
in denen die drei Schnittpuncte gleich weit von einander abstehen, so dass 
AB — BC=A 1 B 1 =B 1 C l . Mit Bezug hierauf lassen sicli folgende aclit 
Satze und Aufgaben (4. bis 11.) einfacher aussprechen: 

4. „Eine beliebige Curve dritten Grades, C\ hat im All- 

gemeinen 18 Paar parallele, gleiche, aber ungleichliegende Tan- 
genten, und die Mitten N ihrer 18 Beruhrungsselmen @ liegon 
in einem bestimmten Kegelschnitte E 2 “ b 

5. „ Wieviele Paare parallele, gleiche und gleicliliegGiidG 
Tangenten hat clieselbe C 3 ?“ 

6. „ Wieviele solche Paare Tangenten hat dieselbe Cum 
C\ welche gegenseitig einander hiilften?" 

7. „In derselben gegebenen Curve C 3 giebt es im Allgo- 
meinen 9 Paar parallele, gleiche Sehnen, S=S 1 oder M73C'=A B C- 
und die Mitten, etwa N„ der 9 Geraden BB lt welche dioinitt- 
leren Puncte der Sehnenpaare verbinden, liegen in dem niim- 
lichen, vorgenannten (4.) Kegelschnitte JS 2 . U 

8. „In derselben Curve C 3 giebt es ferner 9 solche besou- 
dere Sehnen ABC — S, bei welchen die den Schnittpuncten A, 

B, C zugehorigen drei Tangenten A 0 , lj 0 , G 0 einander in irgend 
einem Puncte treffen; dabei ist die Tangente B 0 im mittleren 
Puncte B zugleich ein Durchmesser der Curve C\ und zudem 
beriihren alle 9 Tangenten B 0 den namliclien genanntcn Keml- 
schnitt j E 2 .“ ° 

9. „Der Ort der Mitten M aller Tangenten AB einor bo- 
liebigen Curve C 3 ist eine Curve funfzehnten Grades, M l \ welche I 
die Basis C 3 in ihren 9 Wendepuncten, sowie in iliren drei.uu- | 
endlich entfernten Puncten beruhrt, oder violmehr, welche die : 
9 Wendepuncte sammt den zugehorigen Wendetangonten, sowie I 
die drei Asymptoten mit C 3 gemein, aber zudem die drei un- 
endlich entfernten Puncte der letztoren zugleich zu funffacheu 
Puncten hat.“ — Nimmt man auf den Verlangerungen der T ang ente 
AB einerseits den Punct M, so, dass AB = BM X , und andererseits den 

I unct My so, dass BA = AM., ist, so sind die Oerter dieser be-idou 
Puncte M x und lf 2 ebenfalls Curven funfzehnten Grades, 
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und M.l % welche sich gegen die Basis C z ahnlich verhalten, 
wie die Curve If 15 . 

10. „Der Ort der Beruhrungssehne @ allerPaare paralleler 
Tangenten einer beliebigen Curve C z ist eine Curve neunter 
Classe @ 9 und sechsunddreissigsten Grades; und der Ort der 
Mitte N der Beriihrungsseline @ ist eine Curve zwolften Grades 
N 12 .“ Diese beiden Ortscurven haben gleiclifalls eigenthiimlicbe Beziehung 
zu der Basis C 3 , wie die vorigen. „Es kann keine zwei Beruhrungs- 
sehnen @ geben, die einander halften.“ 

11. „Der Ort alter Sehnen S in der beliebigen Curve C z 
ist eine Curve sechster Classe und achtzehnten Grades.^ 

Bekannten Satzen liber die Kegelschnitte gewissermassen analog hat 
man * rlicksichtlich der Curven dritten Grades folgende zwei Siitze (12. 
und 13.): 

12. I. „Zieht man aus irgend einem festen Pol P in der 
Ebene einer gegebenen Curve dritten Grades, C 3 , beliebige 
Transversalen durch die letztere und legt in den je drei Schnitt- 
puncten die Tangenten an C 3 , welche einander paarweise in 
irgend drei Puncten Q schneiden, so ist der Ort dieser Puncte 
Q eine Curve neunten Grades, Q 9 , welche unter anderen folgende 
interessante Eigenschaften hat. 1) Sie hat drei dreifache Puncte, 
Q 4J , die in einer Geraden A 0 liegen; ihre 27 gemeinschaftlichcn 
Puncte mit der Basis C z bestehen: 2) in 6 Schnitten A> welche 
in irgend einem Kegelschnitte A 2 liegen; 3) in 6 Beriihrungs- 
puncten B (die fur 12 gemeinschaftliche Puncte zahlen), durch 
welche irgend ein Kegelschnitt B 2 geht; 4) in 9 Schnitten 3 D, 
3j E und 3 F } die zu drei in drei Geraden D 0 , E 0 und F 0 liegen; 
5) die genannten Kegelschnitte A 2 und B 2 beruhren einander 
doppelt, und jene Gerade A 0 (1) ist zugleich ihre Berlihrungs- 
selme; und endlich 6) die vier Geraden A 0J D 0 , E 0 und F 0 
schneiden einander in einem und demselben Puncte. £C Ferner: 
„Bewegt sich der Pol P in einer beliebigen Geraden G, so be- 
schreiben die vier Geraden A 0 , P 0 , E 0 und F 0 beziehlich vier 
Kegelschnitte A;, DJ, El und P", wovon jeder der drei letz- 
teren die Basis C z in irgend drei Puncten beriihrt, u. s. w 

II. „Liegt der Pol P insbesondere in der Basis C z selbst, 
wobei also die Transversale in nur zwei veranderlichen 
Puncten schneidet, und somit nur derSchnitt Q von den zwei 
zugehorigen Tangenten in Betracht kommt, so ist der Ort 
dieses Schnittes Q nur noch eine Curve vierten Grades, Q\ 
welche drei Doppelpuncte hat, die in der Basis G z liegen. “ — 
„Bewegt sich der Punct P langs der ganzen Basis C 3 , so ist die 
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entstehende Schaar Curven Q 4 so beschaffen, class jede be 
hebige Gerade in derEbene vonje 30 derselben beruhrt wird.“ 

13. „ Aus jedem Puncte P in der Ebene einer Curve dritton 
Grades C 3 gehen GTangenten an dieselbe, deren Beruhrmus 
puncte, paarweise yerbunden, 15 Beriihrungssehnen @ ^ 
stimmen. Bewegt sich der Pol P in irgend einer Geraden G 
so beruhren d le 15© stets irgend eine und dieselbe Curve 
neunter Classe @ 9 , welche allemal mit der Basis C 3 die 9 Wende 
puncte und zugehorigen Wendetangenten gemein bat, u s *«" 
Wie man bemerken wird, ist dieser Satz im Grunde mit dem obigen (10) 
identisch, indem durck Projection der eine in den anderen iiborgeht. ' 

14. ^ Die den beiden vorstehenden Satzen 12. und IS. ana- 
logen -Satze bei der Curve vierten Grades aufzufinden. 

15- »Man denke sich in einer Ebene 6 beliebige Puncte „ 
oder ein vollstandiges Sechseck. Die Mitte jeder der 15 Seiten 
hersse a, und der Mittelpunct des durch je 5 der 6 Puncte u 
bestimmten Kegelschnittes lieisse b. Durch je 4 der 6 Puncte 

P gehen zwei seiche Kegelschnitte, deren Mittelpuncte in dor 

durch die beiden iib rigen Puncte p bestimmten Seite lie^n- 
jeder dieser Mittelpuncte lieisse e. Die auf diese Weiso°be’ 
stimmten Puncte sammt den 6 Puncten p, was zusammcn 
6p4-15a+65+30c = 57 Puncte ausmaeht, liegen allemal in 
irgend einer Curve ffinften Grades." „Die Gleicluing dieser 
Curve aufzustell en.“ — Wenn die gegebenen 6 Puncte p insbesondere 
m emem Kegelschnitte C 3 liegen, so fallen die 0 Mittelpuncte b in einon 
zusammen, der dann ein Doppelpunct der Curve CP ist. Welch© Dezie- 
hung haben die beiden Taugenten in dicsem Doppelpuncte zu jenem Ke«t*I- 
schnitte 6' 3 ? " 0 

16 . „Sind in einer Ebene 6 beliebige Puncte^) gegeben uml 

legt man an den durch je 5 derselben gehcnden Kegelsclniitt 
aus dem jedesmaligen sechsten Puncte die beiden Tangenten 
und bezeiclinet jeden Berukrungspunct derselben durch «■ 
denkt sich ferner durch je 4 der 6 Puncte p diejenigen beiden 
Kegelschnitte besohneben, welche die durch die zweiuhrigon 
Puncte p gehende Gerade beruhren und bezeiclinet jeden 
dieser Beriikrungspuncte durch b, so liegen die auf dic.se 
VVeise bestimmten 42 Puncte, namlich 12 « und 305, allemal 
in irgend einer Curve sechsten Grades, welche die gegebenen 

6 Puncte p zu Dappelpuncten hat." „Dic Gleicluing dieser 
Curve zu fin den." 

17. „ Sind in einer Ebene 7 beliebige Puncte v gegeben 
und legt man durch je 5 derselben den durch sie bestimmten 
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Kegelschnitt und bezeichnet dessen Schnitte mit der durch 
die jedesmaligen zwei ubrigen Puncte p gehenden Geraden 
durch a, so liegen die hierdurch bestimmten 42 Puncte a 
allemal in irgend einer Curve sechsten Grades, welclre die ge- 
gebenen 7 Puncte p zu Doppelpuncten hat. a „Die Gleichung 
dieser Curve aufzustellen. C£ 

18. „ Soil eine Curve dritten Grades durch 6 gegebene 
Puncte a gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen zu- 
gehorige Tangenten beziehlich durch zwei andere gegebene 
Puncte b und c gehen, so finden ini Allgemeinen 25Losungen 
statt. ££ 

19. „ S oil eine Curve dritten Grades durch 7 gegebene 
Puncte a gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen eine 
Tangente durch einen gegebenen achtenPunct b geht, so giebt 
es im Allgemeinen 18 Losungen." 

20. „ Soli eine Curve dritten Grades durch 6 gegebene 
Puncte a gehen und einen Rfickkehrpunct r haben, dessen 
Tangente durch einen gegebenen siebenten Punct b geht, so 
finden im Allgemeinen 18 Losungen statt.“ 

21. „Ueber einer gegebenen Grundlinie ab , deren End- 
puncte in einer gegebenen Curve dritten Grades liegen, lassen 
sich dieser Curve funf Parallelogramme einschreibcn. Die 
filiif Puncte, in denen die Diagonalen der einzelncn Parallelo- 
gram me sich kreuzen, liegen mit der Mitte der Grundlinie ab 
allemal in irgend einem Kegelschnitte." Oder: 

„Zu jeder beliebig angenommenen Sehne ab in einer ge- 
gebenen Curve dritten Gerades giebt es im Allgemeinen funf 
andere Sehnen, dieihr gleichund parallel sind, und die Mitten 
soldier sechs Sehnen liegen allemal in irgend einem Kegel- 
schnitte.“ Jede der 6 Sehnen schneidet die gegebene Curve noch in 
8 einem dritten Puncte, und diese 6 Puncte liegen ebenfalls in einem Kegel- 
schnitte, welcher zu dem ebon genannten eigenthumliche Beziehung hat. 
Lasst man die Sehnen unendlicli ldein werden, d. h. in Tangenten iiber- 
gehen, so geht der vorstehende Satz in einen bekannten Satz fiber. 

22. Zieht man durch einen festen Punct p in einer gegebenen Curve 
dritten Grades C z eine veranderliche Transversale, welche die Curve (ausser 
in p) in zwei Puncten a und b schneidet, und bezeichnet die Mitte der 
Strecke ab durch P, so ist der Ort von P eine Curve dritten Grades P 3 , 
welche p zum Doppelpunct hat und durch die im Unendlichen liegenden 
drei Puncte der gegebenen Curve C 3 geht. Sind p> p 1 und drei 
Puncte der Curve P 3 , welche in einer Geraden G liegen, so schneiden 
die ihnen entsprechenden drei Curven P 3 , P 3 und P 3 einander 
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zusammen (ausser in jenen 3 Puncten «„) in solchen 6Puncte» 
Q, welch o in einem Kegelschnitte Q 2 liegen. Wird die Gerade 
G sich selbst parallel bewegt, so Sndern sich zwar mit den 
Puncten? >pp und L den Curven P\ Pf, p; auch zuglQich dic 

. 6 Puncte Q, aber der Kegels chnitt Q\ in welchem die letzteren 
stets liegen, bleibt unveranderlich fest. 

. 23. Dnrch 9 gegebene Puncte p ist die Curve dritten Grades G 3 

lm Allgemeinen absolut bestimmt; und ebenso die Curve dritter Classe' 
K , clurcli 9 gegebene Tangenten g. 1 ‘ ’ 

. 5011 , da §' e S' en eine CurTe duroh 8 gegebene Puncte p gehen und 

erne gegebene Gerade g beriihren, so ist sie vierdeutig bestimmt d. h. so 
linden 4 Losungen statt; und gleicherweise ist die Curve IP wenn sie 
8 gegebene Geraden g beriihren und dnrch einen gegebenen Pun’ct p 
soli, vierdeutig bestimmt. 1 6 

Wie verhalt es sich nun in dieser Hinsicht, wenn die Curve G 3 durcli 
7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 gegebene Puncte p gehen und beziehlich 2 3 4 
o, 6, 7, 8, 9 gegebene Gerade g beriihren soli? Wie steigt die Zalil der 
Losungen?- Fur die Curve IP findet in allem Analoges statt, 

Berlin, im November 1852. 



Allgemeine Eigensckaften der algebraischen 

Cnrven. 

Crelle’s Journal Band XL VII. S. 1 -r- 6. 

(Monatsberieht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom August 1848.) 




Allgemeine Eigenscliaften der algebraischen 

Curven. 


In der Gesammtsitzung der Akademie am 10. August 1848 wurde 
von Herm Steiner eine Abbandlung fiber „ allgemeine Eigenscliaften der 
algebraischen Curven" vorgelegt. 

Diese Curven "werden darin nach Grad uiid Classe aufgefasst; das 
Wesen der Doppel- und Rfickkehrpuncte, der Doppel- und Wendetangenten 
-wird erlautert, und die gegenseitige Abhiingigkeit dieser Elemente und des 
Grades und der Classe wird nachgewiesen. Bezeichnen g und k bezieh- 
licli den Grad und die Classe einer Curve, K'J = lerner cl und r die 
Zahl ihrer Doppel- und Rfickkelirpuncte, sowie t und to die Zalil ihrer 
Doppel- und Wendetangenten, so bat man die drei Gleichungen 


Cl) 

9 ( 9 — i) = 

Jc- J r2d-+-3r, 

(2) 

k(k— 1 ).= 

g — \-2t — j —Qwy 

(3) 

II 

QA 

1 

CO 

6d-\-8r-{-w, 


aus denen, wenn von den darin enthaltenen 6 Grossen irgend drei ge- 
geben sind, die drei fibrigen gefunden werden ; was somit auf 60 Formeln 
luhrt. 

Bei Bestimmung der Curven durch gegebene Puncte ergiebt sicb der 
folgende bekannte Satz als 

Erster Fundamentalsatz: . 

„Durcb beliebige gegebene %n(n-\- 3) — 1 Puncte a, gebt eine 
unziihlige Sehaar Curven n tm Grades, A n , und alle diese Curven 
gehen n'ebstdem notliwendig noch durcb andero %(n— 1)0— 2 ) 
bestimmte Puncte a 0 , so dass sie ein Curvenbfiscbel B(A n ) mit 
ri 1 gemeinschaftlichen Schnittpuncten a bilden." Die Puncte a x 
beissen die bestimmenden, die Puncte a 0 die nothwendigen, und beide 
insgesammt, die n 2 Puncte a, heissen die Grundpuncte des Bfisclrels B(A n ). 
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Dieser Satz ist fiir die Betrachtung der Curven einer der wesent- 
lichsten nnd fruclitbarsten, indem er zahlreiche Folgerangen gewahrt. Dahin 
gehort unter anderen die Erzeugung der Curven durch Curvenbiischel nie- 
drigen Grades, ganz analog, wie die Kegelschnitte durch projeetivische 
Strahlbiischel erzeugt werden. Ferner eine grosse Reihe von Satzen liber 
gegenseitige Beriihrung der Curven, wobei sich insbesondere verschiedene 
merkwurdige Eigenschaften der 28 Doppeltangenten der Curven vierten 
Grades ergeben. 

Ueber die Polaren werden einige neue weiter gehende Gesichtspuncte 
aufgestellt, die zu einer Menge neuer Resultate fuliren. 

Werden aus einem beliebigen Puncte P an eine gegebene Curve A” 
(die Basis) Tangenten gelegt, so liegen die n(n— 1) Beruhrungspuncte in 
einer Curve A”- 1 ; und werden aus demselben Punct P an diese neue 
Curve Tangenten gelegt, so liegen die (n— l)(n— 2) Beruhrungspuncte 
ebenso in einer Curve A n ~ 2 ; und wird so fortgefahren, so crhn.lt man die 
auf einander folgendcn Curven A n ~\ A n ~ 2 , A n ~ s , ... A 2 , A 1 , weleke die 
successiven Polaren des Punctes P in Bezug auf die Basis A", und 
zwar nach der Reihe die l te , 2 ta , 3 te , (n — 2) t0 , (n — l) t0 Polare ge- 

nannt, und die in Zeichen, wie folgt, dargestellt werden: 

(P\:A” = A”~ 1 -, (P) 2 : A n = A”— 2 ; (P)„: A" = A-—, (P)„_ 2 :> = A 2 

(P') n - l :A" = A\ 

wobei also z. B. (P) x :A n — A n ~ x heisst: die x la Polare des Punctes P in 
Bezug auf die Basis A n ist eine Curve vom (n — a/) 4 ™ Grade, gleich A”-*. 
Die (n — 2) te Polare A? ist ein Kegelschnitt und die (n — 1)*° Polare A' 
ist eine Gerade. 

Bewegt sich der Pol P in irgend einer Linie L (Directrix), so win! 
jede seiner Polaren, wie etwa die « te , eine continuirlicho Schaar Curven 
A n ~ x , Oder S(J. n_w ), durchlaufen, die irgend eine Curve umhiillen, welclie 
die as te Polar-Enveloppe E x dc?s bewegten Poles P odcr sclilecht- 
hin die A* Polare der Leitlinie L in Bezug auf die Basis A n ge- 
nannt wird. In Zeichen wird dies, wie folgt, ausgcdriickt : 

(4) (P), : A” = S(A ”-*) = E x . 

Ist die Directrix L eine gegebene Curve, etwa vom r iw Grade, gleich I)\ 
so ist auch der Grad jeder ihrer Polaren E r , E a , ... bestimint. 

niimlich es ist allgemein 

( 5 ) (D%:A n = Jjjr(r+2x—S)(n—x ) . 

d. h.: „Die x te Polare der Curve D r in Bezug auf die Basis A* ist 
eine Curve E x vom r(r-+-2x— 3)(n — x) tm Grade;" odor: „Beweg: 
sich der Pol P in der Curve D r , so ist seine .» tc Polar-Envelopp- 
E x eine Curve vom genannten Grade." 
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Fur die erste unci letzte Polare, also fur x = l und x — n — 1 hat 
man insbesondere 

(6) ’ (D r ) x : A n =.EF ~ 1K n " 1} ; 

und 

(7) (DOn-i'-A* = K-t in ~ 5) ; 

ist dagegen r= 1, also die Directrix eine Gerade D\ so hat man (5) 

( 8 ) ' (D%:A* = E^ 1)(n - X \ 

und fiir x — 1 und x = n — 1 kommt 

(9) (D l \:A n = E\\ 

und 

(10) = El^ = ©- 1 , 

d. h. „Bewegt sich der Pol P auf einer Geraden D 1 (9), so ist 
seine erste Polar-Enveloppe vom nullten Grad, E was an- 
zeigt, dass die x ) sich in (n — l) 2 Puncten a schneiden, auf 

welche sich die Enveloppe reducirt, oder dass die Schaar Po- 
laren A W “ 1 in ein Buschel B(A n ~ x ) ubergehen;“ und (10) „die 
(n — l) te Polare einer Geraden D l in Bezug auf die Basis A n ist 
eine Curve vom 2 (n — 2) ten Grad und von der (n — l) ten Classe & l ~ x .“ 

Fiir die Betrachtung der Polaren dient der folgende, allgemein be- 
kannte Satz als 

Zweiter Fundamentalsatz: 

„Nimmt man in Bezug auf dieselbe Basis A n von zwei be- 
liebigen Puncten P und Q die ersten Polaren, seien diese P n ~ l 
und Q”” 1 , und nimmt man sodann verwechselt die erste Polare 
von P in Bezug auf die Curve Q n ~ x und die erste Polare von 
Q in Bezug aufP”- 1 , so sind diese beiden Polaren eine und die- 
selbe Curve P n ~* 3 ; oder in Zeichen: 

(11) (Q\ :[(P\ :A*] = (P\ :[(Q)i :>] = 

Dieser Satz ist ebenso folgenreich, wie der obige. Durch wiederholte 
Anwendung desselben folgt zunachst, dass 

(12) (0),: KP)»:A"] = (P)„:[(<&:>] = 

Eine andere Eolgerang ist: 

„Liegt der Punct Q in der « ten Polare von P, also in P" _1! , 
so geht die (n—xj & Polare von Q, also Q x , durch den Punct P.“ 
Ebenso folgt daraus der schone Reciprocitatssatz: 

„Hat die * te Polare eines Punctes P, also P"- x , einen Doppel- 
punct Q, so hat auch umgekehrt die ( n — x — l) te Polare des letz- 
teren, d. i. Q* +1 , jenen Punct P zum Doppelpunct.“ 

Die Doppelpuncte der Polaren spielen eine wesentliche Rolle, wie aus 
dem folgenden Beispiel zu ersehen ist. 
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„Der Ort desjenigen Punctes P, dessen erste Polare, P n ~\ 
einen Doppelpunct Q hat, ist eine Curve vom 3(n — 2)(n—2) t{!11 
Grad 

p3(w-2) a 5 

und der Ort des Doppelpunctes Q ist eine Curve vom 3(?z — 2) ten 
Grad 

= Ql (n ~ 2) f 

diese letztere Curve Q 0 ist also zugleich auch der Ort desjenigen Punctes 
Q , dessen (n — 2) te Polare, Q 2 , einen Doppelpunct P hat, und jene erste 
Curve P 0 ist der Ort dieses Doppelpunctes. Die Polare Q 2 ist somit ein 
Kegelschnitt, der aus zwei Geraden besteht, die sich in P schneiden. Die 
Curven P 0 und Q 0 werden nebst anderen conjugirte Kern-Curven 
der Basis A n genannt. Sie haben unter anderen folgende Eigenschaften: 

„Die Curve Q 0 geht durch die 3 n(n — 2) Wendepuncte der 
Basis A n , wogegen die Curve P 0 alle Wendetangenten derseh 
ben beriihrt." — „Die Curve P 0 ist von der 3 (n — l)(n— 2) t(,u 
Classe; und von gleicher Classe ist im Allgemeinen die- 
jenige Curve P 0 , welche“von der Geraden PQ umhullt wil’d; 
diese Curve R 0 beriihrt ebenfalls die Wendetangenten der Basis 
A n ;“ etc. — „Die (n — l) te Polare von jeder beliebigen Curve />', 
d. i. D r( r+ 2w "’5) (7) ? beriihrt die Kerncurve P 0 in 3 r(n — 2) Pune- 
ten;" etc. — „Die Kerncurve P 0 hat 

3 (n — 2) (4 n — 9) Wendetangenten, 
f (n — 2)[(3^. 2 +l)(^ — 4)+28] D oppeltangenten, 

12 (n — 2 )(n — 3) Ruckkehrpuncte und 
f (n — 2) [3 (n — 2) 3 — 14(^ — 2)+ll] Doppelpuncte.“ 

„Sind P l und P 2 irgencl zwei solche Puncte, deren erste 
Polar en P? -1 und P n ~ l einander in irgend einem Puncte X bo- 
riihren sollen, so muss die Gerade P X P 2 allemal die Curve P () 
in irgend einem Puncte P beruhren, und so ist der Punct X 
der zu P reciproke Pol Q, und die Gerade PQ ist die gemein- 
same Tangente jener Polaren im Puncte X— Q. Also konnen 
alle ersten Polaren P*-\ Pf 1 , ... einander nur in solchen Pune- 
ten Q beruhren, welche in der Kerncurve Q q liegen und somit 
zugleich Doppelpuncte von einzelnen derselben sind. Jeder 
Tangente PP 1 der Curve P 0 entspricht ein Biischel erster Po- 
laren (9), P(Pj“ 1 ), die sich in einem und , demselben Puncte Q 
beruhren, welcher der reciproke Pol zum Beruhrungspunct i 1 
der Tangente ist. Ist PP 1 insbesondere eine Wendetangcnte 
der Kerncurve P 0 , so osculiren sich ihre Polaren P(P”~ 1 ) in Q; 
und ist PP X eine Doppeltangente von P 0 , so beruhren sich die 
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Polaren B^P^ 1 ) in zwei verschiedenen Puncten Q . 1st ferner 
insbesondere P ein Doppelpunct der Curve P 0 , so hat seine 
erste Polare P n ~ 1 zwei Doppelpuncte Q, und somit. giebt es 
ebenso viele erste Polaren, welclie zwei Doppelpuncte haben, 
als die Kerncurve P 0 Doppelpuncte hat; <c u. s. w. 

Die gesammten ersten Polaren P"” 1 , Pf" 1 , Pj” 1 , * • * bilden ein 
sogenanntes Netz, welches durch irgend drei derselben (die nicht zu einem 
Blischel gehoren) bestimmt ist, und wodurch dann auch die Basis A n be- 
stimmt wird. Haben die- drei gegebenen Curven gemeinschaffcliche Puiicte 
[1, 2, 3, ... bis hochstens %(n — l)(%+2) — 2], so sind dieselben Doppel- 
puncte der Kerncurve Q 0 . Daher ist z. B. der Ort der Doppelpuncte 
(oder der Beruhrungspuncte) aller Curven P x , welche durch 
dieselben gegebenen ■£#(#-(- 3) — 2 Puncte d gehen, eine Curve 
QK *~ welche die Puncte d zu Doppelpuncten hat. Sollen die 
Curven P x durch ^osQb- 1-3) — 1 Puncte d gehen, so bilden sie ein 
Blischel B(P X ) und dann haben sie zusammen 3 (a — l) 2 Doppel- 
puncte. 

Ueber die obigen Polaren (Polar-Enveloppen) wird bemerkt, dass wenn 
man eine derselben zur Directrix annimmt, ihr ebenfalls eine Reihe Polar- 
curven entsprechen, von denen die eine vorzugsweise ihre reciproke 
Polare genannt wird. Namlich wird von der x tQn Polare einer Curve 
D r 9 also von (5) 

|rrr(r-h2«— 3)(n— x) 

-&X 7 

die (n—xj\ d. i. die reciproke Polare genommen, so miisste diese die ge- 
gebene Curve D r sein; nacli der allgemeinen Formel (5) ist sie aber, wenn 
r(r-\ \-2& — 3 )(n — &)=$ gesetzt wird, eine Curve vom $[$-f-2(w — os) — 3]$ ten 
Grad. Hier ist also der scheinbare Widerspruch noch auffallender, als 
bei der gewolmlichen Polaritat, wo die Basis nur ein Kegelschnitt ist, 
ein Fall, fur welchen er durch Poncelet aufgeklart worden. Hier wird 
. das Paradoxon, wie folgt, erklart. 

Die erste Polare von D r in Bezug auf die Basis A 71 ist *), 

und fur die (n — l) te Polare von dieser giebt die Formel (7) 

jpr(r — 1)(m — 1) [r(r — 1 ) (« — 1) +2w — 5] 

Ai-1 7 

statt dass sie vermoge der Reciprocity bloss die urspriingliche Curve 
D r geben sollte. Dieses Wundersame klart sich nun dadurch auf, dass 
die Curve E n - x 

1) aus (n — l) 2 Mai der Curve D r nebst deren 3 r(r — 2) Wende- 
tangenten und %r(r — 2)(r 2 — 9) Doppeltangenten, wobei noch jede 
Wendetangente als eine 3fache und jede Doppeltangente als eine 
2fache Gerade zu zahlen ist, also aus (n — l) 2 X(P r ~h2cZ+3^), 
und 
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2) aus den 2>r(r—l)(n — V)(n— 2) gemeinscliaftlichen Tangenten der 
Curve T) r und der Kerncurve P 0 

besteht. 

Eine gegebene Curve kann von den Curven eines in derselben 
Ebene gegebenen Buschels P(P p ) in q(q+2p—3) Puncten R beriihrt 
werden, welche allemal mit den 3(p — l) 2 Doppelpuncten des Bfisckols 
P(Pi J ) zusammen in einer Curve Ri+ s p~ 3 liegen. — Sind in derselben 
Ebene irgend zwei Curvenbiiscbel B(Pp) und P(Q«) gegeben, so ist dev 
Ort des Punctes R, in welchem sick je zwei Curven beider Busckel be- 
ruhren, eine Curve vom (2p+2§— 3) ten Grad; und die Anzabl derjenigeu 
Puncte R 1 , in welchen sick zwei Curven P* und Qc beider Busckel os- 
culiren, ist 

= 6)4-2pg , +5]. 

Sind in einer Ebene drei beliebige Curven -Buschel B(Pp ), B(Qi) \uul 
B(R r ") gegeben, so ist die Zakl derjenigen Puncte, in welchen je drei 
dieser Curven einander beriihren, im Allgemeinen 

= A(pq-t-pr-t-qr)— 6(p-hq-\-r — 1). 

Eiir die Curven dritten und vierten Grades insbesondere ergeben sick 
aus der obigen allgemeinen Betrachtung viele, zuin Theil ganz neue inter- 
essante Eigenschaften, wie leicht z'u ermessen. Namentlich treten liior 
wiederum eigenthumlicke Relationen der 28 Doppeltangenten der Curve 
vierten Grades kervor, ein Gegenstand, fiber welchen bisherige Bemulnmgcn 
noch wenig ermittelt kaben. Ueber die Curve dritten Grades bieteu sick 
noch mekr specielle Falle dar; dabei wird nachgewiesen, dass das eigent- 
liche Wesen vieler ikrer Eigenschaften vornehmlich auf der sogenannton 
Involution beruht. 

Durch verschiedene Correlationssysteme werden theils analoge Resul- 
tate, wie durch die Polaritat, theils aber auch neue Siitze fiber Curven 
gewonnen. 
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Ueber solebe algebraiscbe Curven, welcbe einen 
Mittelpunct baben, und iiber darauf beziiglicbe 
Eigenscbaften allgemeiner Curven, sowie iiber 
geradlinige Transversalen der letzteren. 

§i- 

Die Curven zweiten Grades haben schon an sich Mittelpuncte, es ist 
cine ilmen innewohnendc Eigenschaft. Anders verhalt es sich init den 
Curven hoherer Ordnung. Wohl besitzen noch die Curven dritten Grades 
die Eigenschaft, dass sie sich durch Projection in solche umwandcln lassen, 
welche Mittelpuncte liaben; wogegen alle hoheren Curven gewisse Bescliran- 
•kungen zu erleiden haben, wenn ihnen die Eigenschaft eines Mittelpunctes 
zukommen soil. 

TJnter „Mittelpunct“ einer Curve m ten Grades, C m , wird ein solcher 
in ihrer Ebene liegender Punct W verstanden, welcher die Eigenschaft hat, 
dass jede durch ihn gezogene unbegrenzte Gerade S die Curve in solchen 
m Puncten schneidet,. welche paarweise gleichweit von ihm abstehen, so 
dass also die Schnittpuncte auf beiden Seiten von jenem Puncte 9P gleich 
vertheilt sind, und jedem Punct p auf der einen Seite ein anderer p l auf 
der entgegengesetzten Seite in gleichem Abstande von 9Jt entspiechon 
muss und sein „Gegenpunct“ genannt wird. Hiernach moclite es 
scheinen, als konne eine Curve C m nur dann einen Mittelpunct W haben, 
wenn ihr Gradexponent m eine gerade Zahl ist, etwa m — 2p-, weil nur 
dann in jeder Transversalen S zu beiden Seiten von SR gleichviel Schnitte 
liegen konnen, was dagegen, wenn m ungerade, m==2v 1, nicht moglich 

ist. Indessen wird dieser scheinbare Einwand dadurch beseitigt, dass im 
letzteren Falle ein einzelner Schnittpunct im Mittelpuncte. 3P selbst liegt, 
somit ein Zweig der Curve C 2 "- 1 durch ihren Mittelpunct selbst geht, 
wobei alsdann auf jeder Seite von diesem noch v— 1 Schnitte liegen, die 
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sich paarweise als Gegenpuncte entsprechen ; jener besondere Punct aber 
muss nothwendig ein Wendepunct der Curve G- V ~ x sein. 

In besonderen Fallen kann die Curve C m auch ofter durclr ihren eige- 
nen Mittelpunot 3ft gehen, und zwar verbalt es sich damit, wie folgt. 1st 
to = 2p., so konnen insbesondere gleichzeitig 2 oder 4 oder 6 etc. Zweige 
der Curve C ^ durch 3ft gehen, d. h. sie kann ihren Mittelpunot 3ft zugleich 
zum vielfachen Puncte haben, jedoch nur zum 2, 4, 6, . . . 2(p.— l)fachen. 
Und ist to = 2v — 1, so muss nothwendig ein Zweig der Curve C 3 ''- 1 durch 
ihren Mittelpunot 2ft gehen, aber es konnen insbesondere auch 8, 5, 7, 
Zweige durch denselben gehen, wo er dann ein ebenso vielfaclier Punct 
von ihr ist. In beiden Fallen sind die Tangenten im Mittelpuncte 3ft 
hoherer Art, namlich sie sind zugleich Wendetangenten der respectiveu 
Zweige und haben somit, wenn Zweige durch 3ft gehen, daselbst .r+9 
Puncte mit der Curve gemein, was als eine (>-4-2)punctige Beriihrung 
anzusehen ist. 


§ 2 . 

Zur Bestimmung solcher Curven C m , welche Mittelpuncte haben, durch 
gegebene Puncte kann entweder 1) der Mittelpunot 3ft selbst gegebon 
werden und nebstdem noch eine geniigende Anzalil anderer Puncte p, durch 
welche die Curve gehen soli; oder es konnen 2) bloss solche beliebige Puncte 
p, durch welche die Curve gehen soil, gegeben und dazu verlangt werden. 
dass dieselbe einen Mittelpunot 3ft haben miisse, dessen Lage dann durch 
jene Puncte erst bedingt wird. Bei dieser Bestimmung, sowie schon vorliin 
(§ 1) und auch in der Folge maclit sich dor Umstand geltend, ob der 
Gradexponent m eine gerade odor eine ungerade Zahl, also ob a) m= 2p, 
oder p) to = 2v — 1 ist; denn danach soheiden sich die Siitze folgcndor- 
massen: 

„Ist der Mittelpunot 3ft gegeben, so ist 
a) Die Curve G' 3 <" bestimmt durch (ja+1) 2 — 1 = -J-to(to-|- 4), 
f!) Die Curve C 3 ’'- 1 bestimmt durch v(v+l)— 1 = £[m(m+4)— 1] 

beliebige andere gegebene Puncte v, durch welche sie uehon 
soil."*) ‘ fe 


*) Zur Bestimmung der Curven, welche Mittelpuncte haben, bietet die Gleichunir 
derselben ein anschauliches und bequemes Mittel dar. Wenn namlich die in beliebig 
schiefwinkligen Ooordinaten nach den Dimensionen der Veranderlichon (,r und j) ge- 
ordnete Gleichung einer Curve C m von der hochsten Dimension abwiirts nur dio ah- 
wechselnden Dimensionen enthalt, alle ubrigen gleich Null sind, wenn somit dio (l lei- 
chung von der Form 

D m + D m ~ 2 + ^D m - 2cc + 2 + ^. =- 0 

ist, so hat die Curve allemal den Anfangspnnet zugleich zu ihrem Mittelpuncte £Dt. 
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liber daraitf beziigiiche Eigenschaften allgemeiner Curven. 


Da im Allgemeinen eine Curve m ten Grades durch. 

7 ) ^m(m+3) 

Puncte p bestimmt wird, so sieht man, wieviele bestimmende Puncte p 
durch den gegebenen Mittelpunct vertreten werden, namlich 
„Der Mittelpunct vertritt 

a 0 ) bei C 2 “: p-(jx+l) = 2), 

P°) bei C' 2v—1 : v 2 = £[m(m+ 2)+l] 

bestimmende Puncte 

Aber der gegebene Mittelpunct bedingt noch mehr; denn mit ihm 
sind auch zugleich alle Gegenpuncte p x zu den gegebenen Puncten p be- 
stimmt oder als gegeben anzusehen, durch welche die Curve nothwendig 
ebenfalls geht, so dass also zusammen beziehlich (a und ( 3 ) 

•|-w(m+4) und ^[m(m+ 4 ) — 1] 

Puncte p und p x gegeben sind, somit mehr, als die Bestimmung der Curve 
im Allgemeinen erheischt oder zulasst (7), und zwar sind 
fiir C 2 ^: [x = tyn, 

fur C*- 1 : v— 1 = i(m— 1) 

Puncte mehr gegeben, ohne dass dadurch die Curve uberbestimmt wird. 
Den obi gen Satz kann man danach auch so aussprechen: 

„Sind p ({x + 2) (= {-m (m -+- 4 )) oder v(v-f-l) — l(=i[^(w+ 4 )— 1]) 
beliebige begrenzte Gerade oder Sehnen pp 1 gegeben, die alio 
durch denselben Punct SCR gehalftet werden, so liegen ihre 


Werden die zwei Zahlformen von m unterschieden , so hat man folgende zwei Glei- 
chungen : 

I. Dty + + D2^-4 4 \-D* + D* = 0; fur C%P , 

II. D3y-i + jDa^-8 + jD2v-5 4 f J 9 3 + ZU = 0; far 

Jenachdem also der Grad exponent gerad oder unger ad ist, enthalt die Mittel- 
puncts-Glei chung der Curve C m auch nur die Glieder von gerad or oder ungerader 
Dimension, indem alle iibrigen gleich 0 sein miissen. In (I.) bezeichnet D° das con- 
stant© Glied. Dass die Curve 1 nothwendig durch ihren eigenen Mittelpunct geht, 
ist aus (II.) ersichtlich. 

Da jede Dimension ein Glied mehr umfasst, als ihr Exponent anzeigt, z. B. da 
D« die a + 1 Glieder 

ya : ya — I x, . . . yx a ~ 1, x« } 

abgesehen von den Coefficienten, umfasst, so ist die Zahl aller Glieder in den heiden 
Gleichungen 

in (I.): =(p,+ l)2 ==i (m + 2) 2 , 

in (II.) : =v(v+l) = i(m+l)(w + 3). 

Daraus ist zu entnehmen, durch wieviele gegebene Puncte p eine Curve C™ bestimmt 
wird, wenn sie durch dieselben gehen und einen anderen gegebenen Punct zum 
Mittelpunct haben soli. * 
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Ueber algebraische Curven, welche einen Mittelpunct haben, und 

9 A / a _l_2) oder 2v(v+l) — 2 Endpuncte p und p 1 allemal in einer 
durch sie bestimmten Curve C oder welche den Punct 

S0J zum Mittelpunct hat. 

§ 3 . 

Lasst man von den genannten Sehnen pp i eine weg, so ist die Curve 
durch die Endpuncte der iibrigen nicht mehr bestimmt, aber durch jeden 
Punct p°, den man frei annimmt, und durch den sie gehen soli, wird sie 
bes timm t (weil dann nebst 9)1 wieder ebenso viele p gegebon sind, wie 
vorhin), so dass also unendlich viele Curven C m durch diese iibrigen End- 
puncte moglich sind, die W zum Mittelpunct haben. Aber alio diese 
Curven schneiden einander ausser den Endpuncten der Sehnen nocli in 
anderen bestimmten Puncten q und q i: deren Zahl beziehlich 2(|x— 1)“ 
und 2(v — l)(v — 2)— 1—1 ist, so dass sie einen Curvenbuschel mit 

m 3 Grundpuncten bilden (vgl. die vorhergehende Abliandlung). Die neuen 
Puncte sind ebenso paarweise die Endpuncte von Sehnen qq 1 , welche ihre 
Mitten in 50t haben; und im zweiten Fallc, wo m= 2v— 1, liegt der un- 
gerade oder einzelne Punct, etwa q 0 , in 93? selbst. Also: 

„ Sind p(fi.-f-2)— 1 oder v(v-i-l) — 2 bel iebigo Sehnen pp { go- 
geben, die alle durch denselben Punct 9D7: •gohall'tet werden, so 
gehen durch ihre Endpuncte die Curven eines Biisohels B(L '-,“ ) 
oder welche alle den Punct 9K zum Mittelpunct liabon, 

und deren iibrige 2(p — l) 2 oder 2(v — l)(v — 2)-f-l gomeinschaft- 
liche Schnittpuncte ( q und j,) ebenfalls paarweise die End- 
puncte solcher Sehnen qq l sind, die ihre Mitten in 9Jt haben. 
Im zweiten Falle liegt der einzelne Punct q 0 im Mittelpuncte "I'i 
selbst, so dass alle Curven des Buschols B(G' 2v ~ l ) durch ihren 
gemeinsamen Mittelpunct gehen, derzugleich cin W endepu.nct. 
von jeder ist.“ 

So gehen also z. B. durch die vier Endpuncte zwoier Sehnen pp eiu 
Kegelschnitt-Biischel B(C 2 ), welche alle 9)i zum Mittelpunct, die beidon 
Sehnen zu Durchmessern , aber weiter keinen Punct gemein haben, weil 
2(p. — 1) 2 = 0, wenn p. = 1 ist. Durch die 8 Endpuncte von 4 Sehnen 
pp 1 gehen die Curven eines B(C 3 ), die noch einen nounton Punct q n gemein 
haben miissen, welcher der Mittelpunct 9P selbst und zugleich Wendepunet 
von jeder ist. Durch die 14 Endpuncte von 7 Sehnen jrp l gehen die Curven 
eines 73(6“), welche 9Ji zum Mittelpunct haben und sieh noch in den 
Endpuncten einer neuen Seline qq l schneiden, die gloiohlalls ihre Mine 
in 9ft hat; u. s. w. 

Einige andere Eigenschaften der obigen Curvenbuschel treten weiter 
unten gelegentlich hervor. 


fiber darauf bezfigliehe Eigenschaften allgemeiuer Curven. 
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§ 4 . 

Zum Behuf spaterer Betrachtungen mag hier bemerlct werclen, dass 
eine Curve C m , welch e einen Mittelpunct hat, auch in soldier speciellen 
Form erscheinen kann, wo sie aus verschiedenen Theilen besteht. So kann 
z. B. der Kegelschnitt C' 

1) Durch zwei sich schneidende Gerade A und B vertreten 
werden, deren Schnittpunct als Mittelpunct 507 anzusehen 
ist; oder 

2) Durch zwei parallele Gerade, A^fe-B, wo dann der Mittel- 
punct unbestimmt bleibt, namlich jeder Punkt sein kann, 
welcher von A und B gleich weit absteht, also eine dritte Gerade 
C zum Ort hat, die mit A und B parallel und in der Mitte 
zwischen ihnen liegt. 

Gleicherweise kann eine Curve C 3 , welche einen Mittelpunct haben 
soil, insbesondere durch folgende Elemente vertreten werden. 

1) Durch einen Kegelschnitt C 2 und irgend eine durch 
seinen Mittelpunct gehende Gerade G\ wobei der Mittelpunct 
507 von C 2 auch zugleich als Mittelpunct von C 3 (=C 2 -\-C') an- 
zusehen ist. (Dies gilt also auch, wenn C 2 eine Parabel und C 1 irgend 
ein Durchmesser derselben ist.) 

2) Durch drei Gerade und zwar a) durch drei sich in einom 
Punct schneidende Gerade, wo dann dieser Punct selbst der 
Mittelpunct ist (hierin sind auch die zwei bcsonderen Zustiinde inbe- 
griffen, wo die drei Geraden parallel, oder zwei parallel und die dritte im 
Unendlichen); oder b) durch zwei parallele und eine sie schnei- 
dende Gerade, wobei die Mitte des von jenen beiden auf der 
letzteren begrenzten Stiickes der Mittelpunct ist; oder ondlich 
c) durch drei parallele Gerade, wenn die eine gleich weit von 
den beiden anderen absteht, wobei dann jeder Punct in der 
mittleren Geraden als Mittelpunct anzusehen ist. 

Analogerweise kann die Curve. C 4 in Theile zerfallen; u. s. w. 


§5- • 

Die obige zweite Frage (§ 2) verlangt zu wissen: „Wieviele be- 
liebige Puncte|> dxirfen hochstens gegeben werden, wenn durch 
dieselben eine Curve 0" gehen soli, welche einen Mittelpunct 
hat, der aber nicht gegeben ist.“ 

Man iiberzeugt sich leicht, dass unter dieser Bedingung nur zwei 
Puncte p mehr gegeben werden diirfen, als im obigen Falle (§ 2), wo der 
Mittelpunct 507 selbst mit gegeben war. Denn sobald nur ein Punct, 
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etwa q, melir gegeben, so kann 2ft schon nicht mehr beliebig liegen, 
sondern muss sich auf einen Ort beschranken, der irgend eine Curve 
sein wird; und wenn man statt q einen anderen beliebigen Punct r a ] s 
gegeben annimmt, so wird der Mittelpunct 2ft der Curve C m einen anderen 
Ort, etwa 3ftf , haben; und soil nun eine Curve C m durch beide Puncte 
q und r gehen, so kann ihr Mittelpunct 2ft nur in einem den Ortscurven 
9ft 1 ' und 2ft 1 ' gemeinsamen Puncte liegen. Da diese Ortscurven sicli aber 
in mebreren Puncten schneiden, so wird die Curve C m nicht absolut bc- 
stimmt sein, sondern die gestellten Bedingungen werden jnehrere Losungeu 
gestatten. Also : 

„Soll eine Curve C m einen Mittelpunct haben, so ist sie 
a) als CV durch p.(pH-2)H-2 = £[?ra.(*re+4)4-8], 

P) als C 2 *- 1 durch v(vH-l)-[-l = i[m(TO+4)+7] 
beliebig gegebene Punctep bestimmt, jedoch nicht absolut bo- 
stimmt, sondern es finden im Allgemeinen mehrere Losungeu 
statt.“ 

Wie es sich damit naher verhalt, ist aus den nachfolgenden zwei 
einfachsten Beispielen zu ersehen. 

§ 6 . 

Erstes Beispiel. Soil cin Kegelschnitt C 2 durch 4 gegebene Puncte 
ip und q gehen, so ist der Ort seines Mittelpunctes 2ft. cin bestimmtor 
anderer Kegelschnitt 2ft 3 ; und soli 6' 2 durch die 3 p und einen audorcn 
gegebenen Punct r gehen, so ist der Ort seines Mittelpunctes ein neuer 
Kegelschnitt 2ft 3 . Nun schneiden sich die beiden Oerter 2ft 2 und 2ft’ war 
in 4 Puncten, aber von diesen 4 Puncten besitzt nur einer die Eigenschaft, 
dass er der Mittelpunct 2ft eines Kegelschnittes C 2 ist, welcher durch die 
5 Puncte ip, q und r geht; die drei iibrigen haben diese Eigenschaft nicht, 
denn sie sind die Mitten der Seiten desjenigen Dreiecks, dessen Eckon 
die ip sind, und hangen somit von diesen ip allein ab. Namlich be- 
zeichnet man die ip durch a, b, c, so geht bekanntlich der genanntc 
Kegelschnitt 2ft 3 durch die Mitten dor 6 Seiten des vollstandigen Vierecks 
abeq; und ebenso geht 2ft’ durch die Mitten der 6 Seiten des vollstliii- 
digen Vierecks aber; somit gehen beide durch die Mitten der 3 Seiten 
des Dreiecks abe, aber jede dieser 3 Mitten ist Mittelpunct zweior ver- 
schiedenen Kegelschnitte C\ wovon der eine dem Viereck abeq, der an- 
dere dem Viereck aber umsclirieben ist. 

§7- 

Zweites Beispiel. I. Die Curve C 3 ist durch den gegebenen Mittol- 
punct 2ft und durch 5 Puncte p, durch welche sie gehen soli, bestimmt; 
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ist mm die Lage von 907 nicht gegeben, aber dagegen noch ein sechster 
Punct q , durch welcben C z gehen soil, so findet folgender Satz statt: 

„ Soil eine Curve dritten Grades, C 3 , durch gegebene^ 
6 Puncte hp und q gehen und einen Mittelpunct 907 haben, so 
ist der Ort des letzteren eine Curve funften Grades, 907 5 .“ 

Von dieser Ortscurve 907 5 sind nachstehende 57 Puncte theils unmittel- 
bar gegeben, theils leicht zu construiren, indem sie die Mittelpuncte spe- 
cieller Curven C z sind. Namlich die Curve 9J1 5 geht 

1) Durch diegegebenen 6 Puncte selbst; dennjeden derselben 
kann man als 907 annehmen und verlangen, die Curve C z soil durch die 
5 iibrigen gehen (§ 2). 

2) Durch die Mitten p. der 15 Geraden G , welche die ge- 
gebenen 6 Puncte paarweise verbinden; denn man kann die Mitte 
p. einer solchen Geraden G als 907 annehmen und verlangen, die C z soil 
durch den einen Endpunct von G und durch die 4 iibrigen gegebenen Puncte 
gehen; so geht sie auch zugleich durch den anderen Endpunct von G. 

3) Durch die Mittelpuncte m der 6 Kegelschnitte 6 Y2 , welche 
einzeln durch je 5 der gegebenen 6 Puncte gehen. Denn ein 
solcher © 2 und sein durch den sechsten Punct gehender Durchmesser sind 
zusammen eine specielle C 3 , welche mit C 2 den Mittelpunct gemein hat (§ 4). 

4) Durch die Mittelpuncte m l der 30 Kegelschnitte CJ, wo- 
von jeder einzeln durch 4 der gegebenen 6 Puncte geht und 
seinen Mittelpunct in der die 2 iibrigen verbindenden Ge- 
raden ©hat. Denn ein solcher C\ und die zugehorige G sind zusammen 
eine C 3 , welche durch alle 6 Puncte geht und mit C\ denselben Mittel- 
punct hat. In jeder Geraden G liegen 2 Mittelpuncte m v 

Dies sind zusammen 57 Puncte: 1) 5 p+q; 2) 15(x; 3) 6m; und 
4) 30m r 

In jeder der 15 Geraden G kennt man deinnach alle ihre 5 Schriitte 
mit der Curve 907 5 , namlich ihre zwei Endpuncte (2p, oder p und q) : ihre 
Mitte p- und die in ihr liegenden 2m 1 . 

Urn die Bestimmung der 30 Mittelpuncte m 1 deutlicher zu machen, 
bezeichne man die 5 p durch a, 5, c, d, e. Je 4 der gegebenen 6 Puncte, 
etwa a, b, c und d, bestimmen 6 G, deren Mitten, 6[x, in einem Kegel- 
schnitte 5D7 2 liegen, welcher der Ort der Mittelpuncte aller durch a, b, c 
und d gehenden Kegelschnitte (CJ) ist (§ 6), und welcher somit die durch 
e und q gehende G in den genannten 2m 1 schneidet; ferner geht 907 2 auch 
durch die Mittelpuncte, 2 m, der beiden Kegelschnitte © 2 , welche bezieh- 
lich durch die 5 Puncte abcde und abcdq bestimmt werden (3); folglich 
kennt man auch alle Schnitte des Kegelschnittes 907 2 mit der Curve 907 5 , 
namlich die genannten 6jx, 2m l und 2m, zusammen =10 Schnitte. Es* 
giebt im Ganzen 15 solche Kegelschnitte 907 1 
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II. Durch das Vorstehende (I.) lasst sich nunmehr auch leiclit ent- 
scheiden, wieviele CurvenC 3 , welche Mittelpuncte haben, durch 7 gege- 
bene Puncte 5 p, q und r gehen. Denn soil die C z nur durch die 6 Puncte 
5p und r gehen, so ist gleicherweise, wie yorhin (I), der Ort ihres Mittel- 
punctes 397 eine neue Curve 2)7 J; und soil also C 3 durch alio 7 Puncte 
zumal gehen, so muss ihr Mittelpunct in beiden Ortscurven 307 5 und 
zugleich liegen, d. h. er muss einer ihrer gegenseitigen Schnitte sein. 
Nun ist die Zahl dieser Schnitte gleich25; . allein nach der obigen Ausein- 
andersetzung befmden sich darunter 16 solche, welche der Forderung niclit 
geniigen konnen, weil sie von den 5 p allein abhangen, namlich dieselben 
sind 1) die 5p selbst, 2) 10fx, cl. h. die Mitten der durch die op be- 
stimmten 10 Geraden <?, und 3) ein m, der Mittelpunct des durch die 
5 p gehenden Kegelschnittes C*; denn durch diese 16 Puncte gehen beido 
Ortscurven; daher bleiben fur die Lage des Mittelpunctes 307 der Curve C :i 
nur 9 Schnittpuncte ubrig. Dies begriindet den folgenden Satz: 

„Durch 7 gegebene Puncte in einer Ebene gehen im All- 
gemeinen nur 9 solche Curven dritten Grades, welche Mittel- 
puncte haben.“ 

Daraus schliesst man: a) Dass unter den unendlich vielcn 
Curven dritten Grades M 3 , welche durch beliebig gegebene 

8 Puncte gehen, und somit einen Curvenbiischel B (d :! ) mit 

9 gemeinschaftlichen Puncten bidden, sich im Allgemcinen 
keine befindet, welche einen Mittelpunct hat. b) Hat aber 
insbesondere eine der Curven einen Mittelpunct, so brauchfc 
deshalb von den iibrigen keine einen Mittelpunct zu haben. 
c) Befinden sich insbesondere zwei darunter, welche Mittel- 
puncte haben, aber nicht concentrisch sind, so ka nil von den 
iibrigen keine einen Mittelpunct haben, d. h. „ (lurch die 
Schnittpuncte zweier Curven A 3 , welche Mittelpuncte haben, 
aber nicht concentrisch sind, kann keine dritte gehen, welche 
ebenfalls einen Mittelpunct hat.“ d) Weiss mail von droi 
Curven M 3 , dass sie 8 Puncte gemein haben, und dass jedu 
einen Mittelpunct hat, so folgt, dass sic concentrisch sein 
miissen, und dass alle zu ihrem Buschel gehorigen Curven 
ebenfalls Mittelpuncte haben und mit ihnen concentrisch 
sind, und dass jene 8 (oder 9) Puncte die oben (§ 3.) bcschric- 
bene besondere Lage haben miissen. — Analoges findet bei den 
hoheren Curven statt. 


§ 8 . 

In Betracht der Ortscurve (§ 7, 1.) sind durcli besondere Wahl 
der gegebenen 6 Puncte, op und q oder a, b, c, d, e und q, zahlrcick- 
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specielle Falle moglich, von denen einige Mer kurz angedeutet werden 
sollen. 

I. Wenn die gegebenen 6 Puncte in einem Kegelschnitte 
C\ liegen, dessen Mittelpunct 9D7 0 heissen mag, so vereinigen sicli 
die dort genannten 6 Kegelschnitte C 2 (§ 7, 1, 3) alle in Cl nnd ihre sechs 
Mittelpuncte m in 307 o . Da C 2 0 mit jedem seiner Durchmesser C\ zusammen 
eine C\ vorstellt, welche durch die 6 Puncte geht und 307 o zum Mittel- 
punct hat, so folgt, dass 307 o ein vielfacher Punct der Curve W 
sein muss. — Oder, wenn der durch die 5 Puncte a , b , c, d , e gehende 
Kegelschnitt C 2 den sechsten Punct q zum Mittelpunct hat, so folgt ebenso, 
dass dann die Curve W den Punct q zum Doppelpunct haben 
muss. 

II. Liegen von den 6 Puncten drei, etwa d, e und q, in 
einer Geraden B , so muss in diese Gerade und in eine 
Curve 307 4 zerfallen, so dass W = B-i~W- Denn jeder beliebige 
Punct 37 in der Geraden B ist Mittelpunct eines Kegelschnittes 3^ 2 , der 
durch die 3 Puncte a, b, c geht, und der also mit B zusammen eine 
Curve C z reprasentirt , welche durch die 6 Puncte geht und ihren Mittel- 
punct 307 in 5ft hat; so dass folglich B zum Ort der Mittelpuncte 307 ge- 
hort. — Die Curve 307 4 geht durch folgende leicht angebbaren 39 Puncte. 
1) Durch a, b und <?; 2) durch die Mitten sowohl der 3 (?, welche die 
Puncte a , 5, c unter sich, als der 9 G, welche a, b, c mit d, e, q ver- 
binden, also durch 12}x; 3) durch die Mittelpuncte m der 3 C\ welche 
beziehlich durch die dreimal 5 Puncte abcde, abcdq, abceq gehen; 4) durch 
18 Puncte m v in welchen die vorgenannten 96? von den ihnen (wie oben 
§7, I) entsprechenden Kegelschnitten 307 2 geschnitten werden; und ferner 
durch 3 Puncte m 15 in welchen die vorgenannten 3 6?, d. i. ab , ac, be be- 
ziehlich von 3 Geraden C n B i: A x geschnitten werden, die so bestimmt 
sind, dass z. B. C x durch die Mitten p der 3 Geraden cd, ce und cq geht 
und die ab in m 1 trifft. Demnach kennt man die 4 Schnitte von jeder 
der IE) Geraden 3 6?, 9 6?, A x , B 1 und C l mit der Curve 307 4 ; ebenso die 
8 Schnitte von jedem der 9 Kegelschnitte 307 2 mit 3D7 4 . 

III. Liegen die 6 Puncte zu 3 und 3 in zwei Geraden, etwa 
a, b y c in A y und d, e } q in By so muss die Ortscurve 307 5 aus 
diesen Geraden und aus einer Curve 307 3 bestehen, so dass 
$J)7 5 = ^Lh-,B+ 3D7 3 . Die Curve 307 3 geht durch folgende, leicht construir- 
bare 27 Puncte. 1) Durch 9[x, die Mitten der *9 6?, welche die Puncte in 
A mit denen in B verbinden; 2) durch die 18m 1? in welchen die 9 6? 
von den zugehorigen 9307 2 geschnitten werden. Somit kennt man die 
3 Schnitte jeder der 96? mit 307 3 . Jene 9p- liegen auch zu 3 und 3 in 
6 Geraden, 3-4 und 3jB 15 wovon die 3 A t mit A und die 3 B x mit B pa- 
rallel sind. 
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IV. Gehen von den 15(?, welche die 6 Puncte paarweise verbinden, 
irgend 3G, die zusammen alle 6 Puncte enthalten, etwa die -3 Geraden 
ab, cd und eq, durch irgend einen Punct N, so vertreten sie eine C‘\ deren 
Mittelpunct 3K in N liegt (§ 4). Sind insbesondere die 3 Geraden ab, 
cd, eq parallel, und liegt cd in der Mitte zwischen den beiden anderen, 
so zerfallt in die Gerade cd und in eine Curve 3 Ji 4 , von der 46 Puncte 
leicht anzugeben sind, namlich ausser a, b, e, q noch lOtx, 6m und26m r 
Sind zum zweiten Mai drei Gerade parallel und die mittlere gleich weit 
von den ausseren entfernt, welche jedoch nur (wenn man sich bei jenen 
ersteren ab] cd, eq die Endpuncte a, c, e nach links und b , d, q nach 
rechts denkt) entweder a) die Geraden ac, be, dq oder [3) ae, cq, bd sein 
konnen, so miissen nothwendig zum dritten Mai 3 Gerade dieselbe Eigen- 
schaft haben, und zwar beziehlich (a) bd, aq, ce oder ((3) be, be, ce . In 
beiden Fallen schneiden sich die 3 mittleren Geraden cd, be, aq oder cd, 
cq, be in einem und demselben Puncte iV 0 ; aber im Falle (a) *sind sie die 
Hauptdiagonalen eines Sechsecks abdqeca, welches die 3 Paar ausseren 
Geraden zu Gegenseiten hat, wogegen im Falle ((3) die 3 Geraden des 
dritten Systems, be, be, ce, in eine und dieselbe Gerade, bee, fallen, und 
wobei N 0 in c liegt. Fur beide Figuren besteht 3Ji 5 aus den drei mitt- 
leren Geraden cd, be, aq oder cd, cq, be und aus einem Kegelschnitte 
3Ji 2 , welcher bei der ersten Figur die Seiten des genannten /Sechsecks in 
ihren Mitten berlihrt und N 0 zum Mittelpunct hat; etc. — Die 6 Puncte 
konnen endlich auch solche specielle Page haben, dass von den 15 ff sich 
lOmal 3 G-, die zusammen alle 6 Puncte enthalten, in einem Puncte N 
treffen, wobei dann 90t 5 in 5 Gerade 3J1 1 zerfallt. Die einfachste Figur, 
diesen Fall darzustellen, ist die, wo etwa a, b,.c , d, e die Ecken eines 
regelmassigen Fiinfecks sind und q der Mittelpunct des demselben um- 
schriebenen Kreises. Die 5 Geraden sind alsdann qa, qb, qc, qd und 
qe; die 10 Puncte N liegen paarweise in ihnen und sind, zu 5 und 5, 
die Ecken zweier neuen regelmassigen Fiinfecke, welche gleichfalls q zum 
Centrum haben. In diesem Falle ist jedoch keine eigentliche Curve 
mehr moglich, sondern jede besteht aus 6 Y3 H-C n , und zwar ist G l immer 
diejenige von den 5 Geraden 3P 1 , in welcher der Mittelpunct 3R von (P 
liegt. Liegt W insbesondere in einem der 10A T , so besteht C 3 aus 3 Ge- 
raden, 3 C\ 


§ 9 . 

Die Curven, welche Mittelpuncte. haben, besitzen in Bezug auf die- 
selben verschiedene wesentliche Eigenschaften, wovon einige liier nalier an- 
gegeben werden sollen. 

Zur Abkurzung soil dabei, so wie in der Folge 
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ein Doppelpunct durcli dp oder p 2 , 
eine Doppeltangente durcli dt oder $£ 2 , 
ein Wendepunct durcli wp oder it), 
eine Wendetangente durcli wt oder SB, 
ein Riickkehrpunct durcli rp oder r, 
eine Riickkelirtangente durcli rt oder 
eine Asymptote durcli A s und 
die unendlich entfernte Gerade der Ebene durch 
bezeichnet werden, 

I. „PIat eine Curve C m einen Mittelpunct SR, so gelien ilire 
m Asymptoten A s im Allgemeinen alle durcli denselben. Jede 
andere durcli den Mittelpunct gehende Tangente der Curve ist 
notliwendig eine Doppeltangente $ 2 , und ilire zwei Beriihrungs- 
puncte, etwa b und sind Gegenpuncte. Die Zahl der durcli SR 
gelienden St a ist gleich \m{m — 2), und ilire m(m — 2) Berulirungs- 
puncte, b und & 15 liegen in einer neuen Curve G m ~ 2 , welche eben- 
falls einen Mittelpunct, und zwar mit der gegebenen den nam- 
liclien Punct SR zum Mittelpunct hat. Von dieser neuen Curve 
gelien also ebenso alle A s sowie eine ihrem Grad angemessene 
Zahl S 2 durch den Mittelpunct SR, und die Beruhrungspuncte 
der S 2 liegen in einer neuen Curve G m ~\ welche gleicherweise 
denselben Punct SR zum Mittelpunct hat; u. s. w. Werden die zwei 
Zahlformen von m unterschieden, so entstehen auf diese Weise zwei Cur- 
venreihen: 

a) C 2 ^ C 2 ^- 2 , CV- 4 , C\ <7; 

P) C 2v -\ C*'-\ C 2v ~\ . .., c\ c\ 

Bei ( a ) hat die vorletzte Curve, C\ noch 4£ 2 mit 8 Beriihrungspuncteii, 
durch welche die letzte, G' 2 , geht; und diese C 3 hat nur noch 2 A s , aber 
keine %. 2 mehr. Da fur C 2l '~ l die Zahl der durch ihren Mittelpunct ge- 
henden S 2 gleich 2v(v— 2)-h$ ist, so hat das vorletzte Glied bei ((3), C\ nur 
-|S: 2 , was offenbar ihre Wendetangente im Mittelpuncte SR bedeutet, und 
das letzte Glied C 1 ist diese wt selbst. Uebrigens haben alle Curven der 
Reihe (p) diese namliche G 1 zur gemeinschaftliclien wt, so dass dieselben 
in ihrem gemeinsamen Mittel- und Wendepunct SR sich insgesammt drei- 
punctig beriihren. Audi fiir die Curve G 2v ~ x bedeutet der Bruch f die 
Wendetangente im Punct SR selbst, und die Zahl der eigentlichen Doppel- 
tangenten ist gleich 2 v(v — 2). 

II. Die Tangenten in je zwei Gegenpuncten p und p x der 
Curve C m sind parallel. Alle ausgezeichneten Elemente der 
Curve, als da sind dp , wp, rp,,dt, wt und rt, wofern sie nicht im 
Mittelpunct SR oder im IJnendlichen, in 6r % liegen, mussen 

Mtfti nflr’s Wfirkfi. II. 
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paarweise vorhanden und zwar Gegenelemente sein. D. h. die 
3 m(m — 2)to der Curve miissen paarweise Gegenpunete, und die 
jedem Paar zugehorigen 28 miissen parallel sein; die nicht 
durcli den Mittelpunct 91 gehenden \m(rn — 2 )(m 2 — 10)St 2 miissen 
paarweise parallel sein und gleich weit von 91 abstehen 
aucb sind die Beriihrungspuncte jedes Paares bezielrlicli Ge- 
genpuncte; hat die Curve Doppelpuncte, p 2 , (die weder in 9ft 
noch in G m liegen), so miissen diesel ben paarweise vorhanden 
und Geg-enpuncte sein, auch miissen die zwei Tangenten in 
dem einen p 2 denen in seinem Gegenpunete bezielrlicli parallel 
sein; ebenso konnen auch die Riickkehrpuncte r nur paarweise 
und zwar als Gegenpunete auftreten, und die zugehorigen Riick- 
kehrtangenten miissen parallel sein. Hat dagegen die Curve 
einen Doppelpunct, der insbesondere im Unendlichen, in (?„ 
(oder in 91) liegt, so bedingt derselbe nicht gleicherweise 
einen zweiten, vielmehr bewirkt er umgekehrt sogar noch 
eine sclieinbare Abweichung von dem obigen Satze (I.). Nii m . 
lich, liegt ein Doppelpunct in G a , so erscheinen die beiden 
Tangenten in demselben als zwei parallele Asymptoten, die, 
jenem Satze entgegen, nicht durch den Mittelpunct 91 gelien. 
wohl aber gleichweit von 93 i abstehen; daher kann G m selbst 
nie Tangente der Curve in einem Doppelpuncte sein. Und liegt 
ferner ein Riickkehrpunct in (?„, so muss die Riickkehrtan- 
gente entweder auf G„ fallen oder durch 931- gehen, wo sie dann 
im letzteren Falle als zweifache (oder im weiteren Sinne als 
funffache) Asymptote anzusehen ist. 

III. Zieht man durch den Mittelpunct 91 der Curve C" 1 irgend eine 
unbeg'ronzte Gerade, einen Durchmesser S, so liegen in ilun Paare Ge- 
genpuncte q und q { oder Sehnen qq 1 , und die Tangenten in jedem 
dieser Punctepaare sind parallel, und zwar hat jedes Tangentenpaar im 
Allgemeinen eine besondere Richtung, so dass, wenn man diese Rieh- 
tungen der Tangenten, wie beim Kegelschnitt, dem Durchmesser S (oder 
den respectiven Sehnen qq t ) „conjugirt“ nennen wollte, alsdann zu dem- 
selben Durchmesser verschiedene conjugirtc Richtungen gehdrten. Eben- 
so wiirden umgekehrt zu jeder bestimmten Richtung der Tangenten auch ■ 
mehrere conjugirte Durchmesser gehoren; denn nach jeder gegebenen Rich- 
tung R, d. h. mit irgend einer gegebenen Geraden R parallel, sind im 
Allgemeinen m(m— 1) Tangenten moglich, deren Beriihrungspuncte noth- 
wendig paarweise Gegenpunete oder Endpuncte von Sehnen qq, sein miissen, 
so dass also einer und derselben Richtung R in dieser Hinsicht 
verschiedene Durchmesser S (oder Selmen qqj conjugirt sind. In diesem 
Sinne kann man also sagen: „Zu jedem Durchmesser S gehoren tyn 


fiber darauf beziigliche Eigenschaften allgemeiner Gurven. 


515 


conjugirte Richtungen R, und zu jedex Richtung R gehoren 
fyn(m — 1) conjugirte Durchmesser S oder Sehnen 2 , g' I -“ s1 ') 

Nun liegen ferner die m(m — 1) Beriihrungspuncte jedes Systems pa- 
ralleler Tangenten bekanntlich in einer neuen Curve C m ~ 1 , welche die 
erste Pol are des nach der Richtung der Tangenten im Unendlichen, in 
gedachten Poles P x heisst; und da die Beriihrungspuncte paarweise 
Gegenpuncte oder die Endpuncte von fym(m — 1) Sehnen qq 1 sind, so 
muss cliese Curve ebenfalls den Punct 9ft zum Mittelpunct haben. Gleicher- 
weise miissen die zweite, dritte, . . . (m — l) te Polare desselben Poles P m 
in Bezug auf die gegebene Curve C m , welche nach der Reihe C'" 1-3 , 
C m ~ s , ... C'\ C 1 sind, den namlichen Punct 9ft zum Mittelpunct haben, 
wobei die letzte, C' 1 , eine durch 9ft gehende Gerade, ein Durchmesser von 
jeder der tibrigen Polaren, sowie von C m . ist. Also: 

„Hat eine Curve C m einen Mittelpunct 9ft, so haben aucli 
alle successiven Polaren C m ~\ <S' m-2 , C m ~ 3 , ... G 2 , G l jedes un- 
endlich entfernten Poles P x Mittelpuncte, und zwar sind sie 
alle mit der Basis C m concentrisch.“ 

„Wird die Richtung R der Tangenten auf jede mogliche 
Weise geiindert, oder lasst man den Pol P die Gerade Gr m 
durchlaufen, so haben die zugehorigen ersten Polaren den. 
Mittelpunct 9ft gemein und bilden zudem einen Curvenbiischel 
jB(C'” _1 ) mit (m — l) 2 Grundpuncten p und p x *) **) welche paar- 
weise Gegenpuncte oder Endpuncte von \(m— l) 2 Sehnen pp l 
sind (vergl. §3). Die Curven dieses Biischels haben im 
Ganzen 3(m— 2) 3 Doppelpuncte p 2 , welche paarweise einzclnen 
Curven C m ~ l angehoren und Gegenpuncte sind; nur wenn ein 
in 9ft oder in £„ lie gt, kann er vereinzelt dastehon. In & a 
liegen 2(m— -2) Doppelpuncte daher ist die Zahl jencr 
Paare (oder die Zahl der Curven G m_1 , welche 2 p 2 haben) 
gleich %(m — 2)(3m — 8).“ Werden hierbei die zwei Zahlformen von m be- 
rucksichtigt, m = 2jx und m = 2v— 1, so hat man statt des jS(G' ,1_1 ) 


*) Hierbei entsteht die doppelte Frage : 

„Welche Relation findet einerseits zwischen den conjugirton 
Richtungen R zu jedein Durchmesser &, und andererseits zwischen den 
bn (?n — 1) conjugirten Durchmessern S zu jeder Richtung R statt?“ 

**) Diese (m— l) 2 Puncte sind als die erste Polar-Enveloppe der Geraden G w in 
Bezug auf die gegebene Curve anzusehen (vgl. die vorhergehende. Abhandlung). 
Die ubrigen Polar-Enveloppen, die zweite, dritte, ... (m — l) te haben alle den Punct 
iJJl zum Mittelpunct und erscheinen uberhaupt in specieller Form ; so z. B. reducirt sich 
die letzte oder (m — l) te Polar-Enveloppe, die im allgemeinen Falle eine Curve von der 
(m — l)ten Classe und vom 2 (m — 2)ten Grade ist, hierbei auf den blossen Mittelpunct 
90?, indem nach obiger Angabe die letzte Polare, C 1 , stets durch OJi geht. 

33 * 
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Ueber algebraisclie Curven, welche einen Mittelpunct liaben, und 


folgende zwei: ^ und (3) 

Bei (a) geliort der Mittelpunct 3ft mit zu den (m — V? Grund- 
puncten (weil jede C 2 '" -1 durch ihren eigenen Mittelpunct gelit); bei 
(P) dagegen geliort 3ft zu den 3 (to — 2) 2 = 3(2v — 3)' J Doppol- 
puncten p 2 , weil nothwendig eine der Curven, etwa 6';'--', 
durch 3ft gehen und ihn dalier zum p 2 liaben muss (§1). Diose 
besondere Curve C 2 ”- 2 entspriclit derjenigen Richtung R, 
welche durch die Wendetangente der Basis C m — C 2r - 1 im 
Puncte 3ft gegeben ist. In diesem Falle ist die Anzalil der 
Paare Doppelpuncte gleich 2(v— 2)(3v — 4) H—J-, wo der Bruch 
den in 501 liegenden p 2 anzeigt. 

Zu den zuletzt angegebenen Eigenschaften gesellen sich in besmidercn 
Fallen noch andere TJmstande, wie an folgenden eiufaclisten Boispieleu zu 
sehen ist. 

1. Ist die gegebene Curve C m nur eine C'\ so gelion nacli jeder 
Richtung R je 6 Tangenten, deren 6 Beriihrungspuncte in einem mit f' J 
concentrischen Kegelschnitt C‘ 2 liegen und zugleich die Endpuncte dreier 
Durchmesser des letzteren sind. Fur alle Richtungcn R entstehl, cun 
J5(6’ 2 ), die alle mit C* concentrisch sind, und deren 4 Gruudpuncte aus 
zwei Paar Gegenpuncten, etwa p und p^ r und , bestehon und sorait 
die Ecken eines Parallelogramms sind. Die Curven I?(6'“) liaben im 
Ganzen nur 3 Doppelpuncte p 2 , aber koine von ihn on kann bier 2p„ liaben, 
sondern die 3p, gehoren drei verscliiedenon spocicllen C" an, wo von die 
eine, C 2 0 , aus den Diagonalen, pp t und n\ , und jede der zwei antloreii, 
Cl und Q, aus einem Paar Gegenseiten des Parallelogramms bestcht, so 
dass jene ihren p 2 in 331 und jede von diosen ihren p 2 in Cr M zu liegen 
liat. Die C\ entspriclit der Richtung der Wendetangente der Curve C a 
im Puncte 3ft; und von Cl und 6* entspriclit jede der Richtung der zwei 
Gegenseiten, aus welchen die andere bestcht, so dass zwisohen ilmen l!«- 
ciprocitat stattfmdet. 

2. Ist die gegebene Curve eine C\ so gehen nach jeder Richtung 
R je 12 Tangenten, deren 12 Beriihrungspuncte in oilier mit C* cmicwi- 
trischen Curve C* liegen. Die alien Richtungcn R entspreclieiideii (•■■ 
bilden ein B(C a ) mit 9 Grundpuncten, wovon einer 3ft selbst ist, die 8 


iibrigen dagegen 4 Paar Gegenpunctc p und p t odor die Endpuncte v.m 
4 Sehnen pp x sind. Die Curven B(C 2 ) liaben im Ganzen 12 Doppdpunde 
namlich es giebt unter ihnen 4 solche, C 2 , woven jede zwei p„, und 
4 solche, C\, wovon jede nur ein hat. Jede der 46* zerfallt in f \-C\ 
namlich C 1 ist je eine der 4 Sehnen pp l , und C" geht durch die End- 
puncte der je 3 iibrigen Sehnen. Dio cinzelnen Doppelpuncte der If. j 
liegen im Unendlichen, in 
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§ 10 . 

Aus clem Bisherigen ist zu sehen, dass eine hohere Curve 0‘\ welche 
einen Mittelpunct 3Dt hat, offenbar in ihrem ganzen Wesen der Art be- 
schrankt wird, dass sie durcli ‘kerne projectivische Umwandlung aus einer 
allgemeinen Curve gleiclien Grades, etwa 6 Y// /, entstanden sein, noch in 
eine solche ubergehen kann. Denn wird O von irgend einem Puncte P 
des Raumes. aus auf eine beliebige Ebene projicirt, so behalt die neue 
Curve C™ immerhin die folgende, sie modificirende besondere Eigenschaft, 
namlich (§9): 

„Dass es in ihrer Ebene einen solchen Punct 3Ji, giebt, 
durcli welehen 2) ihrer Doppeltangenten % gelien, 

deren m(m— 1) Beriihrungspuncte, b und b x von jeder 5E a , in 
einer neuen Curve liegen; und dass die Beriihrungs- 

puncte der nocli iibrigen, aus $R l an Cf gehenden m einfachen 
Tangenten in einer Geraden G liegen, welche jedc S 2 in dem- 
jenigen Puncte g schneidet, der mit 30^ zu ihren beiden Be- 
rii hrungspuncten b und b 1 harmonisch ist, also g , b, 997^ b x 
vier harmonische Puncte sind; dass ferner jede durcli 501, ge- 
zogene Transversale S, die Curve Cf in solchen Puncte- 
paaren q und q x schneidet, wovon jecles Paar zu 30^! und deni 
Puncte g x , in welchem S x jene Gerade G schneidet, harmonisch 
sind, also je 4 Puncte q y 907^ q 1 ^ g\ harmonisch sind, und dass 
die beiden Tangenten in jeclem Pun etc paar q und q x sich aui 
G schneiden; und dass weiter, wenn man umgekehrt aus irgenci 
einem Puncte P in der Geraden G die wi( m — 1) Tangenten an 
die Curve 6 Y ; n legt, claim deren Beriihrungspuncte paarweisc, 
q und q x , mit W, in Geraden S x liegen, wovon jede von G im 
vierten harmonischen Punct g t geschnitten wird, also q, 9J7 1? 
q und g x harmonisch sind, und dass cndlich die durcli able 
>m(pi — 1) Beriihrungspuncte gehende Curve d. i. die erste 

Polare cles Poles P in Bezug auf die Basis clen Punct W x 
und die Gerade G gleicherweise zum harmonischen Pol und 
zur harmonischen Geraden hat, wie die Basis selbst, und 
dass es sich mit der zweiten, dritten, ... Polaren auch eben- 
so verbal t. C£ 

Auch in Riicksicht der iibrigen obigen Satzo geht das oigentlich. 
Wesentliche der Mittelpuncts- Eigenschaften bei gleicher perspectivischer 
Umwandlung nicht verloren, sondern es stel.it sich nui in clei. neuen 
Eigur in scheinbar allgemeinerer Form dar. So z. B. geht der Satz 
in § 3 verbunden mit § 9 durch solche Umwandlung in folgenden 
iiber: 



518 


Ueber algebraische Curven, welche einen Mittelpunet haben, und 


„Zieht man durch einen Punct 9Jt t 

■ a) p.([x- f-2) — 1, oder (3) v(v-t-l) — 2 
unbegrenzte Gerade S, nach beliebigen Richtungen, schneidet 
dieselben durch eine andere willkurliche Gerade G in Puncten 
g und bestimmt sodann in jeder Geraden irgend oin Paar 
solche Puncte p und p,, die zu g und zugeordnete liarino- 
nische Puncte sind, so gehen durch alle Puncte p und p die 
Curven eines Biischels B(C 2u ) oder B(C 2v ~ i ), welche nebstdein 
noch 

a) 2(p,— 1 oder |3) 2(v— l)(v — 2)-+-l 

andere Puncte q und q l gemein haben, die gleichfalls paar- 
weise in neuen durch 5K, gehenden Geraden S t liegen, welche 
von derselben Geraden G im vierten harmonischon Punct q 
geschnit'ten werden, so dass q, 2ft,, q g 1 harmonisch sind! 
I)abei hat jede Curve des Biischels den Punct 9R, und die 
Gerade G, in gleichem Sinne wie vorjiin, zum harmonischen 
Pol und zur harmonischen Geraden. Im Falle (fd) gehen alle 
Curven 6' 2 "- 1 durch den Punct 9P,, und von jeder liegt ein 
Wendepunct in ihm. in beiden Fallen haben die Curven (als 
B(C m ) aufgefasst) im Ganzen 3(m— 1)* Doppolpuncte p.,, wovon 
2(»i — 1) auf die Gerade G fallen und im Allgemeinen einzeln 
ebenso vielen Curven angehoren, wogegen die iibrigen, zu 
tK to — l)(3in. — 5) Paaren, je derselben Curve angehoren, und 
jedes Paar in einer neuen, durch 9)1, gehenden Geraden S, 
liegt, welch'e gleicherweise von der Geraden G im vierten 
harmonischen Punct geschnitten wird. Im Falle (a) hat eine 
der Curven C 2 ^ den Punct 9P, zum Doppelpunct p 3 .“ 

Aus der tief eingreifenden Wirkung des Mittelpunctes im vorstehenden 
ersten Satze erkennt man, dass ausser der Curve zweiten Grades C 3 nur 
noch die Curve dritten Grades C 3 durch ihn koine ilir freies Wescn sto- 
rende Modification erleidet, da sie keine eigentlichen Doppeltangenten hat. 
Und in der That lcann auch jede gegebene Curve C\ durch Projection in 
eine solche andere Curve 6'* umgewandelt werden, welche einen Mittel- 
punct 9Tc hat, und zwar im Allgemeinen auf mehrfache Art, wie aus Fol- 
gendem erliellen wird. 

§ ii. 

1st 9ft, ein Wendepunct, gleich to, einer beliebigen Curve 6'f , so zerliiilt 
seine eiste I olare bekanntlich in die zugehorige Wendetangente 2B und 
in eine bestimmte andere Gerade If; niimlich von den 6 Tangonten, 
welche von einem beliebigen Puncte aus an die Curve gehen, fallen him’ 

3 auf B, und ihre 3 Beriihrungspuncte liegen also auch in 23, daher 
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iiber clarauf beziigliehe Eigeiiscimfteri allgem einer Gurven. 

mussen die Beruhrungspuncte der B iibrigen Tangenten ebenfalls in einei 
Geraden E liegen, welche mit 28 zusammen die erste Polare des Punctes 
to in Bezug auf Cf ■ vorstellt. Diese Gerade II hat ferner die Eigenscliaft: 
„dass sie jede durch to gezogene Transversal© S in dem- 
jenigen Puncte h schneidet, der zu den 3 Puncten p, to, ft, m 
welchem S von der Curve 6', 3 geschnitten wird, der vierte 
(stets dem to zugeordnete) liarmonisohe Punct ist.“ Demgemass 
soil die Gerade II die „ Harmonise he “ des Wendepunctes to (dessen 
halbe Polare sie ist) genannt werden. 

Diese Eigenscliaft enthalt das eigentliche Wesen des Mittelpunctes. 
Demi wird die Curve C\ auf eine andere Ebene so projicirt, dass die 
Harmonische E ins Unendliche gelit, d. h. dass ilir in der neuen Ebene 
die unendlich entfernto Gerade G m ontspriclit, so ist die Projection des 
Punctes to (331,) der Mittelpunot W der neuen- Curve C\ 

Demnach kann die Curve 6j 3 auf melirfache Art so projicirt werden, 
dass die neue Curve C 3 einen Mittelpunot 30 l crhalt, namlicli jeder to von 
jener kann in 2E von dieser iibergehen. Und so mit ist eine Curve 
' c 3 , welche einen Mittelpunot 931 hat, nur eine solche, be i 
welcher die Harmonische II eines ihrer Wendepuncte im Un- 
cndlichen lie gt, gleicli ist. 

Hiernach fmden bei der beliebigen Curve Cf in Riicksiclit jedes 
Wendepunctes to und der zugehorigen Ilarmonischen II analog© Satze statt, 

wie oben (§ 9, HI, 1) und (§ 10), z. B. 

, Zieht man 'durch einen Wendepunct to dor beliebigen 
Curve Cf irgend eine Transversal© S, so schneidet sie die 
Curve in zwei solchen Puncten q und q,, deren zugehorigc 
Tangenten oinander in irgend einem Puncte P auf der Har- 
monischen II von to treffen; auch schneiden die beiden Tan- 
genten die Curve in zwei neuen Puncten r und welche mit 
to in einer neuen Geraden 5, liegen.“ Und umgekelirt: „ Werden 
bei einer beliebigen Curve Cf aus irgend einem I uncte I in 
der Harmonischen E eines ihrer Wendepuncte to die 6 Tan- 
genten an die Curve gezogen, so liegen deren 6 Beruhrungs- 
puncte paarweise, q und Sl , in drei durch to gehenden Geraden 
qq i: und die durch alle 6 Beruhrungspuncte gehende Polare 
(j 2 hat den Punct to uitd die Gerade E zu Pol und Polare; und 
ferner: die 6 Tangenten schneiden die Curve in neuen 6 Puncten, 
welche ebenso paarweise (r und rj in drei durch to gehenden 
Geraden und zudem alle 6 in einer Curve Cf liegen, die 
gleichfalls to und E zu Pol und Polare hat, und die sich nut 
fener Polare 6' 2 in zwei Puncten beriilirt. Ist P insbesondere 
der ge meins chaftlic he Schnittpunct von 3 solchen Harmoni- 
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sclien B,. deren zugehorige 3to in einer Geraden liegen, so 
miissen die Beruhrungspuncte der aus P an die Curve’ ge- 
legten 6Tangenten auch dreimal paarweise -in drei Geraden 
m Hegen, welche beziehlich durch die 3to gehen; ebenso die 
6 Puncte r und r } , in welchen die 6 Tangenten die Curve 
schneiden.“ U. s. w. 

Von den 9 Wendepuncten to einer beliebigen Curve C f sincl im All- 
gemeinen 3 reell und 6 imaginar; ebenso verhalt es sich mit den zu»e- 
horigen 9 Harmonischen II, sowie auch mit den 9 Wendetangenten jffi. 
Es ist von Interesse, das gegenseitige Verhalten dieser Elements in fol- 
genden besonderen Fallen naher zu betrachten. 

Wenn die Curve C, 3 einen Doppelpunct p 2 hat, so kann er unter drei 
verschiedenen Formen erscheinen, namlich erstens als Schnitt zweier 
reellen Zweige, so dass ihm zwei reelle Tangenten, etwa £} und <& zu . 
gehoren; zwei tens als Riickkehrpunct r, der aus dem vorigen dadurch 
entsteht, dass die Schleife der Curve sich bis auf den Punct p„ zusammen- 
zieht, wobei da,nn die Tangenten & und <S in die Ruckkehrtangente 31 
zusammenfallen ; drittens als sogenannter isolirter oder conjugirter Punct 
, durch den kern reeller Zweig mehr geht und dem daher auch keine 
reellen, eigentlichen Tangenten zugehorcn. Demgemass ist nun auch das 
Verhalten der vorgenannten Elemente verschieden. 

I. Hat die Curve 6' 3 einen p a mit zwei zugehorigen reellen Tan- 
genten D und @, so fallen von den 9 Wendepuncten 6 in p„, woven 
4 imaginar und 2, die q und 8 heissen mogen, reell sind. Von diesen 
zwei reellen Wendepuncten q und 8, in p.,, sind jene Tangenten Q mid 
® als C H° zugehorigen Wendetangenten, sowie verwechsolt zugleich als 
die zugehorigen Harmonischen (II) anzusehen, so dass also die Wendo- 
tangenten und Harmonischen zu diesen zwei Puncten verwechselt auf ein- 
ander fallen. Von den noch iibrigen 3 Wendepuncten, die nicht in liegen, 
sind zwei imaginar, ito, und einer reel], to. Die aus p 2 durch diesen 
reellen to gezogene Geracle heisse W. Von den aus to an die Curve ge- 
henden drei Tangenten, durch deren Beruhrungspuncte die Harmonische 
II bestimmt wird, fallen hier zwei auf die Gerade W, und ihre zwei 
Beruhrungspuncte miissen als in p 2 liegend gedacht werclen, die dritte, 
eigentliche Tangonto heisse Q und ihr Beriihrungspunct b, so ist also 
die Gerade p 2 Z> die Harmonische II von to; und folglich gehen alio 
drei reellen Harmonischen, £}, @ und H, durch p 2 (ebenso auch die 
imaginaren). 

Welche Modification hierbei die vorstehenden Siitze erleiden, ist leiclit 
znsehen. Ein neu hinzutretendor Umstand ist der: „Dass die Geraden 
W und H zu den Tangenten £) und @ harmonisch sind, cl. h. 
dass W, @, II vier harmonische Strahlen sind.“ Auch’fmdet 
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dabei ein umfassenderer Satz statt, der sich aus anderen Betrachtungen 
ergiebt, namlich: 

„Zieht man aus dem Doppelpunct p 2 irgend zwei zu £1 
und @ zugeordnete harmonische Stralilen W x und I1 1 , welclie 
die Curve Cf in zwei neuen Puncten, etwa to, und b x , schneiden 
werden, so ist der Ort der diese Puncte verbindenden Geraden 
tojij eine Curve U 2 , welche insbesondere sowolil dieTangenten 
und @ als auch die vorgenannte Tangente § (oder toJ) be- 
riilirt.“ 

II. Hat die Curve 6’, 3 einen Riickkehrpunct r, so sind 8 Wende- 
puncte als in ihm liegend zu denken (zu den 6 vorigen gesellen sich noch 
die genannten zwei *to); von denselben sind 6 imaginar und 2 reell, und 
zwar haben die letzteren, da sie von den vorigen Puncten q und % her- 
kommen, die Eiickkehrtangente 3t sowohl zur gemeinsamen Harmonischen 
als zur gemeinsamen Wendetangente (weil £1 und @ sich in 91 vereinigt 
haben), so dass sie also durch diese ihnen zugehorigen Elemente nicht 
mehr zu unterscheiden sind, nur etwa noch dadurch, dass man sie als 
den verschiedenen Zweigen der Curve angehorend auffasst; in manchem 
Betracht sind sie daher. ,nur als ein Punct zu achten. Der neunte und 
eigentliche Wendepunct ist der vorige reelle, in, aber die vorhin aus ihm 
an die Curve gehende Tangente £ (=&>£) fallt hier auch noch auf die 
Gerade W (= rin), so dass jetzt alle 3 Tangcnten, durch deren Beriihrungs- 
puncte die Harmonische Ii von to geht, in W und ihre droi Boriihruiigs- 
puncte in x vereinigt sind, allein wenn nun auch hiedurch die H nicht 
mehr bestimmt wird, so folgt doch andererseits aus ihrer harmonischen 
Lage, dass sie mit und @ zugleicli in die Ruckkehrtangente 31 iiber- 
gehen muss. Demnach gehen in diesem Falle die drei reellen Harmo- 
nischen' nicht allein alle durch den Riickkehrpunct r, sondern sie fallen 
alle drei in die Ruckkehrtangente 3t zusammen. 

Aus den obigen Siitzen ergeben sich hier folgende specielle Satzo: 

„Jede durch den Wendepunct to gezogone Gerade S wird 
von der Curve C' 3 und deren Ruckkehrtangente 31 in 4 harmo- 
nischen Puncten geschnitten; d. h. wird S von G 1 , 3 in den 
Puncten q, to, q 1 und von 3t im Puncte r geschnitten, so sind 
immer q, to, q x , r vier harmonische Puncte." „Die in den 
beiden Puncten q und q l an die Curve gclogten Tangenten 
treffen sich allemal in irgend einem Puncte P auf der Ruck- 
kehrtangente 3t; und umgekehrt: werden aus irgend einem 
Puncte P der Ruckkehrtangente 3t die zwei nicht auf 3t fal- 
lenden Tangenten an die Curve gelegt, so liegen ihre Be- 
rtihrungspuncte q und q x stets in einer durch den Wendepunct 
to gehenden Geraden S. u Und ferner: „Zieht man durch den 
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Riickkehrpunct r irgend zwei zu 31 und W zugeordnete har- 
monische Strahlen Q und Q„ so schneiden diose die Curve in 
zwei neuen Puncten q und q 1 , welche jedesmal mitdemWende 
punct to in einer Geraden 8 liegen. “ — „Wenn ferner die durch 
W gazogene Transversale S insbesondere dor Rxickkehrtan 
gente 31 parallel ist, so stehen die Schnitte q und g l e i c]l 
weit .von In ab; und wenn S mit einer der drei Asymptoten 
dei Curve parallel ist, so liegt einer der beiden Puncte q 
und q lt er heisse fxir einen Augenblick q 0 , inderMitte zwiscken 
ft) und r; und daher aucli umgekehrt: zieht man durch die 
Mitte der Geraden W (==«») eine Gerade Q 0 parallel zu 3i, 80 
schneidet sie die Curve in 3 Puncten q 0 , und die aus In durch 
dieselben gezogenen 3 Geraden toq 0 sind den drei Asymptoten 
parallel, und die in den Puncten q 0 an die Curve gelegtcn 
1 angenten treffen sich mit den respectiven Asymptoten an I' 
der Rxickkehrtan gente 3t“ * 1 

III. Hat die Curve C'f einen isolirten Punct u 2 , so sind in dem- 
selben 6 imaginare Wendepuncte zu denken, die ubrigen drei Wende- 
puncte in sind reell und liegen in einer Geraden. Yon den aus jetlem 
clieser drei reellen in an die Curve zu legenden 3 Tangenten fallen, xvie 
oben (I.), zwei auf die Gerade J»ir s = W, so dass ihre beiden Beriihruugs- 
puncte in ir 2 liegen; die dritte Tangento heisse, wie dort, £ und ihrBe- 
lxihiungspunct b , so ist also die Gerade clie .Haimonischc 11 zu in 
xxnd folglich gehen auch hier die Harmonischon II der 3 reellen Weiule- 
puncte in alle drei durch den Doppelpunct ir 2 . Auch lindet hierbei ein 
analoger Umstand statt, wie bei (1.), namlich: 

„Die drei Paar Geraden W und 11 (aus dem Doppelpunct 
tt durch die Wendepuncte in und durch die Berxihrungspunctc 
b der aus m gelegten Tangenten 11 gozogon) sind 3 Paar con- 
jugate Strahlen eines elliptischen Strahlsystems odor bilden 
elliptische Involution. Construirt man irgend ein andores 
Paar conjugirter Strahlen dessolben Strahlsystems, etwa IP, 
und M 1 , so schneiden sie die Curve in zwei n e xx e n Puncten in 
und Jj, und der Ort der sie verbindenden Geraden m,/;, ist 
cine Curve C\ welche notlxwendig auch jene drei Tangenten 
$ beruhrt.® „Hier liegt tc 2 innerhalb der Curve 6' 2 ; bei (I.) 
liegt j> 3 ausserhal b derselben, und bei (II.) .rodueirt sich dic- 
selbe auf den Riickkehrpunct r.“ 

Uebrigens haben die 3 Paar Geraden W und 11 eine nocli innigere 
Beziehxmg zu einander; namlich jede Gerade 11 ist vierte harmonische 
zu den 3 Geraden W, und umgekehrt jede Gerade W ist vierte lmnno- 
nische zu den 3 11. Dies Verhalten kann, wie folgt, klar gcmaeht warden. 
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Soli zu drei (lurch einen Punct gehenden, gegebenen Geraden a, b, c eine 
vierte harmonische Gerade bestimmt werden, so sind 3 Losungen moglich, 
indem sowolil abac, als abc$, als aybc harmonisch sein kojinen; und werden 
sodann die drei neuen Geraden a, (3, y als gegeben angesehen, so sind 
umgekehrt jene ersteren Geraden a, b, c die ihnen entsprechenden vierten 
Harmonischen , so dass also zugleich auch a$ay , a $yb, acfiy harmonisch 
sind. Dabei ist, wie man sieht, jedes Paar conjugirter Geraden, wie etwa 
a und a, sowolil zu b und c, als auch zu (3 und y harmonisch. Diese 
namliche Beziehung haben nun auch die 3 Paar Geraden W und 11, wenn 
man die 3 IF als a, b, c und die 3 II als a, [3, y ansieht. Wenn ins- 
besondere zwei Paar conjugirter Geraden unter sich rechtwinklig sind, wenn 
etwa (ad) und (6j3) rechte Winkel sind, so ist auch (cy) ein rechter Winkel, 
und alsdann bilclen je zwei nach der Reihe aybacfi a auf einander folgende 
Geraden einen Winkel von 30°. Dabei ist das genannte Strahlsystem ein 
rechtwinkliges, so dass jeder Winkel (W y Il^) ein rechter ist. Ein 
Theil des obigen Satzes ist bereits von Mobius in seiner Abhandlung 
„ iiber Linien dritter Ordnung“ bewiesen worden; ich bin jedoch nicht 
erst dadurch zu dem Satze gelangt. 

Soli nun in Riicksicht auf die vorstehenden drei besonderen Falle 
I., II. und III. die jedesmalige gegebene Curve G'f durch Projection in 
eine sole he anclere Curve 6 f 0 3 umgewandelt werden, welche einen (reellen) 
Mittelpunct 2ft hat, so kann C\ auf folgende Weise projicirt werden. 

A. Bei I. auf zwei wesentliehe verschieclene Arten, namlich ent- 
weder 

a) so, dass die Harmonische II des reellen Wendepunctes in in die 
Gerade und dadurch in in 2ft iibergeht, wobei also auch der Doppel- 
punct p® der neuen Curve in G m zu liegen kommt, und daher die Tan- 
genten £3- und @ in zwei parallele, gleich weit von 2ft abstehende Asymp- 
toten Q 0 und ® 0 iibergehen, sowie |) in die dritte, durch 2ft selbst 
gehende Asymptote iibergeht ; oder 

[3) so, dass die Tangente £3 (oder @) in G w und dainit ihr Beruh- 
rungspunct Cf in 2ft iibergeht, mithin auch 2ft in G crj liegt und 2ft co heissen 
mag, wobei @ in die einzige sichtbare Asymptote @ 0 der neuen Curve 
iibergeht, indem die beiden anderen auf fallen, wobei die 3 Ge- 
raden @ 0 , W Q: I1 q parallel werden, ® 0 in der Mitte zwischen den beiden 
anderen liegt und daher durch die Mitte der Tangente 1I Q — to Q b 0 geht. 

B. Bei II. kann nur so projicirt werden, dass die Riickkehrtangente 
3ft in Grc iibergeht, aber dadurch gehen der Wendepunct it) und der Riick- 
kehrpunct r, wofern man die im letzteren vereinten zwei reellen Wende- 
puncte q und % nur fiir einen achtet, zumal in Mittelpuncte der neuen 
Curve 6' 0 3 iiber, so dass diese also zwei Mittelpuncte hat, wovon der eine, 
2ft, ihr eigentlicher Wendepunct tt) 0 , der andere, 2ftco, ihr im Unendlichen 
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liegender Riickkehrpunct r 0 ist. Hier hat die Curve 6' 3 keino cigontliche 
Asymptote, sondern alle drei Asymptoten fallen auf 

C. Bei III., kann dreifach, aber auf gleichbedoutende Art projicirl. f 
werden, namlich so, dass je eine der drei Harmonischen II in G, und 
der ihr zugehorige Wendepunct to in 2ft iibergeht; dabci komrnt also der [ 

Doppelpunct tt° 2 der neuen Curve G' 0 3 jodesmal in G„ zu liogon, und die I 

dem jedesmaligen to zugehorige Tangente fp geht in die cinzigc radio 
und eigentliche Asymptote § 0 der Curve 6' 0 3 fiber. 

Aus diesem Verhalten der besonderen Elemonte sind zu nachheriger 
Benutzung noch folgende zwei Satze hervorzulieben : 

1°. „Soll eine Curve C 3 einen Mittelpunct und zugleieli 
auch einen (aber nur einen ) Doppelpunct haben, so muss der 
letztere nothwendig im Unendlichen, auf <?«, , liegen, daliei 
kann er aber, je nach Umstiinden, entweder p a , odor r, odor 
7r 2 sein.“ 

2°. „Hat eine Curve C' 3 einen im Unendlichen liogenden 
Mittelpunct, 2ft», so ist derselbc nothwendig zugleieli eiu 
Doppelpunct und zwar ein Doppelpunct erstcr Art, p„ (I.), oder 
insbesondere ein Riickkehrpunct, r (II.), und so ist; die Gerade 
G m nothwendig Tangente in demselben (also £} odor ( „l er 
insbesondere 3i).“ ’ 


Die ebon betrachteten Eigenschaften besonderor Curvcn dritten Grade* 
gewahren eine Erganzung der Satze in §7, sowie weitero Foloenuwru 
aus denselben. 

Da in Riicksicht derjenigen Schaar Curven driffen Grades, ,S(r :: \ 
welche durch gegebene 6 Puncto p gehon und Mittelpuncte 5ft haben, der 
Ort dieser Mittelpuncte eine Curve fiinfton Grades W ist (§7, 1)’ die 
im Allgemeinen fiinf Puncte Mm Unendlichen, auf , hat, so' foW/das* 
sich unter der£(C' 3 ) fiinf solche C 3 befinden, welche jeno unendlieh eul- 
fernten Puncte beziehlich zu Mittelpuncten (SR.) und’ somit zugleieli zu 
Doppelpuncten p 2 (oder insbesondere r) haben und in (lunselbonT von der 
Geraden ^ bcriihrt werden (§ 11, 2°.). Ausser diosen DC'J giebt es unter 
der 6(6) kerne, welche nur einen Doppelpunct hat, wohl aber belinden 
sicli unter denseiben 36 solche, woven jede zwel Doppelpuncte hat, indemsie 
aus 6 +6 besteht, was bereits obon (§ 7, 1.) nachgcwiesen werden. Als«- 

„ Unter der Schaar Curven C\ welche durch gegebene 
6 Puncte p gehen und Mittelpuncte 3ft haben, giobl es im AID 
gemeinen funf solche, C 3 , deren Mittelpuncte (5ft,) j,n I n- 
endhehen liegen, daher zugloich Doppelpuncte p„ (oder r) 
smd und die Gerade ^ zur zugehdrigen Tangent/ ha Ul 
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Die $(6 Y3 ) haben im Ganzen 77 Doppelpuncte; jedoch giebt es 
bloss die genanten 5 C 3 , wovon jede nur einen Doppelpunct 
bat, dagegen 36 solche, wovon jede in C 2 -+-C 1 zerfallt und 
daher zwei Doppelpuncte hat." 

Durch Projection folgt: 

„Soll eine beliebige Curve 6 Y3 durch gegebene 6 Puncte 
p gelien und eine gegebene Gerade H zur Harmonischen eines 
ihrer Wendepuncte ft) haben, so ist der Ort dieses in eine 
Curve fiinften Grades, 907 5 , welche durch die 6 p, sowie durch 
51 andere, leicht construirbare Puncte geht (§7, I.). Unter 
dieser Schaar Curven C z giebt es B6 solche, wovon jede aus 
C 2 -hC 1 besteht und somit zwei Doppelpuncte hat; hingegen 
giebt es nur 5 solche C 3 , wovon jede bloss einen Doppelpunct 
p 2 (oder r) hat, und zwar liegen diese 5 Doppelpuncte in der 
Geraden sind ihre Schnitte mit der Ortscurve 3H 5 , und in 
jedem ist jff Tangente an die zugehorige Curve 6 Y3 .“ Oder man 
kann auch sagen: „Sind 6 Puncte p und eine Gerade H gegeben, 
so giebt es fiinf solche Curven 6 Y3 , welche durch die 6 p gehen 
und die H zur Tangente in einem Doppelpuncte p 2 haben. " 
Hi eraus und aus d em Um stande : „ D a s s die Curve Cl bestimmt ist, 
wenn sie durch gegebene 6 Puncte p gehen und einen gege- 
benen siebenten Punct q zum Doppelpunct, oder wenn sie 
durch gegebene 5 Puncte p gehen, einen gegebenen sechsten 
Punct q zum Doppelpunct .und in diesem eine gegebene Ge- 
rade SD zur Tangente haben soli," konnen weiter folgende Satze ge- 
schlossen werden: 

I. „ S oil eine Curve C 3 durch gegebene- 6 Puncte p gehen 
und einen Doppelpunct p 3 haben, dessen eine Tangente 
durch einen gegebenen siebenten Punct q geht, so ist der Ort 
des D oppelpunctes p 2 eine Curve siebenten Grades, G\ welche 
so wo hi den Punct q als die 6 Puncte p zu Doppelpuncten hat, 
und wobei die eine Tangente jedes Doppelpunctes p auf die 
Gerade pq fallt; — und ferner ist der Ort der anderen Tan- 
gente © des Doppelpunctes p 2 der Curve C 3 eine Curve fiinf- 
undz wanzigster Classe, K 2S “ Yon der Curve G 7 sind viele andere 
specielle Puncte leicht zu construiren. Ferner: „Unter der Schaar 
Curven Cl giebt es im Allgemeinen 18 solche, welche statt 
des Doppelpunctes p 2 einen Riickkehrpunct r haben, dessen 
(Riickkehr-) Tangente 91 also ebenfalls durch den gegebenen 
Punct q geht und die Curve K 25 beriihrt (indem £} und @ in 
vereinigt sind § 11) und zudem auch die Curve G 7 im Puncte 
r beriihrt." Und ferner: 
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Soil eine Curve C 3 durch gegebene 6 Puncte p -hen 
und emeu Doppelpunct p t haben, dessen Tangenten a und @ 
beziehhch durch zwei andere gegebene Puncte q unci $ eelien 
so finden im Allgemeinen 25Losungen statt. ce 

II. »SolI eme Curve C 3 durch gegebene 7'Puncte p gelieii 
und emeu Doppelpunct p 2 haben, so 1st der Ort dieses Doppel- 
punetes erne Curve sechsten Grades, welche die 7 Puncte 
p zuDoppelpuncten hat, und so 1st der gemeinsame Ort seiner 
™ 6D J aQg6nten D Und ® eine Curve achtzehnter Classc 

. » S ° 11 eine Curve C o durch gegebene 7 Puncte p gehen uiul 

einen Doppelpunct p 2 haben, dessen eine Tangente a durch 
einen achten gegebenen Punct q geht, so finden im Allge- 
memen ISLosungen statt.“ 

III. »Soll eine Curve 6' 0 3 durch gegebene 6 Puncte p gehen 
und einen Riickkehrpunct r haben, so ist der Ort des Ietzteren 
eine Curve sechsten Grades, welche jene 6 Puncte p zu Don- 
pelpuncten hat; und so ist der Ort der Riickkehr tangente SR 
eine Curve achtzehnter Classed Daher: 

„Soll eine Curve C 3 durch gegebene 6 Puncte p gehen 
und emeu Riickkehrpunct r haben, dessen Tangente 31 durch 
einen gegebenen siebenten Punct r geht, so giebt es im All- 
gemeinen 18 Losungen. cc 

Hieran schliesse ich noch folgende Aufgabe. 

IV. Wenn behebigo 6 Puncte p gegeben sind, so ist jeder andere 
Punct q der Ebene Doppelpunct einer durch jene 6 Puncte gehenden be- 
stnnmten Curve C 3 . Werden nun die Doppelpuncte nach den zwei Aden 
durch undw 2 unterschieden (§ 11), so kann man fragen: „in welchoii 
I heiien oder Rogionen der Ebene der Punct q liegen miis.se 
daunt er em oder ein w 2 sei?“ Bestehen die Grenzen dieser Re- 
gionen nur allem aus der vorgenannten Curve sechsten Grades (III.)? 


Voikommen der Curyen, welclie Mittelpuncte haben, bei 

Betrachtung allgemeiner Curyen. j. 

Innere Polaren. j 

§ 13 . . 

Durch jeden Punct P in der Ebene eines Kegelschnittes 6' 2 liisst sicli 
lmmer eme, aber im Allgemeinen nur eine solche (reelle oder imaginare) ‘ 

behne aa t aehen, welche durch den Punct P gehSlftet wird. Sobald zwei i 
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solche Sehnen durch denselben Punct P moglich sind, so finden zugleich 
unendliclx viele statt, und dann ist P der Mittelpunct von C 2 . 

Diese Betrachtung kann auch auf die hoheren Curven ausgedehnt 
werden. Zieht man durch einen beliebigen Punct P in der Ebene einer 
gegebenen Curve G m irgend eine Gerade $, so schneidet sie die Curve in 
m Puncten; nun kann man verlangen, die Gerade soli so gezogen werden, 
dass von den m Schnittpuncten irgend zwei, etwa a und a i: gleichweit 
von P abstehen, und zwar auf entgegengesetzten Seiten von P liegen 
(nicht in einem Beriihrungspuncte vereinigt sind). Der Kiirze halber soil jede 
Gerade S, welche ein solclies Paar Sclmittpuncte enthalt, schlechthin eine 
„ Sehne “ und die Puncte a und a x sollen die Endpuncte der Sehne 
heissen; und wenn eine Gerade zugleich zwei Paar solche Sclmittpuncte 
enthalt, etwa a und a x , b und so soil sie „Doppelsehne“ genannt 
und durch S 2 bezeichnet werden; solche S 2 hat also auch zwei Paar End- 
puncte. Gleicherweise konnen insbesondere auch dreifache, vierfache, etc. 
Sehnen vorkommen. 

Ueber die Anzahl aller Sehnen S, welche durch denselben Pol P 
gehen und iiber die Lage ihrer Endpuncte a und a x hat man den fol- 
genden Satz: 

I. 3 ,Durch jeden Punct P in der Ebene einer gegebenen 
Curve C rn gehen im Allgemeinen — 1) Sehnen S, und ihre 

m(m — 1) Endpuncte ( a und a x ) liegen allemal in einer urn einen 
Grad niedrigeren Curve J™*-" 1 , welche nothwendigerweise den 
Pol P zum Mittelpunct hat.“*) 

Die genannten Endpuncte machen gerade die voile Zahl Sclmittpuncte 
beider Curven aus. Findet sich insbesondere, dass durch einen Pol P 
mehr als — 1) Sehnen aS gehen, ja sobald nur eilie Sehne mehr 

durchgeht, so gehen alsdann unendlich viele hindurch, so dass die gege- 
bene Curve C m selbst den Punct P zum Mittelpunct hat. 

Beachtet man von alien durch den Punct P gehenden Geraden nur 

*) Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unter anderen durch folgende geometrische 
Anschauung. Man denke sich die Curve C m in ihrer Ebene um den festen Pol P urn 
180° herumbewegt und bezeichne sie in der neuen Lage durch C™ — Oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, man denlte sich zu C m die ihr in Bezug auf den Punct P sym- 
metrisch gleiche C\ 7 \ so dass C m +Cf als eine Curve C 2m anzusehen sind, welche P 
zum Mittelpunct hat, und wobei also jeder Punct p in C m seinen Gegenpunct p v in Of 
hat und auch umgekehrt, — so haben die Curven C m und C™ parallele Asymptoten, von 
ihren m 2 gegenseitigen Schnittpuncten liegen somit m in der Geraden , daher mussen 
die ubrigen m(m— 1) Schnitte in einer Curve (m — l)ten Grades J m ~ l liegen, und zwar 
mussen sie paarweise Gegenpuncte in Bezug auf P sein (denn ist a ein Schnitt von 
C m und (7p, so muss auch sein Gegenpunct % in beiden Curven zugleich liegen), somit 
mussen diese Schnitte die Endpuncte von fyn(m— 1) Sehnen aa Y der Curve C m (auch 
der Op) sein, und folglich muss die Curve J m "“ 1 .den Pol P zum Mittelpunct haben. 
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diejenigen, T, bei welchen von den m Schnitten mit der Curve (> eben- 
falls zwei gleichweit von P abstehen, aber auf derselben Seite von p 
liegen sollen, also zu einem Beriihrungspunct der Geraden T vereinigt 
sind, so finden bekanntlich m(m— 1) solclie Tangenten T statt, deren 
m(m— 1) Beriihrungspuncte in einer Curve A m ~ 1 liegen, welche die erstc 
Polare des Poles P in Bezug auf die gegebene Curve G m heisst (vgl. die 
vorhergehende Abhandlung). 

Wegen Uebereinstimmung dieser letzten Bedingung mit der vorigen 
soil fortan die obige Curve J m ~ x (wenn aucli in anderer Hinsicht nicht 
ganz passend) die „innere Polare", bingegen die Curve A'"- 1 die 
„aussere“ oder schlechtbin nur die erste Polare des Pols Pin Bezir' 
auf die Basis O genannt werden. Beide Polaren sind also immer von 
gleichem Grad. Ausserdem haben sie uuter anderen folgende wesentliclm 
Beziebung zu einander. 

II. „Die beiden Polaren A m ~ l und P"- 1 jedes Puuctes Pin 
Bezug auf dieselbe gegebene Curve C m baben m~ 1 gegenseitigo 
Schnittpuncte im Unendliclien, auf der Geraden <?«,, dalier 
miissen ibre Asymptoten paarweise parallel und die zu jedem 
Paar gehorigen miissen gleiohzeitig reell odor imaginiir seiir 
und daber miissen ferner die nochiibrigen ( [m — l)(m — 2) Sclxnitte 
beider Polaren in einer Curve vom (m — 2) teu Grad, C ,n ~'\ liegen." 


§14. 

In Riicksicht der inneren Polare sind zunachst verscbiedone besonderc 
Umstiinde zu erortern, welche zum Theil zu interessanten Resultaten fiihren. 
Niimlicb man lcann fragen, welchen Einfluss es auf die Polare P"- 1 babe, 
Oder wie sie sich gegen die Basis C m verhalte, wenn der Pol P in der 
letzteren selbst liegt, oder insbesondore ein siugularer Punct derselben 1st; 
oder ferner, welche Bewandtniss es mit der Polare J"‘~ l babe, wenn die 
Basis von spccieller Form ist, etwa in Theile zerfallt; odor ferner, ob cs 
in der Ebene der Basis solche besondere Pole gebe, fiir welche die innere 
Polare eine eigentbiimlicbe Form erhiilt, in Theile zerfallt; u. s. w. Die 
wesentlicbsten Fiille der Art sollen im Folgendcn kurz angcdcutet werden. 

I. Verhalten der inneren Polare, wenn der Pol P in der Basis C’“ sellist liegt. 

Hierbei sind wieder die beiden Zablformon m — 2p und m = 2v 1 

zu nnterscheiden, so dass man es mit don zwei inneren Polaren 

J*t- 1 und J 2 ''~ s 

zu thun bat, wovon die erstere immer durch ihren eigenen Mittelpnnct oder 
Pol P gelit und aucli sons* uocb sich vorscbiodou von dor anderen verhitll. 
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1. Wenn der Pol P ein beliebiger Punct der Basis C m ist: 
a) so hat J-f~ l die Tangente von (3) so hat J 2 ^ 2 im Puncte Peinen 

C m im Puncte P zur Wendetangente, Doppelpunct, dp. 
wt (§ 9). 

2. WennP insbesondere ein Wendepunct der Basis C m ist: 
a) so hat J 2 ^— 1 die zugehorige (3) so hat J 2r ~~ 2 den P zum dp 

Wendetangente mit der Basis ge- mit zwei wt, wovon die eine auf 
me i n . die wt der Basis fallt. 

3. Wenn P insbesondere ein Doppelpunct der Basis ist: 

a) so hat J 2 *"- 1 in P einen drei- p) so hat J 2v ~ 2 den P wiederum 

fachen wp mit drei wt, von wel- zum dp mit zwei wt, welche auf die 

chen sie fiinfpunctig beruhrt wird beiden Tangenten der Basis fallen. 

(§ 1 ). 

4. Wenn P insbesondere ein Ruckkehrpunct der Basis ist: 
a ) so hat JV- 1 in P einen drei- P) so hat J 2,, ~ 2 in P die rt der 

fachen Wendepunct mit drei Wende- Basis zur doppelten rt und doppelten 
tangenten, so dass sie von jeder der wt, namlich sie beruhrt daselbst die 

letzteren daselbst . fiinfpunctig be- rt der Basis doppelt, mit zwei Zwei- 

riihrt wird, wie vorhin (3). gen, und somit auch sich selbst. 

Ist die gegebene Basis z. B. nur vom vierten Grad, C l , so besteht die in- 
nere Polare J 3 in den beiden Fallen (3. a) und (4. a) aus drei Geraden, 3 J , die 
durch P gehen, namlich aus drei Doppelsehnen aa , oder S 2 , bei denen das 
eine Paar Endpuncte aus den in P vereinigten Puncten b und b t besteht. 
Und dabei hat die aussere Polare A 3 mit der Basis beziehlich den Doppel- 
oder Ruckkehrpunct nebst den zugehorigen Tangenten (Q. und @ bei 3., 
oder bei 4.) gemein. Vermoge des obigen Satzes (§ 13, II.) folgt: 
„Dass die drei Geraden, 3 J\ aus denen die innere Polare be- 
steht, oder die durch P gehenden drei Doppelsehnen S 2 = aa l 
beziehlich den drei Asymptoten, 3 A s , der ausseren Polare A 
parallel sein mussen; und dass umgekehrt, wenn man durch P 
mit einer Asymptote von A 3 eine Gerade S parallel zieht, diese 
von der Basis C l in zwei von P gleich weit abstehenden Puncten 
a und a , geschnitten wird.“ 

5. Wenn endlich P insbesondere ein (m — l)facher Punct 
der Basis C m ist: 

„so besteht sowolil die innere als aussere Polare, J m_1 
sowohl als AL m_I , aus den m — 1 Tangenten der Basis im 
Puncte P.“ 
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II. Verhalten der inneren Polaren, wenn die Basis aus Theilen besteht. 

Die Basis C m kann auf mannigfache Weise in Theile zerfallen, d. h. 
aus zwei oder mehreren Curven niedrigerer Grade oder selbst nur aus Ge- 
raden bestelien, wobei dann der obige Satz (§ 13) immerhin bestelum 
bleibt; was unter anderen zu folgenden speciellen Satzen fiihrt. 

1. Wenn die Basis C m aus on Geraden G besteht: 

„Sind in einer Ebene beliebige on Geraden G gegebon, umi 
zieht man durch irgend einen Pol P z.wischen je zwei Geraden 
diejenige Sehne S oder aa x , welche von P gehiilftet wird, was 
im Ganzen 'tyn(on — 1) Sehnen aa l giebt, so liegen ihro on(on— 1) 
Endpuncte, a und a,, allemal in einer Curve (on — l) ten Grades, 
welche P zum Mittelpunct hat.“ 

2. Wenn die Basis C m aus zwei Curven C a und CP besteht. 
wo a 4- (3 = on: 

„Sind in einer Ebene irgend zwei Curven C a und CP ge- 
geben, und zieht man durch einen beliebigen Pol P die *«(« — 1) 
Sehnen aa 1 in der Curve C a sowie die *-[3(0 — 1) Sehnen bl\ in 
der Curve CP und ferner die. a. [3 Sehnen ah zwischen beiden 
Curven, (d. h. solche Gerade ab, die den einen Endpunct a in 
C a , den anderen b in CP und ihre Mitte in P haben), so liegen 
die Endpuncte aller dieser Sehnen, was zusammen 

a(a — 1)4- 0(0 — l)4-2ot0 = on (on — 1) 

Endpuncte ausmacht, allemal in einer Curve («4-0 — l) 161 ' oiler 
(on — l) ten Grades J"— 1 , welche den Pol P zum Mittelpunct hat ." 

•Darin ist der besondere Satz enthalten: „ II ass durch jedon Punct 
P in der Ebene zweier beliebigen Curven C a und CP im Allge- 
meinen a. [3 solche Sehnen ab moglich sind, welche den einen 
Endpunct in der einen, den anderen in cl er anderen Curve, und 
ihre Mitte in jenem Puncte P haben. “ 

Ferner ist daraus leicht dor folgonde Satz herzuloitcn: 

„Sind in einer Ebene irgend zwei Curven (J“ and <’P ge- 
geben, die einancler in cc.0 Puncten n schneidon, und zieht 
man durch einen beliebigen Pol P die *a(a— 1) Sehnen an, in 
der Curve C“, sowie die *0(0—1) Sehnen. bb y in der Curve CP, 
so liegen die Endpuncte beicler System© Sehnen mil jenen 
Schnittpuncten c, was zusammen 

a(a — 1)4- 0(0 — 1) 4-aP =, on(m — 1) — a 0 

Puncte ausmacht, allemal in einer Curve (a 4-0 — 1)‘*» Grades 
J m ~ l , welche den Pol P zum Mittelpunct hat.“ 
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III. Lage oder Ort des Poles P, wenn die innere Polare in Theile zerfallen soil. 

Dieser Fall fiihrt sclion auf complicirte Untersuchungen , wenn die 
gegebene Basis nur von niedrigem Grade, nur vom dritten oder vierten 
Grad ist, wie aus naclistehenden Betrachtungen erhellen wird. 


§ 15 . 

I. Ist die gegebene Basis nur vom dritten Grad, 6' 3 , also die innere 
Polare jedes Pol^s P ein Kegelschnitt J 2 , so kann dieser moglicherweise 
nur in zwei Geraden zerfallen, und es ist die Frage, ob dieses Zerfallen 
wirklich stattfinden konne, und wo* dabei der Pol P liegen miisse, oder 
welchen Ort er habe? In der That stellt sich heraus, dass dieses Zer- 
fallen auf zwei verschiedene Arten geschehen kann, und demgemass aucli 
zwei verschiedene Oerter vorhanden sind, und zwar, wie folgt: 

„DerOrt des Poles, dessen innere Polare J 2 in zwei Gerade 
zerfallt, besteht aus zwei getrennten Curven, namlich; 

A. aus der gegebenen Basis C 3 selbst, und 

B. aus einer ‘bestimmten Curve zweiten Grades, P 2 , welche 
die zweite Polare der Geraden G^ inBezug auf die Basis C 3 ist 
(vgl. die vorhergehende Abhandlung), oder welche die Enve- 
loppe aller Durchmesser Von G 3 ist.“ — Namlich schneidet man 
die Curve C 3 mit einer beliebigen Transversale © und bestimmt zu den 
drei Schnitten den Schwerpunct d, so liegen alle Schwerpuncte d von je 
einem System paralleler Trans versalen © in einer Geraden D, welche 
Durchmesser der Curve C 3 heisst, und wobei die Richtung der Trans- 
versalen die „conjugirte Richtung* des. Durchmessers genannt werden 
soli. Alle Durchmesser D der Curve C 3 , wozu insbesondere auch ihre 
Asymptoten A s gehoren, beriihren nun den genannten Kegelschnitt E‘\ 
Sind die 3 A s alle reell, so ist P 2 diejenige dem Asymptotendreieck ein- 
geschriebene Ellipse, welche dessen Seiten in ihren Mitten berlihrt; und 
schneiden sich insbesondere die 3 A s in einem Puncte, so reducirt sich P 2 
auf diesen Punct, so dass alle. Durchmesser durch denselben gehen. Ist 
dagegen nur eine A s reell, so ist P 2 im Allgemeinen eine Hyperbel, welche 
diese A s in einem leicht zu construirenden Puncte beriihrt. 

Ueber die beiden Oerter (A.) und (P.) sind die naheren Umstande 
folgende. 

II. 1. Liegt der Pol P in der Basis C 3 selbst (A.), so fallt von den 
ihm zugehorigen drei Sehnen S oder aa v bb^ cc 1 die eine, etwa cc ti auf 
die ihm zugehorige Tangente, wobei ihre Endpuncte c und sich mit P 
vereinigen, daher als in den beiden anderen Sehnen liegend anzusehen 

34 * 
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sind , , etwa c in aa x und c x in bb x , so dass also der Kegelsclinitt J 2 in 
die beiden Selmen aca { und bc x \ ubergeht, die wir zur Unterscheidimix 
durch S x oder auch nach Umstanden durcli S und S x bezeichnen wollon. 
Demnach entspreclien jedem in der Basis liegenden Pol P nur 
zwei eigentliche Selmen S x , die dritte f all t auf die Tangents 
wird unendlich klein, reducirt sich auf ihren Beruhrungspum*( 
P. Denkt man sich nun zu demselben Pol zugleich aucb die aussorc 
Polare A 2 , so folgt (§ IB, II.): 

„Ftir jeden in der Basis C z liegenden Pol sind die ilun 
entsprechenden zwei Sebnen S und S x den Asymptoten seiner 
ausseren Polare J. 2 parallel/* „Daher sind beide Sebnen reel I 
oder imaginar, je nachdem die Polare A 2 Hyperbel oder El- 
lipse is t, und auch umgekehrt; und wenn insbesondere A 2 IV 
rabelist, so fallen die Sehnen $ und S x auf einander, und aueli 
umgekehrt.“ Es giebt im Ganzen nur 6 solcbe besondere Pole 
P, die P 0 heissen sollen, fur welche die Sehnen S und S l in 
eine, ab oder S 0 , zusammenfallen, und womit zugleich die 
Polare A 2 Parabel wird, undzwar sind die 6 Pole P 0 die gegoii- 
seitigen Schnitte der Curven C 3 und E 2 I) Jede der 6 Sehnen 
S 0 hat die Eigenschaft, dass dieVin ihren Endpuncten a, bun 
die Basis G 3 gelegten Tangenten A , B parallel sind. Lieyi 
der Pol P insbesondere in einem Wendepunct \v der Basis, 
so fall t eine der beiden Sehnen 8 und S 1 , e etwa S, auf die Wen- 
detangente 28, und alsdann besteht auch A 2 aus zweiGeraden, 
namlich aus 2B und der Harmonischen II von in (§ 11), und 
is t S^II, d. h., in diesem Falle besteht jede der beiden P- 
laren J 2 und A 2 aus zwei Geraden, wovon zwei auf 2B fallen 
und die beiden anderen, S x und II, parallel sind. 

Die Sehnenpaare S und S x sind insgesammt dem folgenden Geaot/, 
unterworfen: 

»Alle Sehnen S 1 , in welche die innere Polare J 2 zerfalli, 


*) In der vorhergehenden Abhandlung wird gezeigt: „Dass die Curve l ; 
der Ort a Her derjenigen Pole P 1st, fur welche die aussere Pol 
A tJ Parabel wird; und dass uberhaupt die Polare A 2 Hyperbel, K: 
lipse oder Parabel ist, jenachdem der Pol P beziehlich aussr 
halb, innerhalb oder in der Curve E 2 liegt. C£ Dasselbe gilt also aucb IA 
die innere Polare J\ da sie stets mit A 2 ahnlich und ahnlich liegend ist. „K s <n<* : 
im Allgemeinen nur einen bestimmten Pol P, dessen Po laren A 2 und 
Kreise sind." ; ,Liegt der P o 1 P insbesondere im Mittelpuncte der Curv 
E% so sind seine Polaren A 2 und J 2 der E 2 ahnlich, mit ihr ahn l: 
liegend und concentrisch." Das N ah ere hieriiber sehe man unten, Aufgabeu wA 
Satze, welche sich auf die gegenwartige Abhandlung beziehen. 
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wenn der Pol P in der Basis C 3 selbst liegt, Oder was auf das- 
selbe hinauskommt, alle solclie Sehnen oca,, deren Mitten, o, 
in der Basis selbst liegen, beruhren eine bestimmte Curve 
seclister Classe, S', und achtzehnten Grades, G 18 .“ 

IJeber das Yerhalten dieser Curve gegen die Basis und uber and ere 
Eigenschaften derselben mag hier noch Folgendes liinzugefugt werden: 

2. „Die Curve S ; beruhrt die Basis C 3 in ihren 9 Wende- 
puncten to, sowie in ihren 3 unendlich entfernten Puncten a x , 
so dass sie also die 3 Asymptoten A, mit ihr gemem hat; aber 
die S 6 beruhrt jede dieser 3 A s auch noch in einem bestimmten 
anderen Puncte, so dass sie dieselben zu Doppeltangenten hat. 
Da die Basis ebenfalls von der sechsten Classe ist, O A , so 
bestehen die 36 gemeinschaftlichen Tangenten beider Curven 
bio s s aus den 9 Wendetangenten SB und den 3 Asymptoten der 
C 3 , indem jede diesfer 12 Geraden fur 3 gemeinschaftliche lan- 

genten zu zahlen ist.“ . 

3. „Die Curve S\ beruhrt" die oben genannten 6 besonderen 

Sehnen ”s o in ihren Mitten P 0 und schneidet somit daselbst die 
Basis C 3 . Von den 3.18 = 54 gemeinschaftlichen Puncten beider 
Curven kennen wir also bereits 30, namlich die 9to und 3a., 
jeden doppelt gezahlt, und die 6P 0 ; die 24 ubrigen haben die 
Eigenschaft, dass sie die einen Endpuncte a, solcher beson- 
deren Sehnen aca, sind, die @ 0 heissen mogen, bei welchen die 
im anderen Endpuncte a und in der Mitte e an die Basis ge- 
legten Tangenten A und C parallel sind, und welohe die Curve 
S] in den Puncten a, selbst beruhren. Durch die 24 Puncte a, 
konnen Curven achten Grades gehen. 

■ 4. Die 12 gemeinschaftlichen Tangenten der Curven b, 

und E 3 "bestehen: 1) aus den 3 A, der Basis, jede doppelt ge- 
zahlt und 2) aus 6 solchen Sehnen S„ welche zugleich Durch- 
messer der Basis sind; die 6 Mitten c dieser 6 Sehnen liegen 

in irgend einem. Kegelschnitte C ■ 

5. „Die Curve G® hat ferner die Gerade (?„ zur dreifachen 
Tangente, beruhrt sie in 3 Puncten g K . Diese 3 Puncte sind 
dadurch bestimmt, dass sie zu den drei Puncten a. (2.) die 
vierten harmonischen Puncte sind; d. h., wenn man durch irgend 
einen Punct drei Gerade A, B, C den 3A S der C 3 parallel zieht 
und zu denselben die 3 vierten harmonischen Strahlen A,, B„ 
C bestimmt, so dass ABA, C, ABCB„ AC,BC harmomsch sind, 
Oder auch so, wenn man in dem Asymptoten-Dreieek 3U S aus 
den Ecken durch die Mitten der Gegenseiten die 3 Strahlen A„ 
B„ C, zieht, so sind diese Strahlen nach jenen unendlich ent- 


534 


Debar algebraische Curven, welche einen Hittelpunct haben, und 


fernten Beriihrungspuncten g a gerichtet." (Die auf diese Weise con- 
struirten 3 Strahlen sind dann auch beziehlich den Axen der 3 asympto- 
tischen Parabeln parallel, welche die Curve S] in den 3 Puncten fiinf- 
punctig beriihren.) Da die Curve S\ vom achtzehnten Grad ist, so muss 
sie mit der Geraden G x ausser den bereits angegebenen 9 Puncten (den 
doppelt gezahlt, und den 3 a x ) noch 9 andere Puncte, d„, gemein 
haben. Diese Puncte sind dadurch bestimmt, dass die zuge- 
horigen Tangenten oder Asymptoten, ® 0 , der Curve durch die- 
jenigen Puncte, d 0 , der Basis C 3 gehen, in welchen letztere von 
einzelnen ihrer Durchmesser, D 0 , beruhrt wird, und dass die- 
selben die diesen Durchmessern conjugirte Richtung haben (I.). 
Dass es 9 solche Durchmesser D a giebt, erhellt daraus, dass sie gemein- 
schaftliche Tangenten der Curven C 3 und E' 2 sind, welche 12 gemein- 
schaftliche Tangenten haben, aber wovon drei die Asymptoten A s der C 3 
sind. Die 9 Asymptoten 2) 0 sind zugleich solche* eigenthumliche Sehnen 
ad 0 a, (= /SJ, bei welchen die in den Endpuncten a, a x und in der Mitte 
d 0 an die Basis C 3 gelegten drei Tangenten A, A, und D 0 sich in irgend 
einem Puncte Q treffen. Also: „In einer Curve dritten Grades C 3 
giebt es im Allgemeinen 9 solche Transversalen SD 0 , bei welchen 
von den drei Schnitten der eine, d 0 , in der Mitte zwischen den 
beiden anderen, a und a,, liegt, und wobei die zugehorigen drei 
Tangenten in irgend einem Puncte Q zusammentreffen, und wo 
zudem die Tangente D 0 im mittelsten Schnittpuncte d 0 zu- 
gleich ein Durchmesser der Curve ist.“ — Die Bezieliungen, welche 
die Curve S° rficksichtlich der 9 Geraden 2) 0 und der 9 Puncte Q zu 
anderen, mit der Basis C 3 innig zusammenhiingenden Curven hat, werden 
hier ubergangen und sollen bei einer anderen Gelegenheit niiher in Be- 
tracht kommen. 

6. „Durch jeden beliebigen Punct Q gehen im Allgemeinen 
6 Sehnen £, oder aca^ und ihre 6 Mitten c liegen allemal in 
irgend einem Kegelschnitte. Liegt Q in der Basis C 3 selbst, 
so wird diese in demselben von dem Kegelschnitte beruhrt. 11 
Versetzt man Q ins Unendliche, so fallen von den 6 Sehnen S’, drei auf 
<?«' und die drei ubrigen laufen parallel, und -ihre Mitten c liegen in 
dem ihrer Richtung conjugirten Durchmesser D, sind dessen 
Schnitte mit der Basis C 3 . Somit sind von den Tangenten der 
Curve S*, oder von den Sehnen /S, , nur je 3 und 3 parallel, und 
ihre Mitten sind jedesmal die 3 Endpunete des ihrer Richtung 
conjugirten Durchmessers D dor Basis C 3 , und auch umgekohrt. 11 

T. Der Beruhrungspunct s jeder Sehne aca x = S, mit ihrer Orts- 
curve S 3 wird durch folgende einfache Construction gefunden. Man lege 
in ihren Endpuncten a, a t und in ihrer Mitte e an die Basis C 3 die Tan- 
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geaten A, A, und C; ihre Schnitte AA r _ AC, CA 1 mogen beziehlieh p, 
q, q l heissen. In A und A x nehme man die Puncte p und p, so, dass 
q und q 1 die Mitten der Strecken und pp x sind; zielie sodann die 
Gcraden ap, und a,p, nenne ihren Schnitt r, so geht die Gerade pr durch 
den gesucliten Beruhrungspunct s der Sehne aa l . — Hierzu nocli die Be- 
merkung. Die durch die Puncte p und p, gezogene Gerade C l , die 
mit C parallel und mit ihr auf gleicher Seite von p liegt, aber doppelt 
so weit von p abstelit, — schneidet die Sehne aa 1 in demjenigen Puncte 
Sj, welcher mit s zu a und a, harmonisch ist, d. h. asap, sind harmo- 
nisch. Geht C insbesondere durch p, so fallt also C 1 auf C, s, in c, und 
s ontfernt sich ins TJnendliche. 

8. Aus (2.) folgt unter anderen der nachstehende Satz: 

„Denkt man sich in derselben Ebene zwei ahnliche Curven 
dritten Grades, 6’ 3 und Cl, deren homologe Dimensionen sich 
verlxalten, wie 2:1, halt die eine, etwa C\ in ihrer Lage fest, 
so kann die andere auf 24 verschiedene Arten so gelegt 
werden, dass beide Curven direct (nicht symmetrisch) ahnlich 
liogen, einander in irgend einem Paar homologer Puncte m 
und m x und nebstdem noch in irgend zwei nicht homologen 
Puncten n und q 1 beriihren.“ „Durch die 24 Puncte m in der 
Curve C 3 konnen Curven achten Grades gelren; ebenso durch 


die 24 to, in C\.“ ■ ......... 

III. Liegt der Pol P in der Curve E‘‘ (I, B.'), so §ind die llim zu- 

gehorigen drei Sehnen S oder aa x , b\, cc, so beschaffen, dass etwa die 
drei -Endpuncte a, b, c in einer Geraden J , und somit auch die drei an- 
deren a., b i: c L in einer Geraden J, liegen, so dass also unter diesen Um- 
standen die innere Polare J 2 in die zwei Geraden J und J zerfallt, 
welche parallel sind und gleich weit vom Pol P abstehen, und zudem auch 
nroiectiviscli gleich sind, indem ab = aj\ , ac==a x c„ bc=\c x ist. n 
diesem Falle ist die aussere Polare jedesmal eine Parabel, deren Axe mit 
don Geraden J und J x parallel ist (II, 1.). Von den in E hegenden 
Polen zeichnen sich zunachst folgende durch eigenthumliche Lmstande 
aus. 1) Die schon oben genannten 6 Schnitte P 0 der Curven C und E - 
In jodem derselben wird die Sehne cc x unendlich klem, und daher fallen 
die Geraden J und J, zugleich mit den Sehnen aa, und b\ (oder oben 
S und £,) auf einander, auf die dortige Sehne S 0 . 2) Ferner giebt es drei 
seiche besondere Pole, die X, Y, Z heissen mogen, Or seiche (nicht 
alloin die innere sondern) zugleich auch die aussere Polaie A (die la 
rabel) in ein Paar parallel Geraden A und A x zerfallt welche uberdies 
mit den zugehorigen Geraden J und J, parallel sind. Ausser diesen drei 
Puncten X, Y, Z giebt es in der ganzen Ebene kemen anderen Pol, dessen 
iiussere Polare A 2 in zwei parallele Gerade zerfallt. 
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Ueber die gesammten Geraden J, J t hat man folgenden Satz: 

„Alle Paare Gera den J und J x , in welche die innere Polare 
•P zerfallt, wenn der Pol P in der Curve E 2 liegt, beriihren 
eine Curve sechster Classe, J \ und vierzehnten Grades, welche 
die 6 Sehnen S 0 zu Asymptoten und die Gerade G „ zur vier- 
fachen Tangente hat. “ Die Curve J 6 beriihrt jedoch die Ge- 
rade G„ nicht in vier, sondern in nur zwei verschiedenen 
Puncten, a her in jedem doppelt, so dass sie sich in jedem der- 
selben selbst beriihrt, und zwar sind diese zwei Puncte zu- 
gleich die gemeinschaftlichen Puncte der Curve E 2 und der 
Geraden G x , oder die unendlich entfernten Puncte der 
Asymptoten von E\ „Wird durch den Pol P mit den zuge- 
horigen Geraden J und J l eine dritte Gerade, J B , parallel ge- 
zogen, so ist ihr Ort eine Curve dritter Classe J 3 und vierten 
Grades, welche die Gerade G x zur Doppeltangente hat und 
sie in den eben genannten zwei Puncten beriihrt." „Daher 
ist das ganze System der verschiedenen Paare Geraden J und 
J, aueh so beschaffen, dass jeder Punct $ der Ebene im All- 
gemeinen der Mittelpunct eines Kegelschnittes ist, welcher 
irgend drei der genannten Paare beriihrt, und zwar diejenigen 
drei Paare, welche den durch den Punct §p gehenden drei Ge- 
raden J 0 entsprechen. “ 

„Die 36 gemeinschaftlichen Tangenten der Curve J 6 und 
der Basis C 3 bestehen aus 18 Paar zusammengehorigen Ge- 
raden J und </,.“ 

Wenn die Geraden J und J 1 Tangenten der Basis 6' 3 werden, so 
vereinigen sich von den obigen drei Puncten a, h, c in J irgend zwei 
etwa b und c, zu einem Beriihrungspuncte (be) ^oder a . ; ebenso die Puncte 
h i UDcl c i in J i zu einem Beriihrungspuncte facj oder a,; und damit 
fallen die Sehnen b\ und cc x in die Beriihrungssehne aa, zusammen, die 
wir durch und ihre Mitte, oder den zugehorigen Pol P, durch P, be- 
zeichnen wollen. Die begrenzten gleichen Strecken aa — von J und 
J, sollen schlechthin gleiche parallele Tangenten heissen, aber da 
ihie Bichtungen , von a nach a und von a, nach a,, gerade entgegenge- 
setzt sind, so sollen sie ungleichliegend genannt werden. Mit Bezug 
liierauf bedingt der letzte Satz den folgenden: 

„Eine beliebige Curve dritten Grades, C\ hat im Allge- 
meineu 18 Paar paralleler gleicher, aber ungleiehliegender 
Tangenten, aa und a, a,, und die Mitten, P x , der 18 Beriih- 
rungssehnen (=aaj liegen in jenem (oben niiher) bestimm- 
ten Kegelschnitte E*. “ 

„Yon den 86 gemeinschaftlichen Tangenten der Curve J‘ 
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und der obigen Curve S\ (II.) fallen 12 auf die Gerade <?., 

6 ■ andere sind jene besonderen 6 Sehnen S 0 (II, l-)> _ un ^ 1C 
nocli iibrigen 18 bestehen aus 9 Paar zusammengehoriger Ge- 
raden J und J v “ Da die letzteren (als Tangenten der S 6 ,) zugleich 
9 Paar paralleler und projectivisch gleicher Sehnen S, , oder zur Enter- 
sclieidung S i und S\ : sind, so dass J=S 1 = ctbc ;> J 1 = $ l a fi\ c \ ™ 
ab = bc = a 1 b 1 =b 1 c 1 ist, wofern b und \ die mittleren Puncte, also die 
Mitten der Sehnen S, und S\ sind, so hat man weiter, wenn der zuge- 
horige Pol P oder die Mitte der Geraden b &, durch P 1 bezeichnet wird, 
cien folgenden Satz: 

„In der beliebigen Curve C z giebt es im Ganzen 9 Paar 
paralleler gleicher Sehnen S', und S[, und die 9 Mitten P 1 der 
ihre Mitten b und b , verbindenden Geraden bb l liegen in dem 
oft genannnten Kegelschnitte E 2 .“ 

Riicksichtlich der 42 gemeinschaftlichen Puncte der Curven J G und 
6' 3 kann bemerkt werden, dass, wenn etwa a ein solcher Punct und J 
die zugehorige Tangente an J 6 ist, und man sich das zugehorige Paar 
Geraden J und J\ nebst dessen (in Pi 2 liegenden) Pol P denkt, alsdann 
die in den PunctenPund a, an die respectiven Curven E* und 
6’ 8 gelegten Tangenten allemal parallel sind. Daraus schliesst 
man den folgenden Satz: 

„ Denkt man sich die gegebene Curve C 3 in ihrer Ebcno 
urn den Mittelpunct, E, des Kegelschnittes E 2 urn ISO® horuin- 
bewegt und bezeichnet sie in der neuen Lage durch C'l , denkt 
sich ferner einen dem E 2 ahnlichen und ahnlich liegenden 
Kegelschnitt E 3 von doppelt so grossen Dimensionen, dessen 
Mittelpunct PJ, in der Curve G’, 3 liegt, und bewegt dieson 
Kegelschnitt PJ? so, dass wahrend sein Mittelpunct E 1 die 
ganze Curve Cl durchlauft, er stets mit E 3 ahnlich liegend 
ist, oder seine Axen stets sich selbst parallel bleiben, so 
wird die gegebene Curve C 3 im Allgemeinen 42mal von dem 
auf diese Weise bewegten Kegelschnitte E] beriihrt." 

IY. In dem Vorstehenden kamen beilaufig solche einzelne Sehnen 
S , @ 0 und @, vor, bei welchen die Tangenten in ihren Endpuncten an 
die Basis C 3 parallel waren, und zwar kamen 6S’ 0 (II, 1.), 24@ 0 (II, 3.) 
und 18®, (HI.) in Betracht. Fassen wir diese Eigenschaft fur sich auf 
und bezeichnen jede Sehne, welche uberhaupt die Beriihrungspuncto , a 
und a„ irgend zweier parallelen Tangenten, 21 und 21,, der Basis C 3 ver- 
bindet, durch @, so ergeben sich lolgende Resultate : 

„Alle Sehnen @, welche die Beriihrungspuncte je zweier 
parallelen Tangenten der gegebenen Basis C 3 verbinden, be- 
ruhren eine Curve neunter Classe, <S 9 , und (hochstens) sechs- 
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unddreissigsten Grades." Ferner: „Die Curve @ 9 hat 6 drei- 
fache Tangenten, , welche sich paarweise in den oben ge- 
nannten, in der Curve E 2 liegenden drei Puncten X, Y, Z (III.) 
schneiden, und welche nebstdem zu je 3 durch 4 Puncte q, r, s 
und t gehen, so dass sie die 6 Seiten eines vollstandigen 
Yierecks rqst sind. Dieselbe Curve beriihrt auch die 3A S der 
C 3 , und zwar jede im Mittelpuncte derjenigen Hyperbel, welche 
die C 3 in ihrem Beriihrungspuncte a a (II, 2.) mit der jedes- 
maligen A s fiinfpunctig beriihrt." Wird jede Tangente der C 3 , welche 
mit einer ihrer 3 A s parallel ist, durch 2l 0 und ihr Beriihrungspunct durch 
a 0 bezeichnet, so giebt es im Ganzen 129l 0 und 12a 0 . Diese 12 Tan- 
genten 31 0 sind zugleicli besondere Sehnen €> und beruhren 
die Curve @ 9 in den niimlichen Puncten a 0 . Wird ferner jede Tan- 
gente der C 3 , welche mit einer ihrer 92B parallel ist, durch S3 und ihr 
Beriihrungspunct durch b bezeichnet, so giebt es im Ganzen 36 Puncte s 
und somit auch 36 Sehnen tt)h = @, welche die besondere Eigen- 
schaft haben, dass sie die Curve @ 9 gerade in den Puncten » 
beriihren; zudem beruhren auch die 9® selbst, als specielle Sehnen @, 
die Curve <S° in den zugehorigen Puncten in. Hieraus und ausFriiherem 
ergeben sich folgende Bezieliungen der Curve & zu den Curven C 3 und S s : 

„Die Curve @ 9 beriihrt die Basis C 3 in ihren 9 Wende- 
puncten in, sowie in den 12 Puncten a 0 . Die 54 gemeinschaft- 
lichen Tangenten beider Curven bestehen: 1) aus den 9Wen- 
detangenten S3 der C 3 , jede dreifach gezahlt, 2) aus den 
12 Tangenten 2l 0 , jede doppelt gezahlt, und 3) aus den 3 Asymp- 
toten A s der C 3 ; was zusammen 54 ausmacht." 

„Die 54 gemeinscliaftlichen Tangenten der Curven© 9 und 
S- bestehen: 1) aus den 9S3 und 3A S der Basis C 3 , jede doppelt 
gezahlt, 2) aus den obigen 24@ 0 (II, 3.), und 3) aus den 6& 0 (II, L); 
was zusammen 54 betragt." 

Von den gemeinschaftlichen Puncten der Curven @ 9 und C 3 kennen 
wir bereits 78 , namlich die 9ln und 12a 0 , doppelt gezahlt, und die 36n. 
Wofern nun der Grad der Curve & nicht geringer als 36 ist (was ich 
jedoch noch nicht geniigend bewiesen habe), so fehlen noch 30 Puncte; 
jeder derselben ist der dritte Schnitt irgend einer Sehno act, (— ©) mit 
der Basis C 3 und zugleich der Beriihrungspunct dieser Sehne mit der 
Curve @ 9 . Aus der Lage jener 78 Puncte schliesst man, dass durch 
diese 30 Puncte Curven zehnten Grades gehen konnen. 

»Der Beriihrungspunct, etwa §, jeder beliebigen Sehne 
aa, = @ mit ihrer Ortscurve @ 9 ist einfach dadurch bestimmt, 
dass er mit den beiden Kriimmungs-Mittelpuncten, etwa m 
und m,, der Basis C 3 in den Endpuneton a und a, der Sehne 
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in einer Geraden liegt, so dass die Gerade allemal die 

Sehne ach im verlangten Beriihrungspuncte 3 schneidet.“ Daraus 
schliesst man, unter anderen: . 

„Dass es in einer beliebigen Curve dritten Grades 6 im 
Allgemeinen 36Paare paralleler gleicher und gleichliegendei 

Kriimmungsradien giebt.“ _ 

Wird die Mitte jeder Sehne aa : = <& durch SSJi bezeichnet, so folgt 

weiter : 

„Der Ort der Mitten 2ft aller Sehnen welche die Beruh- 
rungspuncte paralleler Tangenten der gegebenen Basis C z 
verbinden, ist eine Curve zwolften Grades, 2Ji 12 , und sechs- 
undneunzigs ter Classe, welche die Basis C z in ihren 9 Wende- 
puncten tn beriihrt, in den 6 Puncten P 0 schneidet und ihie 
d rei unendlich entfernten Punete a w zu vi erf aclien Puncten hat, 
was zusammen die voile Zahl, gleich 36, gemeinschaftliche 
Punete beider Curven ausmacht.“ Die 3mal 4 Asymptoten der 
Curve 5DP 2 , welche beziehlich den 3 A s der C z parallel sind, liegen respective 
in der Mitte zwischen jeder A s und den init ihr parallelen 4 Tangenten 2l 0 . 

„Die Curve 55t 12 sclmeidet die Curve E" in den namlichen 
6 Puncten P 0 und nebstdem in den 18 Puncten P l (III.)* 6 

Wenn man die Mitte 5JK irgend einer Sehne aa x = © als Pol P an- 
nimmt, so bertihrt dessen innere Polare J“ die Basis C z in den End- 
puncten a und a* der Sehne. Fiir keinen anderen Pol konnen sich J u 
und C z beriihren, d. h. sie konnen sich nicht bloss in einenci Punete oder 
nur einmal beriihren, sondern sobald sie sich in irgend einem Punete a 
einfach beriihren, so beriihren sie einander nothwendig noch in einem an- 
deren Punete a 13 und alsdann sind die zugehorigen Beriihrungstangenten, 
21 und2t 15 parallel, die Beruhrungssehne geht durch den jedesmaligen 
Pol P und wird durch ihn gehalftet. Also: . . y 3 

„Der Ort des Poles, dessen innere Polare J 2 die Basis C 3 
beriihren soli, ist die namliche obige Curve zwoften Grades 
5Qft 12 ; dabei beriihren sich die Curven J 2 und C z zugleich in 
zwei Puncten und die zugehorigen beiden Beriihrungstangenten 
sind stets parallels Daraus folgt weiter: _ 

„Dass es in der gegebenen Basis C z keine zwei Sehnen © 
geben kann, welche einander halften; und daher kann auch 
die Curve 2Jt 12 ausser jenen drei vierfachen Puncten keinen 
anderen vielfachen Punct haben.“ 

§ 16 ‘ 

Die im Vorstehenden (§ 15) iiber die allgemeine Curve dritten Grades 
aufgestellten Satze und Eigenschaften erleiden mehr oder weniger erheb- 


II. 


III. 
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hche Modificationen, wenn die Curve von specieller Art ist. Die wesent 
Irohsten besonderen Arten sind etwa folgende: 

I Wenn die Curve C 3 einen Doppelpunct hat; wobei auch noch die 
dreifache Art des Doppelpunctes zu beriicksichtigen ist (S 11). 
Wenn die Curve zwei Doppelpuncte hat oder in einen Ke^el- 
schmtt und eine Gerade zerfallt. b 

Wenn die Curve drei Doppelpuncte hat oder in drei Gerade zerfallt 
41 levvohl diese l alle zu mehreren nicht uninteressanten besonderen Satzen 
fuhren, so muss ich hier doch die nahere Discussion derselben unterlassen. 

§ 17 - 

1st nun ferner die gegebene Basis eine allgemeine Curve vierten Grades 
6 und somit die innere Polare jedes Pols eine Curve dritten Grades ,P 
so kann letztere moglicherweise nur entweder in eine Curve zweiten Grades 
und m erne Gerade oder in drei Gerade zerfallen; und zwar kann dieses 
Zerfallen nur daduroh geschehen, dass von den durch den jedesmaligen 
Pol P gehenden 6 Sehnen S, oder «*,, dd„ ee, und// hi 

zwei auf emander fallen und eine Doppelsehne bilden; denn da alsdann 
durch _ die in P liegenden zwei Paar Endpuncte, etwa a und * b und 
kerne eigenthche Curve gehen kann, so muss sie zerfallen, und 
zwar muss S 2 selbst em Bestandtheil von ihr sein. Der andere Bestand- 
heil geht dann durch die 8 Endpuncte der noch iibrigen 4 Sehnen S und 
ist im Allgemeinen irgend ein Kegelschnitt J\ der den Pol P zum Mittel- 
punct hat welcher jedoch in besonderen Fallen auch selbst noch in 
zwei Gerade zerfallen kann, und zwar auf zwei Arten. Niimlich 1) sobald 
es sich ereignet, dass von den iibrigen 4 Sehnen auch noch ein Paar auf 
emander fallt, so fallt nothwendigerweise auch noch das dritte Paar auf 
emander, so dass dann J i aus drei Doppelsehnen S., besteht; oder 2) kann 
sich ereignen, dass von den Endpuncten der iibrigen 4 Sehnen cc dd 
und .// irgend vier, jedoch von jeder Sehne einer, wie etwa c d « 
und/, m emer Geraden J liegen, so liegen nothwendigerweise die vier 
anderen, c d e, und /„ in einer anderen Geraden J so dass dann J 3 
aus drei Geraden S,, J und J, besteht, wovon die zwei letzteren parallel 
sind und gleich weit vom Pol P abstehen. Demnach kann die innere 
roiare J moghcherweise bestelien: 

A ' Aus d - L aus einem Kegelschnitte J 2 und einer durch 

dessen Mittelpunct P gehenden Geraden oder Doppelsehne S 

a) Aus 36/ d. h. aus drei durch den Pol P gehenden Doppel- 
sehnen S 2 ; oder u 

b) Aus S d. h. aus einer durch den Pol P gehenden 

Doppelsehne & 2 und aus zwei gleich weit von demselben 
abhegenden parallelen Geraden J und J L . 


B. 
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Der Fall (A) kommt am haufigsten vor, wogegen die Falle unter (B.) 
nur fur einzelne bestimmte Pole eintreten. Namlich Fall (B, a): „Es 
giebt im Ganzen nur 9 solche Pole, die P 3 heissen sollen, fur 
welche die innere Polare c7 3 in drei Doppelsehnen S 2 zerfallt, 
und zwar sind dieselben zugleich die der Geraden G^ in Be- 
zug auf die Basis entsprechenden 9 Pole, d. b. sie sind die ge- 
meinschaftlichen Schnittpuncte aller ausseren ersten Polaren 
A 3 in Bezug auf C\ deren Pole in der Geraden liegen. Die 
besonderen einzelnen Pole, fur welche der Fall (B, b) eintritt, sind schwie- 
riger anzngeben, wie man weiter nnten selien wild. 

XJeber den Ort des Poles, dessen innere Polare auf die angegebene 
Weise in Theile zerfallt, und fiber den Ort aller dabei vorkommenden 
Doppelsehnen some fiber andere damit in Beziehung steliende Umstande 
ergeben sich unter anderen folgende Satze und Eigenschaften : 

„Der Ort des Poles P, dessen innere Polare auf die ange- 
gebene Art in Theile zerfallt, ist eine Curve zehnten Grades, 
P 10 , und s e chsun d dreis si gs t e r Classe, welche die genannten 
besonderen 9 Pole P 3 zu dreifachen Puncten hat, die Basis C 
in ihren 4 unendlich entfernten Puncten berfihrt und somit 
deren 4A auch selbst zu Asymptoten hat. K Die noch fibiigen 
32 gemeinschaftlichen Puncte der beiden Curven P und 6 sind solche 
besondere Pole, etwa P°, ffir welche die zugehorige Doppelsehne in 
eine Tangente der Basis C 4 ubergeht, etwa -S", wobei namlich das eine 
Paar Endpuncte, b und b x , sich zum Bertthrungspunct P° vereinigt 
hat. Also: 

„Eine beliebige Curve vierten Grades C i hat im Ganzen 
32 solche Tangenten S", welche von ihr in zwei vom Bertih- 
rnngspunct P° gleich weit abstehenden Puncten a und a , ge- 
schnitten werden.“*) „Durch die 32 Berfihrungspuncte P° 
konnen Curven achten Grades gehen.“ 


*) Dieser Satz stimmt mit demjenigen uberein, welchen Herr Professor Hesse itn 
36. Bande S. 161 des Crelle ' schen Journals zuerst aufgestellt hat; denn beide Satze 
gehen durch Projection in einander fiber; oder beide Satze sind zugleich in dem fol- 
genden Satze enthalten: 

j,Bestimmt man in jeder Tangente einer gegebenen Curve vierten 
Grades C 4 den ihrem Beriihrnngsp nncte inBezng auf ihre zwei Schnitt- 
puncte mit der Curve zugeordneten vierten harmonischen Punct Q, so 
ist dessen Ort eine Curve zweiunddreissigsten Grades, Q 3 “, welche die 
gegebene Curve in ihren 24 Wendepuncten dreipunctig beruhrt (die 
W endetangenten mit ihr gemein hat) und sie in den 56 Beruhrungs- 
puncten ihrer 28 Doppeltangenten schneidet; was zusammen die voile 
Zahl gemeinschaftlicher Puncte beider Curven ausmacht, 24. 3 + 56 = 128.“ 
„I)ie obigen besonderen 32 Tangenten S 2 ° sind den 32 Asymptoten der 
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Von den 10 gemeinschaftlichen Puncten der Curve P 10 und der Ge- 
den G kennen wir erst vier, die 4a„; allein von diesen sowie von 
den ihnen zugehorigen Asymptoten, 4 A„ hangen die noch ubrigen 6 Puncte 
sowie die Richtungen ihrer zugehorigen Asymptoten ab. Bezeichnen wir ; 
ffir einen Augenblick die 4 Puncte «„ durch a, p, y und 8 und die 6 un- 
bekannten Puncte durch m und y und y„ z und g lt so ist jedes Paar 
der letzeren burner zu den in zwei Paare geordneten ersteren zugleicli 

harmonisch, so dass etwa . , n 

und ^*,8; und y&,8; *w*,8 und sfoy 

harmonisch sind. Oder zieht man durch einen beliebigen Punct die 4 Ge- 
raden A, B, C und D den 4 Asymptoten A, parallel, ordnet dioselben 
luf die moglichen drei Arten zu zwei Paaren, namlioh AB und CD, AG 
und BD, AD und BG, und construirt zu diesen andere drei Strahlon- 
mare x’und X, 7 und Y t , Z und Z, so, dass zugleich 
XAX.B und XCX.D; YAY.C und YBY.D; ZAZ,D^ und ZBZ t C \ 
harmonisch sind, so sind diese Stralilen X, X,, Y, Y, , A, X, den unbc- 
kannten 6 Asymptoten der Curve P 10 parallel und somit nacli jouen 
6 Puncten x, x l ; y, y l ; % gericlitet, welche die Curve mit G x gemein 
hat. Von diesen drei Punctepaaren sind imnier zwei Paar 
reell und das dritte imaginar, und dem entspre cheml sind ( 

auch von den 6 Asymptoten 4 reell und 2 imaginar, wol'ern 
namlich jene ersten 4 Asymptoten A s reell sind. 

Die Curve P 10 gelvt ferner insbesondcro auch durch die 
Mitten der 28 Doppeltangenten der Basis C\ 

Was nun weiter die Doppelsehnen, S.,, betrifft, so ist, zwar die Curve 
P 10 der Ort ihrer Mitten, P, aber die Sehnen selbst umhiillen cine andere 
Curve, namlicli: 

Curve Q 32 parallel.® Bei dieser Gelcgcnhcit erlaubo ich loir noch folgtmdu Be- 
merkung. 

Die in der vorhergehenden Abhandlung durch Q bezeichnoto Kerncurve ist 
fiir die Basis C 4 ein bestimmte Curve sechston Grades, Qj, welche durch die 
24 Wendepuncte der Basis G y4 geht. Da nun durch dicsolbon 128 Puncte, welche die 
Curve Q 32 mit C i gemein hat, unendlich viele andere Ourven zwoiunddreissigstcn Grades 
gehen, und da, wenn eine niedrigere Curve Q x , x < 82 , durch 4.r der genanuteu 
128 Puncte geht, dann ebenso durch die noch ubrigen 128 — Ax =r 4(32 — ,r) Ihmete 
unzahlige Ourven (32 — #) tGn Grades, QM—x, gehen koxmeu, so folgt also: n l)ass 
durch die 56 B eruhrungspuncto der 28 Doppeltangenten der Basis C* 
unzahlige Curven vierzehnten Grades, Q 14 , gehen konn en.“ Bonn denkt 
man sich die Kemcurve dreifach (odor nach Rochnungsart: ihro Glcddmng iu den Tu- 
bus erhoben), so ist sie als eine Curve achtzehnton Grades, Q ^ n , anzuseheu, uncials soldte 
geht sie durch die*. 24. 3 oder 4.18 Puncte, welche G :rj und Q A in den 24 Wendepunden 
gemein haben, und folglich konnen durch die 56 Beruhrungspuncte der 28 Doppelhnu 
genten unzahlige Curven Q li gehen. — Auf wie mannichfaltigo W else solche Curve Q }* , selbst 
wieder in Theile zerfallen kann, werde ich an einem geeigneteren Orte lMchweiseu, 
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„Der Ort aller Doppelsehnen $ 2 , welche Bestandtheile der 
zerfallenden inneren Polaren J 3 , oder welche in der gege- 4 
benen Basis iiberhaupt moglich sind, ist eine Curve neunter 
Classe, £ 2 , und vierunddreissigsten Grades, welche die Basis 
in ihren im TJnendlichen liegenden 4 Puncten a vierpunctig 
beriihrt, somit deren 4 A s ebenfalls zu Asymptoten hat, aber 
jede derselben noch in einem bestimmten anderen Puncte 
beriihrt, also dieselben zu Doppeltangenten hat; ferner be. 
riihrt die Curve auch noch die 28 Doppeltangenten der Basis 
und hat die Gerade (?*= zur sechsfachen Tangente, und zwar 
beriihrt sie diese in den namlichen, vorhin naher bestimmten 
6 Puncten a und a 19 y und y 19 z und z^ Namlich denkt man sich 
den Pol P in einem dieser 6 Puncte, etwa in so fallt die ihm zuge- 
horige Doppelsehne S 3 auf die Gerade G„ und beriihrt die Curve im con- 
jugirten Puncte x x , und auch umgekehrt; und ebenso verhalt es sich mit 
den beiden anderen Punctepaaren. . Diese Beruhrungen sind mit den re- 
spectiven Puncten gleichzeitig reell oder imaginar. 

Da die Basis C 4 im Allgemeinen von der zwolften Classe ist, so hat 
sie mit der Curve SI im Ganzen 12.9 = 108 Tangenten gemein, und 
diese bestehen: 1) in den obigen 32 Tangenten 2) in den 28 Doppel- 
tangenten der Basis, jede doppelt gezahlt; und 3) in den 4M 5 , jede fiinf- 
fach gezahlt; was zusammen richtig 32+28.2-1-4.5 = 108 ausmacht. 

Yon den gemeinschaftlichen Puncten der Curve und der Geiaden 
Gn kennen wir bereits 16, namlich die 6 Beriihrungspuncte ^ + y , y h 
z und z v jeder doppelt gezahlt, und die 4 Puncte &«>• Da die Cuive vom 
vierunddreissigsten Grad ist, so fehlen also noch 18 Puncte, welche dutch 
folgende Betrachtung naher bestimmt werden, aus der zugleich noch einige 
andere Eigenschaften hervorgehen. 

Durch jeden gegebenen Punct gehen im Allgemeinen 9 Doppelsehnen 
S r Liegt der Punct in der Basis C 4 selbst, er heisse a, . so ist er ein 
Endpunct von jeder der 9 S 3 , und alsdann liegen die ihm zugeho- 
rigen anderen 9 Endpuncte a x in einer Curve dritten Grades, 

, welche die Basis im Puncte cl dreipunctig beriihit, und 
ebenso liegen die Mitten P der 9 S 2 in einer anderen Cuive 
dritten Grades, P 3 , welche die Basis im Puncte a zweipunctig 
beriihrt. Ist insbesondere der Punct a ein Wendepunkt der Basis, so 
ist er dasselbe auch von jeder der beiden Curven a 3 und P 3 . 
Und ist a einer der obigen 32 Schnittpuncte P° der Curven P 10 und C\ 
so wird die Basis in ihm von der Curve a 3 vierpunctig und von 
der Curve P 3 dreipunctig beriihrt, so dass diese beiden 
Curven einander daselbst auch dreipunctig beruhren. 

Wiewohl durch jeden Punct 9 Doppelsehnen gehen, so sind dieselben 
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doch nur zu 3 und 3 parallel, so dass es nach jeder gegebenen Richtung 
nur je 3»S, giebt, oder mit anderen Worten: durch jeden Pnnct Q m der 
Geraden gehen nur 3 (nicht selbst im Unendlichen liegende) Doppel- 
sehnen S 2 , indem die 6 ubrigen auf die Gerade (?„ selbst fallen. Die 
Mitten, P, je dreier parallelen Doppelsehnen liegen nothwendigerwei.se in 
einem Durchmesser, D, der Basis (A (§ 15, I.) oder, was dasselbe ist, in 
der dritten iiusseren Polare, B, des Punctes Q in Bezug auf die Basis 
und die drei Sehnen S 2 haben die dem Durchmesser D conjugirte 
Richtung. Man denke sich ferner von demselben Puncte Q die °evste 
aussere Polare A 3 in Bezug auf die Basis, so geht diesel be, wie sclion 
bemerkt, durch jene 9 Pole P 3 , welche dreifache Puncte der Curve P 10 
sind, und daher kann sie die letzteren ausserdem nur noch in irgend drei 
Puncten P schneiden, welche (vermoge der Lage der 9P,) nothwendig 
zugleich in irgend einer Geraden liegen miissen. Diese Gerade ist aber 
gerade der genannte Durchmesser B und die drei Schnittpuncte P sind 
gerade die Mitten jener nach Q gerichteten 3 S 2 . Also: 

„Denkt man sich von irgend einem Puncte Q in der Ge- 
raden (? M die erste und dritte aussere Polare in Bezug auf die 
Basis C 3 , A 3 und P, so schneiden sich dieselben in denjenigen 
3 Polen P, deren zugehorige 3 Doppelsehnen S. 2 nach d = em 
namlichen Puncte Q gerichtet sind, oder welche die dem 
Durchmesser B conjugirte Richtung haben.“ Und: „Bewegt 
sich der Punct Q Rings der Geraden so ist der Ort der 

3 Schnitte P seiner ersten und dritten ausseren Polare die 
niimliche Curve zehnten Grades P 10 , welche alle Pole enthiilt, 
deren inhere Polaren <P zerfallen. “ Alle bei dieser Bewegung vor- 
kommenden Polaren A 3 bilden einen Curvenbuschel, B(A 3 ), "mit' den 
9 Grundpuncten P 3 . 

Nun kann sich ereign'en, dass von den genannten Polaren A 3 irgend 
eine die Curve P'° beriihrt, wobei von den 3 Schnittpuncten P zwei sich 
zu einem Beriihrungspuncte, etwa $ 0 , von P’°, A 3 und B vereinigen, 
und wobei also auch die zugohorigen beiden Doppelsehnen S„ in eine, 
etwa <g°, zusammenfallen ; alsdann beriihrt diese Sehne die Curve 
<S 2 9 im entsprechenden Puncte Q oder fur diesen Fall Q 0 und ist somit 
eine Asymptote derselben, sowie Q 0 einer ihrer, oben verlangten, gemein- 
schaftlichen Puncte mit der Geraden ist. Da nun eine Curve P» von 
den Curven eines Buschels i n p(p-+2q— 3) Puncten beriihrt warden 

kann (vgl. die vorhergehende Abhandlung), so miisste da, nach die Curve 
P 10 von dem Biischel Polaren B (A 3 ) in 10(10+2.3— 3) = 130 Puncten 
beriihrt werden. Allein von diesen 130 Puncten werden 108 durch 
jene gemeinschaftlichen 9 Puncte P 3 absorbirt, so dass nur noch 22 frei 
bleiben, unter welchen sich jedoch noch jene bereits bekannten 4 Puncte 
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befinden, so dass es also nur 18 zulassige Beruhrungspuncte 9(S 0 giebt: 
und diesen 18 Puncten 5p 0 entsprechen somit auf der Geraden die 
verlangten 18 Puncte Q 0 , some die zugehorigen 18 Asymptoten der 
Curve P*. Das heisst: Die oben noch fehlenden 18 gemeinschaft- 
lichen Puncte Q 0 der Curve /S® und der Geraden haben die 
Eigenschaft, oder sind dadurch bestimmt, dass die erste und 
dritte Polare eines jeden derselben in Bezug auf die Basis 
sich in irgend einem Puncte beruhren, und dass die jenem 
Puncte zugehorige Asymptote zugleich durch denletzteren 
Punct geht. Dieselbe Eigenscbaft besitzen iibrigens auch jene 4 Puncte 
a jedoch mit dem Unterschiede , dass jeder Q 0 und zugleich ist, 
d. h. dass die erste und dritte Polare eines jeden sich mit der Curve P 10 
in ihm selbst beruhren, ujid zwar ist seine dritte Polare die zugehorige 
Asymptote A s der Basis, so dass also die 4 Asymptoten der Basis zugleich 
specielle Durchmesser derselben sind. Die 18 Asymptoten <S° haben als 
Doppelsehnen die besondere Eigenschaft, dass die in ihren End- 
puncten a unda,, b und b, an die Basis 6' 4 gelegten T angenten- 
Paare A und A i: B und P, sich auf dem zugehorigen Durch- 
messer D schneiden, so class dieser Durchmesser eine Dia- 
gonale des vollstandigen Yierseits AA 1 BB 1 ist, von dem die 
beiden anderen Diagonalen mit parallel sind. 

Jeder Durchmesser I) schneidet die Curve P 10 ausser jenen 3 Puncten 
P, die zugleich in der ontsprechenden Polare A 3 liegen, in noch 7 an- 
deren Puncten P; aber jene unterscheidcn sich von diesen wesentlich da- 
durch, dass die ihnen zugehorigen Doppelsehnen S 2 die dem Durchmesser 
conjugii-te Bichtung haben, wogegen die zu den 7 anderen gehorigen 
Doppelsehnen zu je einem anderen Durchmesser conjugirt sind. Also: 
„Yon den je lOPolen P, welche in irgend einem Durchmesser 
D liegen, gehoren ihm 3 in der Art eigenthiimlich an, dass 
die ihnen zugehorigen Doppelsehnen die dem Durchmesser 
conjugirte Richtung haben oder nach seinem in (?„ liegenden 
Pol Q gerichtet sind.“ 

Ueber die Durchmesser insgesammt hat man folgenden Satz: 

„ Alle Durchmesser, D, der gegebenen Basis C 4 umhiillen 
eine bestimmte Curve dritter Classe, D 3 , und vierten Grades, 
welche drei Riicklcehrpuncte, r, und eine Doppeltangente, D 2 , 
hat; und namentlich beriihrt diese Curve jede der 4 Asymp- 
toten A s der Basis (als specielle Durchmesser) in demjenigen 
Puncte, welcher der Schwerpunet von ihren 3 Schnittpuncten 
mit den 3 anderen Asymptoten ist.“ Die Curve D 3 heisst 
auch die dritte Polare der Geraden G a in Bezug auf die Basis 
C* (vgl. die vorhergehende Abhandlung). 
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Danach gelien also durch. jeden beliebigen Punct R in der Ebene 
im Allgemeinen je drei Dnrchmesser der C i \ somit auch durch jeden 
Punct Q in G„ drei parallele Durchmesser, etwa D q , und zwar haben 
diese die conjugate Richtung desjenigen Durchmessers D, welcher dem 
Puncte Q entspricht (dessen dritte Polare ist); aber die den drei Durch- 
messern D q conjugirten Richtungen sind unter sich, sowie auch im All- 
gemeinen von der Richtung des Durchmessers I) verschieden. Nitmlick: 

„Die Basis C 4 hat im Ganzen nur drei Paar conjugirte 
Durchmesser, d. h. solche Durchmesser, wovon jeder die con- 
jugirte Richtung des anderen hat, und zwar sind dieselben 
beziehlich nach den obigen Punctepaaren as und x 1 , y und 
y u z und s t in der Geraden G a gerichtet und somit den dort 
construirten Strahlen-Paaren X und X A , Y und Yj, Z und Z 
parallel." Denkt man sich den Punct Q in einem der 6 Puncte, etwa 
in x, so geht der ihm entsprechende Durchmesser D durch den conjugirten 
Punct x 0 und auch umgekehrt; und zwar ist dabei x x zugleich einer der 
drei Puncte P, die dexn Durchmesser I) eigenthiimlich zugehoren, oder 
in denen er von der entsprechenden Polare A 3 geschnitten wird. 

Die 4Asymptoten A s sind diejenigen besonderen Durch- 
messer, welchen ihre eigene Richtung conjugirt ist. 

Die Doppeltangente Z> 2 der Curve D 3 ist gewissermaassen 
ein doppelter Durchmesser, d. h. ein solcher, welchem zwei 
verschiedene Richtungen conjugirt sind, so dass ihm auch 
zwei verschiedene Pole auf der Geraden (?„ entsprechen, etwa 
Q 2 und Qi) welche nach den beiden Richtungen hin liegen; 
ebenso miissen ihm zweimal 3 Pole P eigenthiimlich ange- 
hciren, und die zu denselben gehorigen Doppelsehnen S. x miissen 
zu 3 und 3 die conjugirten Richtungen haben, also parallel 
oder nach den Puncten und Q' 2 gerichtet sein. 

Die conjugirten Richtungen der drei Durchmesser, welche 
durch irgend einen gegebenen Punct R gehen, sind allemal 
durch die Asymptoten der beiden ersten Polar.en A 3 und P 
des niimlichen Punctes bestimmt, und auch umgekehrt. 

Jeder (in P 10 liegende) Pol P gehort im Allgemeinen nur einem 
der durch ihn gehenden drei Durchmesser eigenthiimlich an, niimlich 
demjenigen, welchem die zugehorige Doppelsehne S 2 conjugirt ist. Nur 
von jenen besonderen 9 Polen P z gehort jeder alien drei Durchmessern 
zugleich an, indem ihm auch drei Doppelsehnen zugehoren, welche den 
Durchmessern beziehlich conjugirt sind. 

„Die durch jeden der 9 Pole P 3 gehenden drei Durchmesser 
beriihren die durch denselben gehenden drei Zweige der Curve 
P 10 daselbst." 
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1st der Pol P x (= P) insbesondere einer der 40 gemeinschaftlichen 
Puncte der Curven P 10 und P 3 , so fallen von den durcli ihn gehenden 
drei Durchmessern zwei zusammen, namlich anf die Tangente der Curve 
P 3 im Pol P x , welche D t heissen soli; der andere Durchmesser beriihrt 
die P 3 in irgend einem anderen Puncte, etwa P 0 , und heisse P r . Nun 
sind hierbei zwei Falle moglich, namlich entweder gehort der Pol P x 

1) dem Durchmesser D t > oder 

2) dem Durchmesser P r eigenthiimlich an; 

und davon hangen sodann weiter folgende interessante Umstande ab: 

I. „Gehort der Pol P x zum Durchmesser D t , so besteht 
seine innere Polare J 3 aus J 2 H-£ 2 , und zwar ist die Doppel- 
sehne S 2 zugleich eine Asymptote des Kegelschnittes P 2 ; fi£ und 

II. „Gehort der Pol P x zum Durchmesser P 0 so besteht 
seine innere Polare aus S 2 , wobei die Geraden J und 
J x parallel sind und gleichjweit vom Pol abstehen. ££ 

Hierbei entsteht die Frage: 

„Wieviele von den 40 Polen P x gehoren zu Durchmessern 
D t , und wieviele gehoren zu Durchmessern P r ? oder wieviele 
in P 2 4-S 2 zerfallende innere Polaren giebt es, bei welchen S 2 
Asymptote von J 2 ist, und wieviele giebt es, welche in drei 
Geraden S 2 -\-J+J 1 zerfallen? ££ 

Diese Frage weiss ich vor der Hand noch nicht sicher zu beant- 
worten und iiberlasse sie daher dem geneigten Leser. 

Ueber die Curve I) 3 will ich noch Folgendes bemerken: 

„Die Curve P 3 ist der Ort desjenigen Poles i2 0 , dessen 
aussere Polare A z die Gerade beriihrt; und die dritte Po- 
lare des Beriihrungspunctes, Q } ist gerade derjenige Durch- 
messer P, welcher die Curve P 3 in jenem Pole R 0 beriihrt. ££ 
Da nun die innere Polare J i desselben Poles R 0 mit der Geraden (?« 
allemal die namlichen drei Puncte gemein hat, wie die aussere A 3 (§ 13, II.), 
so muss auch sie die Gerade in Q beriihren; allein nach dem Frii- 
heren (§ 11) ist diese Beriihrung nur dadurch moglich, dass Q ein Doppel- 
punct der Curve J 3 ist. Daher kann man auch sagen: 

„Der Ort desjenigen Poles P 0 , dessen innere Polare J 3 nur 
einen einzigen Doppelpunct Q (oder insbesondere auch drei 
Doppelpuncte) hat,*) ist die Curve P 3 , und der Ort des Doppel- 

*) Soli die Polare J 3 zwei (und auch drei) Doppelpuncte haben, so muss sie aus 
j2 _|_ bestehen, somit der Ort ihres Poles die Curve P 10 sein, und dann sind die 
Doppelpuncte die gegenseitigen Schnitte von J 2 undP 3 , etwa Gt und D*. Dabei kann 
man fragen: «In welcher Curve, liegen alle diese Doppelpuncte? Ist 
der Grad-Exponent, n, etwa gleich der Zahl derjenigen Pole P^, welche 
zu Durchmessern Dt gehoren? und sind die diesen Polen zugehdrigen 
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punctes ist die Gerade Bei denjenigen Polen P x (=R o ^ deren 

innere Polaren aus S 2 bestehen und somit drei Doppelpuncte 

haben, liegt nur einer der letzteren (der Schnitt von J und J x ) anf der 
Geraden ; und bei denjenigen P xy deren innere Polaren aus J 2 +S„ 
bestehen, fallen die zwei Doppelpuncte in einen zusammen, der als ein 
Riickkehrpunct anzusehen ist und in G w liegt. 

„Liegt der Pol P 0 insbesondere in einem der drei Riickkelir- 
puncte r der Curve D 3 , so ist der7ihm entsprechende Punct Q 
zugleich ein Wendepunct seiner Polare A 3 und ein Ruckkehr- 
punct seiner Polare J 3 , und zwar ist die Gerade G m beziehlich 
die zugehorige Wende- und Riickkehrtangente.“ 

Liegt ein Pol R in dem Doppeldurchmesser (Doppeltangente der D a ) 
P 2 , so gehen seine beiden Polaren A 3 und ,/ 3 durch die dem Z) ent- 
sprechenden beiden Puncte Q 2 und Q ‘ auf G M ; und bewegt sich R langs 
i) 3 , so bleiben also zwei Paar Asymptoten der Polaren A 5 und J 3 sich 
selbst parallel, namlich stets nach jenen Puneten Q 2 und Q[ gerichtet. 

§ 18 . 

Hat die Basis C 4 specielle Form, hat sie z. B. Doppel- oder Riiclv- 
kehrpuncte, oder besteht sie aus Theilen, namlich aus 

1) C»+C7 l ; 2) C*+C1; 3) C 2 -h 2C 1 ; 4) 4 G\ 
so werden die vorigen Satze und Eigenschaften (§ 17) auf entsprechende 
Weise verandert, sowie auch neue Siitze herbeigefiihrt. Eine umstand- 
liche Erorterung aller dieser Falle wiirde hier zu weit fuhren; daher be- 
gniige ich mich, nur Einiges kurz anzudeuten. 

I. Besteht die Basis aus CM-CJ, d. h. aus irgend zwei gegebenen 
Curven zweiten Grades, so hat sie 4 Doppelpuncte, namlich die gegen- 
seitigen Schnittpuncte q , r, s, t von C 2 -\-C], und es tritt zunachst die 
Hauptanderung ein: 

„Dass dabei die Curve P 10 in zwei Theile P 8 +P 2 und eben- 
so die Curve SI in zwei Theile ^H->S 3 zerfallt." 

Es kann namlich dabei die Doppelsehne S 2 von zweicrlei Art sein. 
Sind a, , b ihre Schnittpuncte mit G 2 und a x , b x ihre Schnitte mit C\ , so 
konnen entweder 

A. Die Sehnen ab und a 1 b l dieselbe Mitte P haben, wobei dann die 
Wechselsehnen paarweise gleich sind, aa x = bb l9 ab l —ba x ; oder 

Doppelsehne n S 2 zugleich Asymptoten der Curve Q. n ?“ Diese unbekannt'e 
Curve hat iibrigens die 9 Pole P :i gleichfalls zu dreifachon Puneten, wie die Curve 
P 10 . Der Ort der Doppelpuncte aller inneren Polaren J 3 insgesammt besteht also aus 
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B. Die Sehnen ah und a 1 b 1 sind gleich, und ein Paar Wechselseh- 
nen, aa t und b\ oder cth l und ba v hat dieselbe Mitte P und das 

andere Paar ist gleich. . 

Gemass diesen zwei Arten Doppelsehnen zerfallen . die beiden Orts- 
curven in die genannten Theile, welche, wie folgt, gewissermaassen selb- 

standig auftreten. . 

1. „Im Falle (A) ist der Ort des Poles P em bestimmter 

Kegelschnitt P 3 , und der Ort der Doppelsehne S, ist eine be- 
stimmte Curve dritter Classe S\ und vierten Grades, welche die 
Gerade G„ zur Doppeltangente (und drei Riickkehrpuncte r) 
hat.“ Oder anders ausgesprochen : „Der Ort der Trans vers ale o 2 , 
welche in den zwei gegebenen Kegelschnitten C , C , solche Seh- 
nen ab, a 1 b 1 bildet, welche die namliche Mitte P haben, ist eine 
Curve dritter Classe S 2 und vierten Grades, und der Ort der 
Mitte P ist eine Curve zweiten Grades P".“ Zieht man in den ge- 
gebenen Kegelschnitten C‘ l und C\ irgend zwei parallele Durchmesser, 
etwa a und a,, und ferner die ihnen conjugirten Durchmesser p und [3 , : 
so treffen sich die letzteren allemal in irgend einem der Pole P, 
und die durch diesen mit den Durchmessern a und a, parallel 
-rezogene Gerade ist die ihm zugehorige Doppelsehne S. y Tntt 
der besondere Fall ein, dass die Durchmesser p und p, auch parallel 
werden, so sind alsdann a, a, der einen und p, p, der anderen 
Asymptote der Curve P 3 parallel. Zieht man durch einen beliebigen 
Punct drei Paar Gerade A und B, A 1 und B n X und X, beziehlich den 
Asymptoten der drei Kegelschnitte C‘\ C], P“ parallel, so sind 

AXBX l und A l XB l X l 

zugleich harmonisch; und wenn a und p, und p„ x und x l die im Un- 
endlichen liegenden Puncte derselben Kegelschnitte sind, so sind aafa so- 
wohl als a.A’P,^ harmonisch. — Die Curve P 1 schneidet jede der 
beiden gegebenen, etwa 6 13 , in denjenigen 4 Puncten P, bei 
welchen die zugehorige Tangente 8{ (an G 3 ) von der anderen 
gegebenen Curve C\ in gleichen Abstanden vom Puncte I bo- 
grenzt wird, so dass a ,P° = ^P° ist. Ferner geht die Curve P' 
durch die Mittelpuncte der gegebenen Curven C" und C\, sowie 
durch die Mitten der 6 Seiten des vollstandigen Vierecks qrst 
und durch die drei Schnittpuncte, etwa a, b und c, dei ^diei 
Paar Gegenseiten desselben; demzufolge hat die Curve P s die 
drei Geraden, welche die Mitten der -Gegenseiten verbinden, zu 
Durchmessern und deren gemeinsamen Schnittpunct zum Mit- 
telpunct, so dass also ilir Mittelpunct im Schwerpunct der 
4 Puncte q, r, s, t liegt. — Die Curve S\ beruhrt die Gerade G x m 
den namlichen beiden Puncten x und «,,■ in welchen letztere von der 
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Curve P 2 geschnitten wil’d; ferner beriihrt sie insbesondere die zwei Paar 
Asyinptoten der gegebenen Curven 6 <2 und C\ und auch jene zweimal 
4 Tangenten S\ derselben, sowie ferner die 6 Seiten des vollstandigon 
Yierecks qrst und die durch die Ecken des Dreiecks ab c den Gegenseiten 
desselben parallel gezogenen drei Geraden. 

Die angegebenen Eigenschaften liaben nocli eine weitere Ausdchnung. 
Denkt man sieh den durcb C° und C\ bestimmten Kegelschnitt-Buschol, 
B(C"), mit den 4 Grundpuncten q, r, s und t, d. h. alle Kegelschnitte, 
welche mit den beiden gegebenen die namliclien vier (reellen odor ima- 
ginaren) Puncte q, r, s, t gemein haben; so lcann man sagen: „J)io 
Curve P 2 sei zugleich der Ort der Mittelpuncte aller dicsor 
Kegelschnitte P(U 2 ), so dass jeder Pol P allemal zugleich der 
Mittelpunct irgend eines derselben ist, und auch umgekehrt." 
Und: „Die Curve sei zugleich der Ort der Asyinptoten aller 
dieser Kegelschnitte B(C 2 ), so dass jede Doppolselino &, zu- 
gleich eine Asymptote irgend eines derselben ist, und auch 
umgekehrt." Und zwar ist dabei der jedesmalige Pol P nielit allein 
die Mitte der Sehnen ab, a x b, der beiden gegebenen Kegelschnitte C' 1 und 
C], sondern er ist die gemeinsame Mitte aller Sehnen, welche 
die zugehorige S a mit sammtlichen Kegels chnitten B(C‘) bildet, 
und welche in stetiger Folge alle Gross en, von 0 bis oo, ent- 
halten. Namlich unter den Kegelschnitten giebt es jedesmal einen, otwa 
Cl, welcher die S } in P beriihrt, dessen Sehne a 3 b 3 somit gleich 0 ist; tur- 
ner einen anderen, etwa Cl, welcher S„ zur Asymptote hat, dessen Sehne 
somit gleich oowird; und dazwischen liegen alio anderen (reellen) Sclineo. 
Der Mittelpunct des letzteren Kegelschnittes Cl ist derjenige Pol 
in welchem S s die Curve P 2 zum zweiten Mai sclinoidet. Worden in alien 
Kegelschnitten, B(C“), nach irgend einer Riclitung parallele Durelunosscr 

a, a„ a,, gezogen, so treffen sich die ihnen conjugirten Durchmesser 

P S- Pi > sammtlich in irgend einem Pol P, und auch umgekehrt. 

Bei demjenigen Kegelschnitte, etwa Q u , welcher den jodesmaligen Pol p 
zum Mittelpunct hat,'fallt der Durchmesser a m auf S, und dessen conju- 
girter (3 ffl auf die Tangente der Curve P 3 im Pol P. Also: „l)iejenigon 
Durchmesser oc m in alien Kegelschnitten doren conjugate 

P»* die Curve P 2 beriihren, sind zugleich die gesammten Asyinp- 
toten derselben Kegelschnitte und umhullen die Curve Sf und 
ebenso: „Die Tangenten (£ a °) aller Kegelschnitte B((P) in deu- 
jenigen Puncten, in welchen sie von ihrer Mittelpuncts-Curve 
P 3 geschnitten werden, sind die namlichen Asyinptoten und 
umhullen dieselbe Curve." - Unter P(6’ 2 ) befinden sich im All- 
gememen zwei Parabeln; dieselben beriihren die Curve S : ' in 
den vorgenannten Puncten x und und ihre Axen sind den 
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Asymptoten der Curve P 2 parallel. - Die Asymptoten jedes 
Kegelschnittes des P(C 2 ) sind irgend einem Paar conjugirter 
Durchmesser der Curve P 2 parallel, und auch umgekehrt. U.s.w. 

Da die drei Paar Gegenseiten des Vierecks qrst als specielle Kege - 
schnitte mit zum P(C 2 ) gehoren, so finden die angegebenen Eigen- 
sckaften mit einiger Modification- auch fur dieselben allem Anwendung, 
wo durch man melirere, theils bekannte Satze fiber das vollstandige Yier- 

eck erhalt. ^ . . , 

2. „Im Ealle (P.) ist der Ort des Poles P eine Curve achten 

Grades, P 8 , und zw„eiundzwanzigster Classe, und der Ort der 
Doppelsehne S ist eine Curve sechster Classe, S\, und acht- 
zehnten Grades." Oder bestimmter gesprochen: „Der Ort derje- 
nigen Transversale S,, welche in zwei gegebenen Kegel- 
schnitten C 2 und C\ gleiohe Sehnen, ab = a,b x , bildet, ist eine 
Curve sechster Classe und achtzehnten Grades, und der Ort 
des gemeinschaftlichen Schwerpunctes P beider Sehnen ist 
eine Curve achten 'Grades und zweiundzwanzigster Classe. 
Von beiden Curven sind unter anderen folgende nahere Eigenschaften 

anzugeben. , . 

Die Curve P 8 hat die 4 Schnitte q, r, s, t von C und C, zu drei- 

fachen Puncten; zudem hat sie noch 5 bestimmte Puncte p zu Doppel- 
puncten, welche zugleich in der vorigen Curve P 2 (1.) licgen, so class 
also diese 5 Puncte und jene 4 Schnitte zusammen die obigen 9 1 ole 1 1 
(S 17) vertreten. Die Curve P 8 geht auch durch die Mitten der 6 Seiton 
des vollstandigen Vierecks qrst, schneidet sich also daselbst mit der Curve 
P 2 was mit jenen 5 p zusammen die voile Zalil gemeinscliaftlicher Puncte 
beider Curven ausmacht. Eerner geht die Curve P 8 durch die Mitten der 
' 4 gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Curven 6 und C, und 

bertihrt diese in ihren im Unendlichen liegenden Puncten a und (3, a, 
und S 1? so dass sie mit denselben die zwei Paar Asymptoten gemem 
hat. Ihre fibrigen 4 gemeinschaftlichen Puncte mit der Geraden (?„ be- 
stehen aus zwei Paaren, y und y„ z und z x , welche durch jene zwei 
Paare a und p, a, und p, ebenso bestimmt werden, wie oben, namlich dass 
mju x y l und P^yi; und u. x z$z x 

harmonisch sind. End gleicherweise werden die Richtungen der zugeho- 
rigen Asymptoten durch die obige Construction (§ 17) gefunden. 

Die Curve S 8 hat die Gerade (?„ zur vierfachen Tangente und be- 
rtihrt sie in den namlichen 4 Puncten y, * und a,, in welchen dieselbe 
von der Curve P 8 geschnitten wird. Die Curve /S' 8 bertihrt insbesondere 
auch die 6 Seiten des vollstandigen Vierecks qrst, sowie die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten der gegebenen Curven C“ und 6', ; und diese urven 
selbst bertihrt sie in deren unendlich entfernten Puncten a und p, a, und 
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Pi vierpunctig, hat somit deren Asymptoten mit ihnen gemein, und zwar 
ist jede dieser Asymptoten fur 4 gemeinschaftliche Tangenten der be- 
treffenden Curven zu zahlen, so dass also alle 12 Tangenten angegeben 
sind, welche mit P 2 oder C\ gemein hat. Yon den 18 Puncten 
welche die Curve Si mit der Geraden G m gemein hat, sind bereits 12 an- 
gegeben, namlich die 4 Beriihrungspuncte y, y x , z und z x , doppelt gezahlt, 
und die 4 Puncte a, [3, a x und [3 1 ; die noch fehlenden 6 Puncte werden 
ahnlicherweise bestimmt, wie oben die 18 Puncte Q 0 (§ 17). 

II. Besteht die Basis aus 4 C\ d. h. aus vier beliebigen Geraden 
etwa A, B, C und D, so bilden dieselben ein vollstiindiges Vierseit 
ABCJD, dessen 6 Ecken als Doppelpuncte der Basis anzusehen sind. 
Dabei treten noch grossere Aenderungen ein, als vorhin, und zwar der Art' 
„Dass dabei die Curve P 10 aus drei Kegelschnitten P 3 und 
aus den gegebenen 4 Geraden selbst und die Curve S s aus 
drei verschiedenen Curven SI besteht." 

Namlich es sind hier dreierlei Doppelsehnen zu unterscheiden. 
Werden die Schnittpuncte der Transversale S„ mit den Geraden A B 
C, D beziehlich durch a, b, c, d bezeichnet, so sind folgende drei Falle 
moglich; entweder haben: 

a) die Sehnen ab und cd, oder 
p) die Sehnen ac und bd, oder 
7) die Sehnen ad und be 

die namliche Mitte P. Werden ferner die drei Paar Gegenecken des Vier- 
seits ABCI), namlich AB und CD, AC und BD, AD und BC beziehlich 
durch e und e i , / und f x , g und g x , sowie dessen Diagonalen ee , ff 
Mi durch E > F > G > deren Mitten durch e 0 ,f 0 , g a und deren gegen- 
seitigen Schnittpuncte EF, EG, EG durch g, f, e bezeichnet, so lassen 
sich die drei Falle auf die drei einfachen Vierecke bozichen, welche in 
dem vollstandigen Vierseit ABCD enthalten sind, und dadurch folgender- 
massen bestimmter unterscheiden. 

a. Dem Falle (a.) entspricht das Viereck fgf\g u welches A und B 
C und D zu Gegenseiten und F, G zu Diagonalen hat. 

b. Dem Falle (p.) entspricht das Viereck ege x g x , welches A und C ; 
B und D zu Gegenseiten und E, G zu Diagonalen hat. 

c. Dem Falle (7.) entspricht das Viereck efej x , welches A und D, 
B und C zu Gegenseiten und E, F zu Diagonalen hat. 

Nach dieser Beziehung wird, wie man sieht, die Doppelsehne S„ durch 
die zwei einfachen Sehnen zwischen den beiden Paar Gegenseiten des be- 
trelfenden Vierecks bestimmt, und demgemass zerfallen die beiden Orts- 
curven m die genannten Theile, und zwar, wie folgt: 

„In Riicksicht jedes dor drei einfachen Vierecke fat' a 

f ;; .. i_ . j _ i. j j • , , _ JJJlffD 
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die namliche Curve P 2 , in welcher die Mittelpuncte^ des dem 
Viereck umschriebenen Kegelschnitt-Blischels B(C ) liegen, 
und der Ort der zugehorigen Doppelsehne S 2 ist die namliche 
Curve $*, welche von den gesammten Asymptoten derselben 
Kegelschnitte umhullt wird. Jede der drei Curven SI hat die 
Gerade zur Doppeltangente und beruhrt sie in den nam- 
lichen Puncten, in welchen dieselbe von der zugehorigen 
Curve P 2 geschnitten wird.“ Ueberhaupt verhalten sich die jedes- 
maligen beiden Curven P 2 und S 3 2 zu dem zugehorigen Viereck gerade 
ebenso, wie vorhin (I, 1.) die gleichbenannten Curven zu dem Viereck 
qrst. Nur ein Umstand betreffend das Verhalten der drei Curven P 2 
gegen einander mag hier noch besonders hervorgehoben werden. Zu 
diesem Zwecke unterscheide man die 3P 2 nach den Schnittpuncten der 
Diagonalen der respectiven Vierecke durch P e 2 , Pf 2 und Pg. Alsdann findet 
(ausserdem, dass jede dieser Curven durch die Mitten der 4 Seiten und duich 
den Schmitt der Diagonalen des zugehorigen Vierecks geht) Folgendes statt: 

a\ Die Curve P e 2 geht durch die Mitten / 0 , g 0 der Diagonalen des 
Vierecks fgf\g^ sowie durch die Schnitte e, e l seiner zwei Paar Gegen- 
seiten, welche zugleich ein Paar Gegenecken des vollstandigen Vierseits 
ABCD sind; ihr Mittelpunct liegt in der Mitte der Geraden f Q g 0 und ist 

der Schwerpunct der vier Ecken /, g, / 13 g x . 

b°. Die Curve Pf geht durch die Mitten e Q , g 0 der Diagonalen des 
Vierecks ege 1 g 1 und durch die Schnitte/, j l seiner Gegenseiten; ihr Mittel- 
punct liegt in der Mitte der Geraden e Q g 0 , etc. 

c°. Die Curve Pg geht durch die Mitten # 0 , jt 0 der Diagonalen und 
durch die Schnitte g x der Gegenseiten des Vierecks ef e x f x ; ihr Mittel- 
punct liegt in der Mitte der Geraden e Q f Q . 

Demnach gehen die drei Curven PI , Pf , Pg zusammen durch alle 
6 Ecken des gegebenen vollstandigen Vierseits ABCD , jede durch ein 
Paar Gegenecken e und f und / 15 g und g x \ zudem schneiden sie ein- 
ander paarweise in den Mitten g 0 , / 0 , e 0 der drei Diagonalen desselben 
und haben die Abstande dieser drei Mitten von einander zu Durchmessern 
(gofoi 9o e oi /o^o)*? un( i ^a nun c ^ ese bitten bekanntlich in einer Ge- 
raden' liegen, so liegen also auch die Mittelpuncte der drei 
Curven in derselben Geraden. — Durch die drei Puncte, etwa 3 p, 
in welchen sich irgend zwei der drei Curven ausserdem noch schneiden, 
muss nothwendig auch die dritte Curve gehen, und die Puncte 
haben die besondere Eigenschaft, dass jedem drei Doppel- 
sehnen S 3 zugehoren. Diese 3 Puncte p und die 6 Ecken 
efge 1 f x g l des gegebenen Vierseits ABCD vertreten zusammen 
die obigen 9 Pole P 3 (§ 17). Unter den 11 Raumen,, in welche die 
Ebene durch die vier Geraden P, C, D getheilt wird, befinden sich 
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im Allgemeinen drei ganz begrenzte, namlich zwei Dreieclce und ein 
Viereck ; in jedem dieser drei Raume liegt einer der drei Pole p 
Dieselben vier Geraden, zu je drei genommen, bilden vier Dreieclce. Die 
Ecken und der Schwerpunct jedes dieser Dreieclce liegen mit 
den drei Polen p zusammen in irgend einem Kegelscbnitte 
Jeder dieser vier Kegelscbnitte ist nebstdem dadurch bestimmt, dass 
seine Tangenten in den Eclcen des Dreieclcs durch die Mitten 
derjenigen Strecken gehen, welcbe von den die Ecken bil- 
denden Geraden (Seiten) auf der jedesmaligen vierten Ge- 
raden begrenzt werden; z. B. bei dem durch B, C, D gebildeten 
Dreieck ej^g, gehen die Tangenten des zugehorigen Kegelschnittes in den 
Ecken e, , , g x beziehlich durch die Mitten der Strecken fg , eg ef auf 

der Geraden A. J 

Da fur jeden der oben betrachteten Pole P die innere Polare P in 
Bezug auf das jedesmalige einfache Viereck aus J°A-S, besteht, so kann 
man sagen: „Soll ein Punct in der Ebene eines gegebenen ein- 
fachen Viereclcs die Eigenschaft haben, dass die 8 Endpuncte 
der durch ihn zwischen je zwei auf einander folgenden Seiten 
des Viereclcs gezogenen vier Sehnen ,$ in irgend einem Kegel- 
schnitte J 2 liegen, so muss er ein Pol P sein, oder so ist s & ein 
Ort die namliche obige Curve P 2 . Und werden durch den- 
selben Punct ferner zwischen jeder Seite und jeder der 
beiden Diagonalen gleicherweise die durch den Punct gehiilf- 
teten Sehnen S gezogen, was 8 neue Sehnen giebt, so b liegen 
die 24 Endpuncte aller 12 einfachen Sehnen S in irgend einer 
Curve vierten Grades J\ welche P zum Mittelpunct hat.“ 

§19. 

In wiefern das Zerfallen der inneren Polaren auch bei den Basen hii- 
heren Grades stattfindet, welche Umstande dabei obwalten, und welche 
Eigenschaften und Satze sich daraus ergeben, habe ich nicht untersucht; 
nur liber die Basis fiinften Grades habe ich einen fliichtigen Versuch ge- 
macht und nebstdem den Ort der Doppelsehnen fur jede Basis bestimmt, 
wobei sich unter anderen folgende Besultate herausstellten. 

Ist die Basis eine allgemeine Curve fiinften Grades, C\ so kann die 
innere Polare J i irgend eines Poles P moglicherweise entweder 

1) aus J 3 -hS.,, 

2) aus J 2 -h2S„ 

3) aus 4*S 2 ; 

Oder 

4) aus J 2 -\-J x 

bestehen. Nun zeigt sich zuniichst, dass liierbei der Ort des Poles P nicht 
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gieicherweise eine Curve sein kann, wie bei den vorhergehenden Beispielen, 
sondern dass vielmehr den drei ersten Fallen nur eine bestimmte Anzahl 
Pole entsprechen, und dass namentlich der Fall (3.) nur unter besonderen 
Umstanden vorkommt. 

Soil z. B. der Fall (1.) eintreten, so muss nothwendigerweise. der Pol 
P in der Basis C 5 selbst liegen, und zwar muss er einerseits nicht nur 
die Mitte, sondern zugleich der fiinfte Schnitt der Doppelsehne S 2 mit der 
Basis, und andererseits der Mittelpunct der durcli ihn gelienden Curve J 
sein, wobei sodann in Rucksicht derjenigen unter den zugehorigen 10 Sehnen 
S, welche auf die Tangente der Basis fallt, und deren Endpuncte im Be- 
rlihrungspuncte, in P, vereint liegen, der eine dieser Endpuncte als in S 2 
und der andere als in J 3 liegend - anzusehen ist, so dass also die Curve 
J 3 ausserdem nocb durcli die 14 Endpuncte von 7 anderen Sebnen S geht, 
und die beiden iibrigen Sehnen in S 2 liegen. Da nun offenbar nicbt jeder 
Punct in der Basis diese Eigenscbaft haben kann, so ist klar, dass der 
genannte Fall nur fur einzelne bestimmte Pole eintreten wird. Die Anzabl 
dieser Pole wird durch folgenden Satz bedingt: 

„Der Ort aller Doppelsebnen >S 2 , welche in der gegebenen 
Basis C b uberhaupt moglicb sind, ist eine Curve fundundvier- 
zigster Classe, und der Ort ihrer Mitten, P, ist hochstens 
eine Curve fiinfundvierzigsten Grades, P 45 . £C 

Demnach konnen also dem Falle (1.) nur solche Pole geniigen, welche 
gemeinschaftliche Puncte der beiden Curven C b und P lj sind, und somit 
kann es hochstens 5.45 = 225 solche Pole geben. Darin sind nun aber 
auch die beiden Falle (2.) und (3.) mit inbegriffen, wie leicht zu sehen, 
und es bleibt zu entscheiden, in wiefern dieselben moglich sind oder nicht; 
denn der Fall (2.) erfordert, dass der Pol P zugleich ein Doppelpunct der 
Curve P 45 sein muss, der Fall (3.) dagegen erheischt, dass der Pol 
ein solcher Punct der Basis C 5 sein muss, in welchem dieselbe von der 
zugehorigen Tangente vierpunctig beriihrt wird, oder dass er ein Doppel- 
punct derselben sein muss; so dass also dieser Fall im Allgemeinen gar 
nicht vorkommt. 

Hieraus ergiebt sich durch Umkehrung und Projection der folgende Satz: 

„Zieht man durch einen Wendepunct $ einer beliebigen 
gegebenen Curve dritten Grades 3 3 irgend.,7 Secanten©, welche 
dieselbe in 14 neuen Puncten schneiden, so geht jede durch 
diese 14 Puncte gelegte Curve fiinften Grades @ 5 nothwendig 
auch durch jenen Wendepunct; oderj.jede 6 5 , welche durch 
irgend 14 der genannten 15 Puncte geht, geht allemal auch 
dutch den fiinfzehnten. w Auch giebt es dabei in jeder Curve 
(g 5 eine solche durch gehende Secante @ 2 , von welcher sie 
in zwei Paar Puncten a und & 1? b und b x geschnitten wird, die 
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Sen”/ ftin™ S ^"“‘ e ’ etW “ a ’ der ®> mit Harm., 
schen H (§ 11) von g} in Bezug auf die Curve S 3 zugeordnet 

h arm om s c h s i n d , d. h. sowohl als S^Q sind harmonisch 

ass weitei auch der Fall (4.) bei einer allgemeinen Basis C 5 vor 

kommen kann, geht umgekehrt daraus hervor, dass man durch die 10 End" 

puncte yon 5 beliebigen Durchmessern eines gegebenen Kegelschnittes J s 

lmmerlim erne solche Curve legen kann, ohne dass dieselbe etwas von 

!] Uei ge “ einbed; ® inbusst i aber alsdann muss deren innere Polare welche 
dem Mdteipuncte P von J 2 entspricht, nothwendig aus diesem Kevel 

::S 7 “ iit »»»«« £S 

schnitte J t bestehen. Es ware daher zu untersuchen: „0b der Fall 
(4.) auch nur fur emzelne bestimmte Pole eintrete oder ob ffir 

M dt 1 ' 0l 'r ? I eS 1 P ° IeS P ir 2 end ei *e Curve sei und’ welche?‘‘ _ 
Bei diesem Falle kann sich moglicherweise auch das ereignen dass fiir 

ngend emen Pol funf Doppelsehnen S , entstehen, deren Endpuncte iedoch 

ei ° “ — » Stsss 

“*- der E0 “" ** 
„Der °rt aHer Doppelsehnen 8„ welche in einer gegebenen 
allgemeinen Curve m- Grades iiberhaupt moglich sincl 1st oine 
Curve von der -jj-m (m —1) ( m — 2) ( m — 3) ten Classe." 


§ 20. 

Pn . AUS !?L der Sleich Anfangs namhaft gemachten Eigenschaft der beiden 

C 1 (Tu II wl'mn JedGS ^° leS / “ B ° ZUg auf eilie gegebene Basis 
(&lo, II.) waren nun noch andere gegenseitige Beziehungen beider 

Polaren, sowie auch das Yerhalten der inneren Polare J»-i zu anderen 

mit ihr m Verbmdung stehenden Curven zu erforschen. Ich habe dariiber 

benfalls nur emen schwachen Yersuch gemacht, der indessen doch schon 

ge mcht ganz umnteressante Resultate geliefert hat, wie aus dem Fol- 

I. 1st die gegebene Basis eine Curve dritten Grades, 6' 3 , so gehen 
durch jeden beliebigen Pol P drei Sehnen 8 oder w/und «■ dem 

6 EncWte • f °? an p al , Ie dUrdl “ bezeiclmet werden sollen, also deren 
6 Endpuncte a m der Polare ,P liegen. Die Basis wird von ieder der 

nndTor 11 “ ir ®T' T“ 1We S esch ” itt «n, barirtM 

’. P Und Y ’ oc ei wenn J eder dieser Schnitte durch a befceichnet wird so 
wd sie von den 3S noch in 3 Puncten a geschnitten. ’ 

"Die 3 Punctc « Jiegen allemal in irgend einer Geraden, 
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etwa R.“ Und: „Diese Gerade P ist jedesmal eine (reelle oder 
ideelle) gemeinschaftliche Secante der beiden Polaren A 2 und 
J 2 des zugehorigen Poles P in Bezug auf die Basis C 3 , so dass 
also die Geraden <?„ und R immer ein Paar sich entgegen- 
stehende gemeinschaftliche Secanten der beiden Polaren sind.“ 
Ferner: „Die Gerade R ist stets der zweiten ausseren Pol'are 
A 1 desselben Poles in Bezug auf die Basis parallel. “ Liegt der 
Pol P insbesondere in der Basis selbst, so fallen B und i 1 auf die zu- 
gehorige Tangente. 

Soli die Gerade R durch irgend einen in der Basis C 3 ge- 
gebenen Punct a gehen, so ist der Ort des ihr entsprechenden 
Poles P eine Curve dritten Grades, etwa Pi, welche in a einen 
Doppelpunct und mit der Basis deren im Unendlichen lie- 
gende drei Puncte gemein und folglich mit derselben pa- 
rallele Asymptoten hat. Und soil die Gerade R durch zwei in 
der Basis gegebene Puncte a und (3 gehen, wodurch sie und 
auch ihr dritter Schnitt y mit der Basis bestimmt ist, so ent- 
sprechen ihr noch 6 verschiedene Pole P, in welchen namlich 
die den Puncten a, (3 und y entsprechenden Ortscurven Pi, Pp 
und Py ausser in jenen drei Puncten einander schneiden, 
und welche somit in irgend einem Kegelschnitte liegen (weil 
die 3 a„ sich in befinden); und zwar ist dieser Kegelschnitt 
zugleich die erste aussere Polare, etwa A,., des nach dei 
Richtung der Geraden R im Unendlichen liegenden Punctes 
in Bezug auf die Basis. Die zweiten Polaren, A', der 6 Pole P 
sind alle der Geraden R parallel. Wird die Gerade R sich selbst 
parallel bewegt, so andern sich zwar die drei Ortscurven P u , 
Pf, und P\ und mit ihnen zugleich auch ihre 6 Schnitte oder 
Pole P; aber der Kegelschnitt A* r , in welchem die letzteren 
liegen, bleibt unveranderlich fest. 

Soli die Polare J 2 durch einen in der Basis gegebenen 
Punct a gehen, so ist der Ort des zugehorigen Poles P ebenso 
irgend eine Curve dritten Grades, P 3 a , welche die Basis in a 
beriihrt, ihr ahnlich und mit ihr ahnlichliegend ist, also mit 
ihr parallele Asymptoten oder die drei Puncte gemein hat. 
Und soli P durch zwei in der Basis gegebene Puncte a und b 
gehen, so entsprechen ihr noch 6 verschiedene Pole P, in wel- 
chen die Ortscurven P 3 a und PI ausser in den 3 einander 
schneiden, und welche somit in irgend einem Kegelschnitte 
liegen; und namentlich ist die Mitte der Geraden ab einer 
dieser 6 Pole. Daraus schliesst man den folgenden speciellen Satz: 

„Ueber einer gegebenen Grundlinie ab, deren Endpuncto 
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in einer gegebenen Curve dritten Grades P 3 liegen, lassen 
sich dieser Curve im Allgemeinen fiinf verschiedene Parallelo- 
gramme einschreiben; und dabei liegen die flinf Puncte, in 
denen die Diagonalen der einzelnen Parallelogramme sich 
kreuzen, mit der Mitte der gemeinsamen Grundlinie zu- 
sammen in irgend einem Kegelschnitte." Oder anders ausge- 
sprochen: „Zu jeder Seine ab in einer gegebenen Curve dritten 
Grades giebt es im Allgemeinen fiinf andere Sehnen, die ihr 
gleicli und parallel sind. Die Mitten solcber seclis Sehnen 
liegen allemal in irgend einem Kegelschnitt/ 4 Dieser Satz uin- 
fasst, wofern man die Seine ab unendlich klein werden oder in eine 
Tangente libergehen lasst, auch den bekannten Satz: „Dass die Tan- 
genten einer Curve C z zu 6 und 6 parallel sind, und dass die 
Beriihrungspuncte von j e 6 solchen Tangenten in einem Kegel- 
scinitte liegen, namlich in der ersten Polare A\ des nach der 
Ricitung der Tangenten im Unendlicien liegenden Punctes. 44 
— Hierbei bleiben noch viele Fragen zu erledigen, wie z. B. folgende. 
Zu jeder Seine ab geioren 6 Pole P, und diesen entsprechen 
6 Gerade R: welclie Eigenschaft iaben diese 6 i£? Der durch 
die 6 P gehende Kegelschnitt lieisse P 2 , und der durch die Mitte von ab 
und durch die Mitten der mit ihr zusammengehorigen 5 Sehnen gehende 
Kegelschnitt heisse A\\ diese zwei Kegelschnitte beriihren sich in der 
Mitte von ab, sind ahnlich und ahnlichliegend, und ihre entsprechenden 
Dimensionen verhalten sich wie 1:2. Wird nun die Sehne ab sich selbst 
parallel bewegt, so entsteht eine Schaar Kegelschnitte P 2 , 5(P 2 ), und 
ebenso eine welche Eigenschaft haben diese Kegelschnittschaaren? 

Und wenn man der Sehne ab nach einander alle Richtungen giebt: welclie 
Beziehung haben dann alle S(P 3 ) oder alle zu einander? TJnter 

jeder befindet sich die vorgenannte Polare A 2 0 , und alle A] bilden 

einen Biischel, B(Al). U. s. w. 

II. 1st die Basis vom vierten Grad, 6 <4 , so gehen durch jeden Pol 
P im Allgemeinen 6 Sehnen S, deren 12 Endpuncte a in der Polare <P 
liegen, die durch den Pol geht und ihn zum Mittel- und Wendepunct 
hat. Jede Sehne S schneidet die Basis ausser in den 2a in noch zwei 
anderen Puncten a, so dass im Ganzen 12 Puncte a vorhanden sind. 
Auch die Curve J 3 wird von jeder Sehne S noch in einem dritten Puncte, 
etwa p, geschnitten, aber alle 6 Puncte p liegen im Pol P. 

„Die 12 Puncte a liegen allemal in irgend einer Curve 
dritten Grades, etwa P 3 , welche auch durch den Pol P geht, 
ihn zum Wendepunct und zwar in demselben mit der Polare 
J 3 die Wendetangente, SB, gemein hat, so dass also be ide 
Curven einander daselbst dreipunctig beriihren, und dass 
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folglich ihre iibrigen 6 gemeinschaftlichen Puncte, etwa 6q, 
in irgend einem Kegelschnitte Q 2 liegen." — Die beiden Polaren 
A 3 und J 3 desselben Poles P haben mit der Geraden (?„ die namlichen 
drei Puncte, etwa "dq x , gemein, und daher liegen ihre iibrigen 6 gemein- 
schaftlichen Puncte, q x , ebenfalls in irgend einem Kegelschnitte Q\ (§ 13, II.).' 
Jene drei Puncte q x sind zugleich die Beruhrungspuncte der Curve J 3 
mit ihren drei Asymptoten, und die Gerade (?„ ist die Harmonische ihres 
Wendepunctes P (§ 11). In Riicksicht der Curve P 3 bezeichne man die 
Harmonische ihres Wendepunctes P durch E; dieselbe geht ebenso durch 
die drei Beruhrungspuncte, etwa 3 h, der aus P an P 3 gelegten drei Tan- 
genten (§11); „und durch diese 3 Puncte geht gleicherweise 
auch die Polare A 3 , so dass die iibrigen 6 gemeinschaftlichen 
Puncte, q 2 , der beiden Curven P 3 und A 3 gleichfalls in irgend 
einem Kegelschnitte Q; liegen." Hieraus ist ersichtlich: „Dass 
in projectivischer Hinsicht die beiden Curven J 3 und P 3 sich 
gegen die Polare A 3 (sowie auch gegen die Basis P 4 ) vollig 
sleich verhalten, so dass sie ihre scheinbar verschiedene 
Rolle durch Projection (wobei E ins Unendliche kommt) ver- 
tauschen oder ganzlich verlieren und gegen A 3 und C i eine 
vollig gleiche Stellung einnehmen konnen." [Hierbei entsteht 
die Frage: Ob nicht die von jedem Pol P abhiingigen drei 
Curven, namlich die beiden Polaren A 3 , J 3 und die Curve P 3 , 
alle durch dieselben 6 Puncte q gehen, welche in einem Kegel- 
schnitte Q 2 liegen? Oder wenn dies nicht der Fall ist: Welche Be- 
ziehung alsdann die genannten 3 Kegelschnitte Q 2 , Q 3 und 
Ql zu einander haben? und welche Beziehung ferner die 
zweite Polare A 2 des namlichen Poles in Bezug auf die Basis 
(d. i. die erste Polare in Bezug auf A 3 ) zu denselben habe?] 
Es findet weiter Folgendes statt: „Die Harmonische H des Wende- 
punctes P der Curve P 3 ist stets der dritten Polare A y des- 
selben Punctes in Bezug auf die Basis parallel." Daher geht 
die dem Puncte , .der nach der Richtung von E im Unend- 
lichen liegt, entsprechende erste Polare A't in Bezug auf die 
Basis j edesmal durch den Pol P; und umgekehrt: fur alle in 
dieser Polare Al liegenden Pole P sind die ihnen in Riick- 
sicht der zugehorigen Curven P 3 entsprechenden Harmoni- 
schen E sammtlich parallel, namlich alle nach dem Puncte 
gerichtet; oder j e des System par alleler Geraden in der Ebene 
sind als solche Harmonische E anzusehen, deren zugehorige 
Pole P in derjenigen ersten Polare liegen, welche dem nach 
der Richtung der Geraden im Unendlichen gedachten Puncte 
entspricht. [Frage: Ist nicht die den Curven J 3 und P s ge- 
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meinsame Wendetangente SB im Pol P mit den dem letzteren 
entsprechenden, vorgenannten Geraden H und A 1 parallel? 
und wenn.es so ist: wie verhalten sich dann die Abstande der 
drei Geraden H, A 1 und SB von einander? liegt etwa S3 in der 
Mitte zwischen den beiden anderen, so dass alsdann die vier 
Geraden H25$A 1 G a> harmonisch sind?] 

„Liegt der Pol P in der Basis C 4 selbt, so zerfallt R 3 in 
P 2 H-R, und zwar ist die Gerade R die Tangente der Basis im 
Pol P, somit zugleich die Wendetangente der Polare J* daselbst 
(§14,1, 1): und der Kegelschnitt R 2 beruhrt die Basis in P drei- 
punctig.“ Namlich von den obigen 12 Puncten a fallen hierbei 5 in P, 
und von denselben kommen 2 auf die Beriihrung von R und 6' 4 und die 
3 anderen auf die Beriihrung von R 2 und C i . „Ist der Pol P insbe- 
sondere ein Wendepunct der Basis, so zerfallt auch nooh der 
Kegelschnitt J? 2 in zwei Geraden, SB+Di, namlich in die zuge- 
horige Wendetangente SB der Basis und in irgend eine andere 
Gerade 91, und da auch schon R auf der Tangente liegt, so muss 
also in diesem Falle R 3 aus der doppelten Wendetangente S3 
und aus einer (nicht durch P gehenden) Geraden 9t bestehen.“ 
„ Ist ferner der Pol insbesondere einer jener 32 Schnitte P° der 
Basis und der obigen Curve P 10 (§ 17), so besteht R 3 wiederum 
aus der doppelten zugehorigen Tangente (§ 17) und aus 
irgend einer Geraden 9t“ Namlich von den 12 Puncten a fallen liier 
6 in P, zwei andere sind die ausseren Endpuncte von SI, und die vier 
iibrigen liegen in der Geraden 91. „Bei diesen beiden besonderen 
Fallen ist die Gerade 91 der j edesmaligen Tangente SB oder 5" 
der Basis, welche zugleich die dritte Polare des Poles in Be- 
zug auf die Basis ist, parallel." 

„Liegt der Pol P in der Curve P 10 , wobei die Polare J 3 aus 
besteht (§ 17), so zerfallt auch die Curve R 3 in P a +£„, 
so dass also in diesem Falle J 8 und R 3 die D oppelsehne S„ zurn 
gemeinsamen Bestandtheil haben; ferner. ist dabei die Polare 
des Poles P in Bezug auf den Kegelschnitt R 2 , etwa R\ mit der 
dritten Polare A 1 desselben Pols in Bezug auf die Basis pa- 
rallel; und zwar sind beide, R 1 und A\ mit der Doppelsehne 
S 2 parallel." 

III. Bei der Basis 6 1 5 gehen durch jeden Pol P je 10 Sehnen S, 
deren 20 Endpuncte a in der Polare J i liegen, die den Pol zum Mittel- 
punct hat. Nun wird die Basis von den 10 5 in noch 10.3 = 30 ande- 
ren Puncten a und die Polare J 4 wird von denselben in noch 10.2 = 20 
neuen Puncten a , geschnitten, und zwar sind die letzteren ebenso paar- 
weise Gegenpuncte in Riicksicht des Mittelpunctes P, wie jene 20 Puncte a. 
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„Durch die 30 Puncte a konnen unzahlige Curven sechsten 
Grades, R 6 , gehen.“ Jede solche Curve schneidet die 10$, ausser in 
den 30a, in 10.3 = 30 neuen Puncten a 1 . 

„Solche 30 Puncte a x liegen jedesmal mit jenen festen 
20 Puncten a t zusammen in irgend einer Curve fiinften Gra- 
des, etwa C s r “ Demnach gehen durch die 20 Puncte a x gerade eben- 
so viele Curven C \ , wie durch jene 30 Puncte a Curven R 6 moglich sind; 
mittelst der 30 Puncte a x bestimmen sie einander gegenseitig, so dass 
jeder durch die 30 a gehenden Curve i? 6 eine durch die 20 a x gehende 
bestimmte Curve C\ entspricht, und auch umgekehrt. Die Curve R Q 
hat zu der ihr entsprechenden Curve C\ und zu der Basis C 5 
vollig gleiche Beziehung. Die inneren Polaren des Poles P in 
Bezug auf die Curven C 5 und C\ sind eine und dieselbe Curve 

Aus einera friiheren Satze (§ 14. II, 2) kann man schliessen: Dass 
durch die 25 gemeinschaftlichen Puncte der beiden- Curven C'° 
und Cl allemal noch eine solche dritte Curve gleichen Grades, 
etwa Cl , geht, welche den Pol P zum Mittelpunct und somit 
zugleich zum Wendepunct hat. Und dass ferner, wenn man 
sich zwischen denselben zwei Curven C 5 und C\ die durch den 
Pol P gehenden 25 Wechselsehnen bb x denkt, von deren End- 
puncten namlich der eine in der einen und der andere in der 
anderen Curve, die Mitte der Sehne aber in P liegt, alsdann 
die 50 Endpuncte dieser Sehnen ebenfalls in einer solchen 
Curve fiinften Grades, etwa B\ liegen, welche P zum Mittel- 
punct hat. 

IV. Bei der Basis C 6 gehen durch jeden beliebigen Pol P je 15 Seh- 
nen S, deren 30 Endpuncte a in der Polare / 5 liegen, welche den Pol zum 
Mittelpunct und zugleich zum Wendepunct hat. * Die Basis wird von den 
15 S noch in anderen 15.4 = 60 Puncten a und die Polare J 5 wird von 
denselben, ausser in P selbst, noch in 15.2 = 30 neuen Puncten a x ge- 
schnitten, welche paarweise Gegenpuncte in Rucksicht des Mittelpunctes 
P sind. 

„Durch die 60 Puncte a konnen Curven zehnten Grades R 10 
gehen. C£ Jede dieser Curven schneidet die 15 S in neuen 15.6 = 90 
Puncten a x . 

„Solche 90 Puncte a 1 liegen jedesmal mit jenen festen 30 
Puncten a x zusammen in irgend einer Curve neunten Grades it^, 
welche mit der Polare J s den Wendepunct P sammt der zuge- 
horigen Wendetangente gemein hat.“ — [Bertihren die Curven 
und J 5 einander im Pol P nicht hoher als dreipunctig? Kann die Curve 
R ] nicht in zerfallen? Oder konnen durch die 30 Puncte a x nicht 

auch Curven sechsten Grades, (7®, gehen? Jede solche Cl schnitte alsdann 
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die 15 S in neuen 60 Puncten a', und diese 60 a' lagen mit den festen 
60a in, einer Curve R 10 , welche die 15 £ in noch 15.2 = 30 anderen 
Puncten a" schnitte , und diese 30a" mussten sodann in einer Curve C 3 
liegen, welche mit J 5 den Wendepunct P nebst der zugehorigen Wende- 
tangente gemein hatte oder sie noch hoher beriihrte.] 

V. Bei der Basis C 7 gehen durch jeden Pol P je 21 Sehnen S, deren 
42 Endpuncte a in der Polare J 6 liegen, die den Pol zum Mittelpunct 
hat. Die Basis wird von den 21 S noch in 21.5 = 105 Puncten a und 
die Polare wird von denselben noch in 21.4 = 84 Puncten a, geschnitten. 
Die in jeder Sehne S liegenden 4 Puncte a 1 bestehen aus zwei Paar Ge- 
genpuncten in Rucksicht der Polare J 6 und ilires Mittelpunctes P. 

„Durch die 105 Puncte a konnen Curven funfzehnten Gra- 
des, R 1S , gehen." Jede dieser Curven schneidet die 21 S in neuen 
21.10 = 210 Puncten a,, und 

„Solche 210 Puncte a, liegen jedesmal mit jenen festen 
84 Puncten <x l zusammen in irgend einer Curve vierzehnten 
Grades Ry.“ In Rucksicht dieser Curven und des Poles findet dasEigen- 
thumliche statt: „Dass die innere Polare, J\ 3 , des Poles P in Bezug 
auf jede Curve R]* in zwei Theile zerfallt, wovon der eine alle- 
mal die vorgenannte Polare J\ der andere aber irgend eine 
Curve J 7 ist, welche gleichfalls den Pol zum Mittelpunct (unci 
zugleich zum Wendepunct) hat.“ — [Konnen hierbei nicht auch an 
die Stelle der Curve R\' zwei solche Curven siebenten Grades, etwa 
C i + C'l , treten, wovon die eine in Rucksicht der zwei Paar Gegenpuncte a 
in jeder Sehne S je durch das eine und die andere durch das jedesmalige 
andere Paar geht.P Welche Paare in Betracht aller 21 Sehnen gehoren 
zusammen, oder wieviele Aenderungen sind dabei moglich? U. s. w.] 

Analoge Eigenschaften, wie bei den beiden letzten Beispielen (IV) 
und (V), finden auch bei den allgemeinen Basen P 2 ." und statt. 


I. Ist in einer Ebene ein Curven -Biischel m tm Grades, B(0“), mit 
m 2 Grundpuncten p gegeben (vgl. die vorhergeh. Abhandlung), so gehen 
duich jeden in der Ebene beliebig gewiihlten Pol P riicksichtlich jeder 
einzelnen Curve C m ein bestimmtes System von 1) Sehnen S, 

deren m(m — 1) Endpuncte a in der zugehorigen inneren Polare J m ~ l liegen, 
jj^kllc inneren Polaren, die domselben Pol P in Bezug auf 
die einzelnen Curven des gegebenen Curven-Biischols B(G m ) eut- 
sprechen, bilden unter sich gleicherweise einen Curven-Buschel 
BtJ™- 1 ) mit (m—iy Grundpuncten q und haben den Pol zum ge- 
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meinsamen Mittelpunct; zudem sind ihre Grundpuncte q paar- 
weise Gegenpuncte, etwa q und g l5 in Riicksicht des Mittel- 
punctes P \ so dass also die Polaren sammtlich — l) 2 Selmen 
qq L gemein haben.“ In deni Ealle, wo m — 1 und damit auch (m — l) 2 
ungerade ist, liegt der unpaare oder einzelne Punct g, der g 0 heissen mag, 
im Pol P selbst, und die Zalil der Seknen qq 1 wird dabei nur durcli die 
in dem Ausdrucke ^(pn — l) 2 enthaltene ganze Zalil angezeigt. 

„Die gesammten Asymptoten A s aller gegebenen Curven 
B(C m ) umhiillen eine Curve (2m— l) ter Classe und 4(m— l) ten 

Grades, welche die Gerade £?« zur 2(m— l)fachen Tangente hat; 
so dass also durcli jeden gegebenen Pol P im Allgemeinen 
2m — 1 Asymptoten A s gehen, dagegen aber nachjedem in lie- 
genden Puncte Q oder nachjeder gegebenen Richtung nur je eine 
Asymptote A s geht, somit keine zwei parallel sein konnen.“*) 

Werden die Endpuncte aller jener Systeme Sehnen, welche demselben 
Pol in Bezug auf alle gegebenen Curven entsprechen, zusammengefasst, so 
ergiebt sich der folgende Satz: 

„Die Endpuncte a aller Systeme Sehnen £, die irgend einem 
und demselben Pol P in Betracht aller einzelnen Curven des* 
gegebenen Curven-Biischels B(C m ) zugehoren, liegen zusammen 
in einer Curve (2m — l) ton Grades, J 2m ~\ welche den Pol P zum 
Mittelpunct und die durch denselben gelienden 2m — 1 Asymp- 
toten A a von einzelnen der gegebenen Curven auch selbst zu 
Asymptoten hat, so dass sie diese Curven in den unendlich 
entfernten Puncten der respectiven Asymptoten beriihrt, 
und welche ferner sowohl durch die m 2 Grundpuncte p des ge- 
gebenen Curven-Biischels, als auch durch die (m — l) 2 Grund- 
puncte q des Biiscliels innerer Polaren, P(J m—1 ), desselben Poles 
in Bezug auf jenen gegebenen Curven-Buschel geht.“ Diese 
Curve J" 2 ™- 1 soli „innere Panpolare w des Poles P in Bezug auf den 
gegebenen Curven-Buschel B(G m ) genannt werden. Da dieselbe immer 
von ungeradem Grad ist, 2m — 1, so geht sie stets durch ihren eigenen 
Mittelpunct P und hat ihn zugleich zum Wendepunct. 

Unter den unendlich vielen Sehnen S, welche in Betracht aller ge- 
gebenen Curven durch den jedesmaligen Pol P gehen, giebt es allemal 


*) „Werden die gegebenen Curven B(C m ) von einer beliebigen Ge- 
raden G geschnitten, und denktman sich in den S chnittpuncten an die- 
selben TangentenA gelegt, so umhiillen diese Tangenten gl eicherweise 
eine Curve (2m — l)*er Classe A^m—i und 4(»!-l) te » Grades, welche die 
Gerade G zur 2(m— l)fachen Tangente hat.“ Dieser Satz ist einer in der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin gelesenen Abhandlung entnommen. (Vgl. die vor- 
hergehende Abhandlung, S. 495.) 
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einzelne solche besondere Sehnen, welcbe in ihrem einen Endpuncte die 
zugehorige Curve beriihren, statt schneiden. Jede solche Tangenten-Seke 
soli durch S 0 und ihre Endpuncte durch a und a 0 , namlich der genannte 
Beriihrungspunct durch a 0 bezeichnet werden. (In speciellem Falle konnen 
beide. Endpuncte Beruhrungspuncte werden.) 1st S 0 insbesondere eine 
Asymptote A s der zugehorigen Curve C m , so ist a 0 nicht mehr allein als 
Beriihrungspunct anzusehen, sondern in diesem Falle hat man sich auch 
a in dem unendlich entfernten Beruhrungspuncte a x der A s zu denken, 
und zwar a 0 nach der einen und a nach der entgegengesetzten Richtung, 
so dass beide vereint den Beriihrungspunct bilden, und dennoch gleich 
weit vom Pol P abstehen. Demnach ist jede Asymptote A s einer 
Curve O inRiicksicht jedes in ihr angenommenen Poles P alle- 
mal als eine Tangenten-Sehne S 0 anzusehen, deren beide End- 
puncte a und a 0 jedoch als in ihrem Beruhrungspuncte a x ver- 
einigt, aber als nach entgegengesetzten Richtungen liegend zu 
betrachten sind. 

„Durch jeden Pol Pgehen im Allgeme.inen 3m(m— 2)-t-2ra— 1 
Tangenten-Sehnen S 0 , die jedoch von zweierlei Art sind; niim- 
lich. 1) 2m 1 derselben bestehen aus den vorgenannten, 
durch den Pol P gehenden Asymptoten A s einzelner gegebenen 
Curven (den Asymptoten der Panpolare), so dass ihre End- 
puncte in den respectiven Beriihrungspuncten vereint 
liegen, 2) dagegen sind die 3 m(m — 2) iibrigen eigentliclie 
Tangenten-Sehnen S 0 , deren Endpuncte a und a 0 verschieden 
und nicht im Unendliclien liegen; die 3m(m— 2) Beriihrungs- 
puncte a 0 der letzteren liegen allemal .mit den m 2 Grund- 
puncten p des gegebenen Curven-Biischels zusammen in irgend 
einer Curve 2(m-l)^ Grades, A**-*, welche die zugehorige 
Panpolare J 2m 1 in ihrem Mittelpuncte P beruhrt.“ Die Curven 
A 2 o m ~ 2 und schneiden einander in den 3m(m—2) Puncten 

% sowie in den m 2 Puncten p und beriihren sich in P zwei- 
punctig; was zusammen gerade die voile Zahl ihrer gemein- 
schaftlichen Puncte 2(m— l)(2m— 1) ausmacht. 

__ Eine gegebene Curve C m werde von einer Tangente S 0 im Puncte a 0 
beruhrt und nebstdem in m — 2 Puncten a geschnitten; man bezeicke 
die Mitte jeder Strecke aa 0 durch 9P, so hat man in jedor Tangente 
m— 2 Puncte 9P und der Ort aller dieser Puncte wird irgend eine Curve 
,v tea Grades, 30P, sein, welche jedoch aus den m Asymptoten A s der ge- 
gebenen Curve ' C m und aus einer eigentlichen Curve Qe — m) te " Grades, 
501* m , besteht, so dass, wenn man x — m = y setzt, 

^k x = W-\-m.A s 

ist. So gehort also zu jeder Curve C m eine Ortscurve 5QP. 
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?) Die zu alien Curven eines gegebenen Curven-Biischels 
B(C rtl ) gehorige Scbaar Ortscurven £(9 01 y ) bedecken die ganze 
Ebene dergestalt, dass durch jeden Pol P im Allgemeinen 
3 m(m — 2) derselben g e h e n. “ Es gelien namlich ebenso viele Tan- 
genten-Sehnen durch jeden Pol, ausser den 2 m — 1 Asymptoten. In dem 
speciellen Falle, wo m = 3, ist ?/ = 15, und: Bei einem gegebenen 
Curven-Biisehel dritten Grades, B(C Z ), gehen von der Schaar 
zugehoriger Ortscurven £(9JJ 15 ) durch jeden PolPje 9, sowie 
nebstdem je 5 Asymptoten A s von einzelnen der gegebenen Curven. 
[1. Den Grad, y, der Ortscurve allgemein zu bestimmen. 2. Die En- 
veloppe der S0)V J ) zu finden.] 

Unter den durch irgend einen Pol P gehenden unendlich vielen 
Sehnen S der gegebenen Curven B(C m ) giebt es ferner auch solche be- 
sondere, die @ statt S heissen sollen, in deren Endpuncten a und die 
Tangenten 21 und 2l 1 der zugehorigen Curve S m (statt C m ) parallel sind, 
und wobei also diese Curve in den Endpuncten der Sehne sowolil von 
ihrer inneren Polare 3 771-1 (statt J 771 " 1 ) als auch von der Panpolare e7 2m-1 
beriihrt wird. Es giebt fiir jeden Pol P im Allgemeinen (3m — l)(m — i 2)+-J- 
solche besondere Sehnen ©, oder im engeren Sinne nur (3m— l)(m— 2), 
indem der Bruch % die Tangente der durch P gehenden Curve C m anzeigt, 
bei welcher a und a x sich in P vereinigt haben und die genannten drei 
Curven einander nur noch in diesem einen Puncte P beriihren. Als der- 
gleichen uneigentliche Sehnen @ machen sich ferner auch die durch P 
gehenden 2m— 1 Asymptoten A s geltend, in deren Puncten die zu- 
gehorigen beiden Curven C m und J m ~ x einander ebenfalls beriihren und 
zugleich von der Panpolare beriihrt werden. Ausserdem beriihrt die Pan- 
polare J 2m-1 in jedem der m 2 Grundpuncte p irgend eine Curve C m , aber 
nicht auch zugleich deren Polare und ebenso beriihrt dieselbe in 

jedem der (m — l) 2 Puncte q irgend eine der Polaren 1 B(J m-1 ), aber nicht 
auch deren Basis C m . Also: 

„Durch jeden Pol P gehen im Allgemeinen (3m — l)(m — 2) 
eigentliche Sehnen in deren Endpuncten a und die Tan- 
genten St und SJC 1 parallel sind und die jedesmalige Curve 
sowohl von ihrer inneren Polare S m_1 . a ^ s ^^ c h von der Pan- 
polare J 2m-1 beriihrt wird. cc Oder: „Unter den jedem Pol P ent- 
sprechenden inneren Polaren ) giebt es je (3m l)(m 2) 

solche, 3 m-1 , welche ihre Basis, 6>, in zwei Puncten beruhren.“ 
Oder: „Die Panpolare J 2 ^ 1 jedes Poles P beriihrt je (3m— l)(m— 2) 
der gegebenen Curven B(C m ) in je zwei Puncten a und welche 
stets Gegenpuncte in Riicksicht des Poles sind, und sobald 
dieselbe eine der gegebenen Curven in irgend einem Puncte a 
beriihrt, der weder in der Geraden G- M liegt, noch einer der m 
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Puncte p ist, so beriihrt sie dieselbe nothwendig noch in einem 
anderen Puncte a,, und zwar im Gegenpuncte von jenem in 
Riicksicht auf den Pol P.“ Dabei kann in Betracht einer einzelnen 
gegebenen Curve auch noch das bemerkt werden: „Liegt der Pol P 
in einer Asymptote J s einer Curve C"‘, so beriihrt seine innere 
Polare P'- 1 die letztere im unendlich entfernten Puncte a ■ 
der A s “ 

In jeder einzelnen Curve C m miissen alle solche Selinen (g, in deren 
Endpnncten a und a x die Tangenten'St und 2^ parallel sind, irgend eine 
Curve 2 / ter Classe, umliiillen, und ebenso muss, wenii man die Mitte 
jeder Sehne <3 durch 91 bezeichnet, der Ort alter 91 irgend eine Curve 
x ten Grades, 91% sein. In dieser Hinsicht gelioren alsdann zu den Curven 
des gegebenen Biischels B(C m ) zwei Schaaren Ortscurven, S(&) und S(SIP 

„Die Schaar Ortscurven &(9P), welche zu dem gegebenen 
Curven-Biischel B(C ‘" ) gehoren, iiberziehen die ganze Ebene 
dergestalt, dass durch jeden beliebigen Pol P im Allcreinei- 
nen je (3m— l)(m— 2) derselben gehen.“ Fiir den speciellen Fall 
wo on = 3, sind nach dem Obigen (§ 15) die Curven & und 91- 
und 9l 13 , und in Riicksicht des Curven-Btischels B(C S ) gehen durch ieden 
Punct P dor Ebene je 8 Ortscurven 91 )a . [1. Die Classe y und den Grad 
x der beiden Ortscurven allgemein zu bestimmen. 2. Die Envelonnen 
von S(&) und 3(91*) zu finden.] PP6U 

JWird mit der inneren Panpolare zugleich auch die iiussere Panpolare 
■ „ ! ( ver S' L cL vorhergeh. Abhandl.) desselben Poles in Bezug auf den 

namlichen gegebenen Curven-Biischel betrachtet, so fin'det sich foDende 
gegenseitige Beziehung derselben (vergl. § 13, II.) : G 

»Die beiden Panpolaren A 2m ~ i und J 2 »‘~ * jedes Poles Pin 
Bezug auf den gegebenen Curven-Biischel B(C m ) haben mit 
der Geraden die namlichen 2m— 1 Puncte a a gemein so 
dass ihre Asymptoten paarweise parallel sind; ferner’be- 
ruhren sie emander im Pol P und ihre iibrigen gemeinschaft- 
lichen Puncte bestehon aus den m 2 Grundpuncten p und aus 
den obigen 3m (m 2) Beruhrungspuncten « 0 der sogenannten 
1 angenten-Sehnen $ 0 ; was zusammon richtig die voile Zahl 
ihrer gemeinschaftlichen Puncte, (2m-l)(2m-l), betragt." 
Wird der Pol P msbesondere in einem der Grundpuncte 
p angenommen, so wird or ein dreifacher Punct von jeder der 
beiden 1 anpolaren, und zwar beriihren die durch ihn gehen- 
den beiderseitigen drei Curven-Z weige einander paarweise 
m ihm.“ 

II. Riicksichtlich des Biischels innerer Polaren B(J m ~ 1 ') sind unter 
anderen noch lolgende Umstande beachtenswerth. 
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Da die Curven irgend eines Biischels « tea Grades, B(C X ), insgesammt 

l) 2 Doppelpuncte haben, und da sich unter denselben je 2 (x 1) 
solche befinden, welche irgend eine gegebene Gerade G beriibren (vergl. 
d. vorliergeh. AbbandL), so mussen also aucb die Polar en ) 

jedes Poles P in Bezug auf den gegebenen Curven-Biiscbel 
B(C m ) allemal im Ganzen 3 (to — 2) 2 Doppelpuncte entlralten, 
und es miissen je 2 (to— 2) derselben jede gegebene Gerade, 
also namentlich auch die Gerade G«, beruhren. 

Daraus ist zunachst zu entnehmen, dass es in Betraclit jeder einzelnen 
Curve O auclr solche Pole P geben muss, deren innere Polaren J m ~ x 
Doppelpuncte haben;. und zwar mussen diese Doppelpuncte im Allge- 
meinen paarweise vorhanden sein, namlich als Gegenpuncte in Rucksicht 
des Poles oder Mittelpunctes P der jedesmaligen Polare J m ~ l (§ 9, II.); 
nur wenn ein Doppelpunct insbesondere im Mittelpunct P selbst, oder 
wenn er in der Geraden liegt, steht er als einzeln da. Von jeder 
Curve, etwa Jf~\ welche einen Doppelpunct p„ auf der Geraden G m 
hat, kann man sagen, sie beriihre diese Gerade in demselben; und wenn 
die' Curve einen Mittelpunct 1\ hat, so kann man umgekehrt behaupten, 
sie lconne die Gerade (?„ im Allgemeinen nur in diesem Sinne be- 
riihren, dass sie einen auf derselben liegenden Doppelpunct hat. Da nun 
aber mit der inneren Polare Jf- 1 auch zugleich die aussere Polare Ay- 1 
desselben Poles P, die Gerade im namlichen Puncte beriihrt, so 
folgt also : 

„Dass der Ort desjenigen Poles P,, dessen innere Polare 
jy> i-i i n Bezug auf die gegebene Basis C m die Gerade (?„ be- 
ruhrt und somit einen auf ihr liegenden einzelnen Doppel- 
punct p„ hat, eine bestimmte Curve 2(m— 2) ten Grades P 2 , m “ 4 
und (to— l) t,!r Classe D m ~ x ist; niimlick diese Curve ist die 
(jfi — Polare der Geraden (?„ in Bezug auf die Basis C m , 
oder die Enveloppe aller Durchmesser D der letzteren." 

In den Mittelpunct oder Pol P kommt vornehmlich dann ein ein- 
zelner Doppelpunct der Polare zu liegen, wenn to ungerade, gleich2v 1 ist, 
und P in der Basis C m = C 2r ~ 1 selbst liegt, . so dass also fur diesen Fall 
die Basis als Hauptbestandtheil seines Ortes anzusehen ist. Dabei sind 
alsdann die gegenseitigen Schnitte der beiden Curven P- } "‘ 4 und C"‘ solche 
besondere Pole P, deren Polaren zwei vereinzelte Doppelpuncte, und 
P, haben. Uebrigens kann der Mittelpunct P insbesondere auch ein mehr 
als zweifacher Punct der Polare J m ~ x werden, jedoch nur nach Maass- 
gabe der zwei Zalilformen von to, nur so, wie bereits oben (§ 1) ange- 
geben worclen. 

Ausser diesen speciellen Fallen, wobei die Polare einen vereinzelten 
Doppelpunct hat, muss es nun in Bezug auf die gegebene Basis G m auch 
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solche Pole geben, die P 2 lieissen sollen, deren innere Polaren ein 

Paar (oder insbesondere auch mehrere Paare) Doppelpuncte, p 2 und p' 
haben, welche dann stets Gegenpuncte in Riicksicht des Poles sind* und 
zwar muss cler Ort aller soldier Pole irgend eine Curve «# ten Grades P x sein 

Hieruach gehoren also zu der gegebenen Curve C m im Allgemeinen 
zwei solche Ortscurven P 2 "'- 4 und P* wovon die erste alle diejenigen 
Pole P, enthalt, deren Polaren J"'” 1 einen auf der Geraden G m liegondeu 
einzelnen Doppelpunct haben, die andere, unbekannte Curve cl age gen alle 
diejenigen Pole P^ enthalt, deien Polaren J * Paare von Goppelpuncten 
haben. Die 2 (to— 2)Xa gemeinschaftlichen Puncte beider Ortscurven 
sind solche besondere Pole, welche beide Eigenschaften zugleich besitzen. 
In dem Falle, wo m= 2v— 1, hat femer auch jede innere Polare, deren 
Pol in der Basis G’ 2 ”- 1 selbst liegt, in diesem Pol einen einzelnen Doppel- 
punct. 

In dieser Hinsicht gehoren demnach zu alien Curven eines gegebenen 
Curven-Buschels P(G'™) im Allgemeinen sowohl eine Schaar Ortscurven 
P 2 "‘ 4 oder £(Pf“- 4 ), als auch eine Schaar Ortscurven P* oder S(P*\ 

Da nun unter dem Biischel Polaren jedes Poles P in Bczug 

airf den gegebenen Curven-Biischel B(C m ) sicli 2 (to— 2) solche bolinden 
welche die Gerade G m beriihren, also 2 (to — 2) solche Polaren J m ~' 
welche einzelne Doppelpuncte auf G„ haben; und da der Biisolicl 
B(J m >) lmGanzen 3 (to— 2) 2 Doppelpuncte enthalt, so blciben also noch 
3 (to — 2) 2 — 2 (to — 2) = (to— 2)(3m— 8) 
solche Doppelpuncte iibrig, welche nicht im Unendlichen liegen, und welche 
somit paarweise einzelnen Polaren J"‘~ l angehoren nitisson. Die Anzahl 
dieser Polaren J" l ~ l ist daher ' 


= \(m — 2)(3m — 8), 

msofern namlich diejenigen unter ihnen, welche insbesondere mehrere Paare 
oppelpuncte haben, ebenso oft gezahlt werden, als sie Paare enthalten 
fur den Fall, wo to = 2v— 1, ist die Zahl der Polaren J"‘~ l 

== 2(v 2)(3v 4)-f— 

wo der Bruch | diejenige besondere Polare, etwa J"‘~\ anzoigt welche 
einen einzelnen Doppelpunct im Pol P selbst hat, und welche' der dumb 
P gehenclen Curve G~ v 1 (= 6 W< ) zugehort. 

Diesen Angaben gemass ist nun auch bestimmt, wicvicle von jenen 
genannten Ortscurven durch den jedesmaligen Pol gehen, namlich: 

„me zu dem gegebenen Curven-Biischel gohoriecn 

zwei Schaaren Ortscurven, S(P *»«-*) und S(P*), bodecken die 

fsss^r Art> 

2(m 2) .Curven P, 2m-4 und 8) Curven P* 


iiber darauf bezugliche Eigenschaften allgemeiner Curven. 569 

g eh en.“ Wennm=2v— lunddanachdieletzteZahlgleich2(v — 2)(3v — 4)-|-^ 
ist, so gehen 2 (v — 2)(3v — -4) Curven P* durch P und der Bruch •£■ zeigt 
diejenige unter den gegehenen Curven an, welche durch P geht. 

Es wird zur Erlauterung dienen und auch an sicli nicht ohne Inter- 
esse sein, wenn wir die ausgesprochenen allgemeinen Eigenschaften bei 
den einfachsten Beispielen, wo der gegebene Curvenblischel nur vom 
dritten, vierten und funften Grad ist, etwas naher betrachten. 

A. Bei einern gegebenen Curven-Btischel dritten Grades, P(C 3 ), 
finden keine Ortscurven P% statt, was auch der Ausdruck 2 (v — 2)(3v — 4) 
richtig anzeigt, indem er gleicfi 0 wird, wenn v = 2 ist ; wogegen der Bruch 
\ bleibt und die durch den Pol P gehende Curve 6’ 3 anzeigt. Jede der 
anderen Ortscurven Pf™ -4 wird hier ein Kegelschnitt Pf, und zwar der- 
selbe, welcher schon oben (§ 15) betrachtet und durch E 2 bezeichnet 
worden. Die inneren Polaren jedes Poles P in Bezug auf den gegebenen 
Curven-Btischel B(C Z ) bilden einen Kegelschnitt-Btischel P(J 2 ) mit 4 Grund- 
puncten q; dieselben enthalten im Ganzen 3(3 — 2) 2 = 3 Doppelpuncte, 
von welchen 2(3— 2) = 2 auf der Geraden G * liegen, und einzelne Doppel- 
puncte zweier besonderen Polaren J\ sind, der dritte dagegen liegt im 
Pol P selbst und ist Doppelpunct der besonderen Polare J\ , welche der 
durch P gehenden Curve C z entspricht. Jede der beiden Polaren J\ 
besteht aus zwei parallelen Geraden J und J 13 die gleich weit vom Pol 
P abstehen, und die Polare J* besteht aus zwei sich in P schneidenden 
Geraden (Sehnen) S und S 1 (§ 15). Demnach sind die 4 Grund- 
puncte q des Biischels Polaren B(J 2 ) allemal die Ecken eines 
P arallelogramms, welches die Geraden S und S t zu Diago- 
nalen und die zwei Paar' Geraden J und J l zu Gegenseiten 
hat; und die zu dem gegebenen Curven-Btischel P(C 3 ) geho- 
ri.ge Schaar Orts-Kegelschnitte G(P, 2 ) erftillt die ganze Ebene 
doppelt, so dass durch jeden Punct P je zwei Kegelschnitte 
P] gehen. 

B. Bei einem gegebenen Curven-Btischel P(C 4 ) sind die zugehorigen 
Ortscurven P% vom zehnten Grad und sechsunddreissigster Classe (§ 17), 
also Pf = P*°; die anderen Ortscurven Pf m " 4 = D m ~ l sind vom vierten 
Grad P\ und dritter Classe D\ Die irgend einem Pol P entsprechenden 
inneren Polaren bilden einen Btischel P(J 3 ) mit 9 Grundpuncten q und 
haben im Ganzen 3(4 — 2) 2 ==12 Doppelpuncte. ^on den 9 Puncten q 
liegt einer, etwa q o: im Pol P selbst und die 8 iibrigen bestehen aus 
4 Paar Gegenpuncten q und q x rucksichtlich des Poles, so dass sie die 
Endpuncte von 4 gemeinschaftlichen Sehnen S der Polaren B(J A ) sind. 
Von den 12 Doppelpuncten liegen 4 auf der Geraden G w und sind ein- 
zelne Doppelpuncte von 4 besonderen Polaren J 3 n dagegen sind die 8 
iibrigen paarweise Doppelpuncte, und p' 2 , von vier besonderen Polaren 
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J\ und zugleich Gegenpuncte in Biicksicht des Poles P. Jede der 4 letz- 
teren Polaren muss aus J 2 4-/S, bestehen (§ 17), und zwar muss der 
Kegelschnitt J 2 durch je drei Paar Grundpuncte q und q l und die Doppel- 
sehne S r muss durch das jedesmalige vierte Paar gehen, also auf eiue 
der 4 Sehnen S fallen; und da nun das zugehorige Paar Doppelpunote 
aus den gegenseitigen Schnitten von J 2 und S a besteht, so liegen also 
in jeder der 4 Doppelsehnen S a (oder auch der 4/S) sowohl ein Paar 
Doppelpunote p,, und p,, als auch ein Paar Grundpuncte q und q des 
B(J*), sowie auch jede derselben durch den neunten Grundpunct q 0 (oder 
Pol P) geht. Yon den zu dem gegebenen Curven-B'uschel B(G i ) 
gehorigen zwei Schaaren Ortscurven, S(P 4 ) und S(P\°) X be- 
deckt jede die ganze Ebene vierfach, d. h. durch jedenPunct 
P der Ebene gehen sowohl 4 Curven Pf als auch 4 Curven P 10 . 
Jede Ortscurve P‘° hat 9 dreifache Puncte P 3 (§ 17); der Ort dieser 
Puncte rficksichtli-ch aller Ortscurven /S(P’°) ist eine Curve 
sechsten Grades P‘, welehe insbesondere auch durch die zu 
dem gegebenen Curven-Buschel B(C' 4 ) . gehorigen 27 Doppel-' 
puncte geht. 

C. Bei dem gegebenen Curven -Biischel 7i(6' 5 ) bilden die Polaren 
jedes Poles P einen Biischel mit 16 Grundpuncten q und im Ganzen 

mit 3(5— 2) 2 = 27 Doppelpuncten; es befmden sich unter denselbon 
2(5— 2) = 6 solche, J , 4 , welehe einen einzelnen Doppelpunct p M auf der 
Geraden (?„ haben, und ferner 2(3— 2)(3.3— 4) = 10 solche, J 4 , welehe 
ein Paar Doppelpunote p 3 und p' a haben, die Gegenpuncte rucksielitlich 
des Poles P sind, und endlich noch eine solche, J*, welehe einen ein- 
zelnen Doppelpunct im Pol P selbst hat, was zusammen die 27 IJoppel- 
puncte ausmacht. Dem entsprechcnd gehen also von den zu dem goge- 
benen Curven-Biischel gehorigen Ortscurven S(P‘) und S(P*) durch jeden 
Pol P cinerseits je 6 Curven P, 6 (= IP) und andererseits je 10 Curven P*. 

Die 16 Grundpuncte q des Biischels P(.P) bestehen aus 8 Paar Ge- 
gonpuncten q und q t , oder sie sind die Endpuncte von 8 gemeinscliaft- 
lichen Sehnen S dieses Biischels. Die besondere Polare J\ kaim moglielier- 
woise aus J 3 H-/S a bestehen (§ 19), wobei sie alsdann drei Doppelpunote 
hat, die gegenseitigen Schnitte von J 3 und S.,, wovon der cine, als ein- 
zelner, in P liegt und die zwei andoron ein Paar Gegenpuncte sind; femur 
geht dabei die Curve J 3 durch 6 dor 8 Paar Grundpuncte q und q und 
die beiden iibrigen Paare liegen in der Doppelsehne S a , so dass also die 
lotztere zugleich eine gemeinschaftlichc Doppelsehne aller Polaren 1?(,/ 4 ) 
ist. Diesc speeielle Polare J 3 -\-S 2 vertritt zugleich eine der 10 Polaren 
J J. Es kann ferner moglicherwoiso eine der 10 Polaren J\ aus J‘‘ und 
J] bestehen (§ 19), wobei sodann von diesen zwei Kegelschnitten der cine 
durch irgend 4 Paar Grundpuncte q und q x und der andere durch die 
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tibrigen 4 Paare geht, und wobei die gegenseitigen 4 Schnitte von J 2 und 
J\ zwei Paar Doppelpuncte p 2 und p' 2 sind, so dass also diese specielle 
Polare fur zwei Polaren J\ zahlt, und dass die ihr entsprechende Ortscurve 
P* den Pol P zum Doppelpunct baben muss. — Hierbei kann gefragt 
werden: a. Welches ist in Bezug auf den gegebenen Curven-Buschel 
B(C b ) der Ort des Poles, fur welchen die besondere Polare aus J 3 H~$ 3 
besteht? (hochstens vom fiinfzigsten Grad), b. Welches ‘ist der Ort des 
Poles, fur welchen eine der 10 Polaren J\ aus besteht? oder welches 

ist der Ort der Doppelpuncte aller Ortscurven S(P%)? 

In Betreff der obigen allgemeinen Betrachtung sind unter anderen 
folgende Aufgaben zu stellen: 

1. Den Grad x der Ortscurve Pj allgemein zu bestimmen, 
d. h. fiir jede Basis C m . 

2. Die Enveloppe der zu einem gegebenen Curven-Buschel 
B(C m ) gehorigen Schaar Ortscurven S(P*) zu finden; und 

B. Die Enveloppe der zu demselben Curven-Buschel ge- 
horigen Schaar Ortscurven S(P 2m ” i ) = S(D m ~ v ) zu finden. Hierbei 
will ich bemerken, dass diese Curvenschaar in der Hinsicht, dass sie 
(on — l)ter Classe ist und durch jeden Punct P der Ebene je 2 (on — 2) 
derselben gehen, auffallende Uebereinstimmung mit einem Curven-Buschel 
gleicher Classe P(A' Wi " 1 ) und mit (on — l) 2 * gemeinschaftlichen Tangenten 
hat, indem auch Her durch jeden Punct der Ebene je 2 (on — 2) Curven 
K m ~ i gehen; dagegen sind diese Curven K m_ “ 1 vom (on — 1) (on — 2) ten Grad, 
wahrend jene D' w_1 nur vom 2(m— 2) ten Grad, gleich P^ m ” 4 , sind. Der 
B(K m ~ l ) ist durch \m(m^rV ) — 2 gegebene. Tangenten bestimmt. 


§ 22 . 

I. Die innere Panpolare kann unter geeigneten TJmstanden auch in 
Theile zerfallen, wie aus Folgendem erhellen wird. 

Befindet sich unter den Curven des gegebenen Biischels B(C m ) ins- 
besondere eine solche, etwa welche einen Mittelpunkt C 0 hat, und 
wird dieser Mittelpunct als Pol angenommen, so zerfallt die innere Pan- 
polare nothwendig in die Curve C™ und in eine bestimmte Curve Z™- 1 , . 
so dass J 2m ~ l aus 6^+Z™ -1 besteht, und zwar ist dabei die Curve J™" 1 
eine gemeinsame innere Polare aller gegebenen Curven B(O n ) mit Aus- 
nahme der Curve Cf , mit welcher sie concentrisch ist. Ein solcher Pol 
C Q ( = Py bedingt aber auch in Rucksicht der ihm entsprechenden ausseren 
Polaren, B(A m ~~ l \ eine besondere Eigenschaft, namlicli: Dass alle diese 
Polaren parallele Asymptoten haben, und zwar parallel den, 
Asymptoten jener gemeinsamen inneren Polare weil sie 

mit dieser die Gerade G in den namlichen on — 1 Puncten 
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Ueber algebraisehe Curven, welche einen Mittelpuiict baben, und 


3 chneiden. Die (m l)(m 2) ubrigen gemeinschaftliclien Puncte (Grund- 
puncte) p des Buschels B(A m ~ x ) miissen daher in einer Curve A m ~ 2 liegen 
welche mit £„ zusammen eine Curve dieses Buschels vertritt, und 

zwar ist dieselbe die aussere Polare von jener besonderen Curve C m . Be- 
findet sich unter den gegebenen Curven B(C m ) zugleich noch eine andere, 
etwa C™ , welche einen Mittelpunct C 00 hat, so kommen ihr und ikrem 
Mittelpuncte gleiche Eigenschaften zu. Bewegt sich sodann der Pol P in 
der durch beide Mittelpuncte gehenden Geraden C 0 C 00 , so entspricht ihm 

in jedem Moment ein Biischel ausserer Polaren B(A m ~ 1 ) mit (m l) 2 Grund- 

puncten p, und der Ort aller clieser Puncte p ist eine Curve 
2(m— l) ten Grades A 2m ~ 2 , deren Asymptoten mit den Asymptoten 
der beiden gemeinsamen inneren Polaren J™- 1 und Jf~ l parallel 
sind, Oder welche mit diesen zwei Curven die Gerade (?„ in 
den namlichen zweimal m — 1 Puncten schneidet. 

Durch Umkehrung ergeben sich folgende Satze: 

a. Giebt es in der Ebene zweier gegebenen Curven m tm 
Grades, Cf und C f, irgend einen solchen Pol C 0 ( = F), dessen 
innere Polaren in Bezug auf dieselben in eine zusammenfallen, 

so haben'alle Curven des durch die zwei gegebenen be- 
stimmten Buschels B(C”‘) fur den gleichen Pol die niimliche 
innere Polare gemein, un-d so enthalt dieser Biischel allemal 
eine solche besondere Curve welche den Pol C 0 zum Mittel- 
punct hat. 

b. Plat cine gegebene Curve m t(sn Grades 6’™ einen Mittel- 
punct 6;, und nimmt man in derselbeu im(m+3)—l Puncte 
belie big an, so gehen durch diese Puncte unzahlige Curven 
desselben Grades, 'P(C'"‘), wolchen riicksichtlich jenos Mittel- 
punctes, alsPol, eine und dieselbe innere Polare 1 entspricht. 

c. Sind in einer Ebene zwei Curven m ton Grades 6'“ und C m 

gegeben, die Mittelpuncte C 0 und C 00 habon, so gehen durch 
ihre m i gemeinschaftlichen Puncte p unzahlige andere Curven 
gleichen Grades, ein £(£“), welche fiir jeden jener zwei Mittel- 
puncte die innere Polare J?- 1 und gemein habeu, aber 

keine dieser Curven kann cbenfalls einen Mittelpunct haben; 
sind jedoch die gegebenen Curven concentrisch, so hat auch 
jede dieser anderen Curven einen Mittelpunct und zwar sind 
alle mit den gegebenen concentrisch. Nur fur to =.2 odor fiir den 
Kegelschnitt-B iischel B(C 2 ) findet hierbei Abweichung statt. 

II. In Betracht des allgemeinen Curven-Buschols B (6’"‘) gehen durch 
jeden Pol P in Rucksicht jeder einzelnen Curve ein bestimmtes System 
von je (m 1) Sehnen t>, die durch S ) bczeichnet werden mogeu, 
so dass also ebenso viele solche Systeme stattiinden, als der Biischel Curven 
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enthalt. Da nun die innere Panpolare desselben Poles vom (2m— l) ten Grad 
ist, so fallen in jede durch ■ P gezogene Gerade G je m — 1 Sehnen S, 
welche im Allgemeinen ebenso vielen verschiedenen Curven oder Systemen 
2($) angehoren werden. Bezeiclrnet man irgend eine Curve des Biischels 
durch Cp, ihre Sehnen* durch 2($,) und jede der ^m(m — 1) Geraden, in 
welchen die Sehnen liegen, durch *so fallen in jede G 1 noch m 2 
andere Sehnen S, die ebenso vielen anderen Curven G m angehoren, und es 
entsieht die Frage: Ob in Rucks icht aller \m(m — 1) Geraden G 1 die 
je m — 2 anderen Sehnen S zu den namlichen m — 2 anderen 
Curven C m , oder ob dieselben im Ganzen zu (m • — 1) X (m — 2) 
.verschiedenen Curven C m gehoren. Z. B. bei einem gegebenen 
jB(C' 3 ) fallt in jede der 3 Geraden <?,, in denen die 3 Sehnen S 1 der 
Curve Cl liegen, noch je eine andere Sehne und es ist die Frage, ob 
diese 3 S 1 einer und derselben, etwa C 2 3 , oder ob sie drei verschiedenen 
anderen Curven C 3 angehoren. Gehorten sie derselben Curve 6 r 2 3 an, so 
waren alle Curven des Biischels einander paarweise zugeordnet. 

Es kann ferner gefragt werden: Welche Relation findet zwischen den 
i-m (m — 1) Sehnen jedes Systemes 2(S) statt? oder wenn eine derselben 
gegeben ist, wie sind die iibrigen zu linden? Welche Relation findet 
zwischen verschiedenen Sehnen-Systemen statt? 

Hat insbesondere "eine der gegebenen Curven etwa Gf , einen 

Mittelpunct C 0 , und wird dieser als Pol P angenommen, wobei die Pan- 
polare J 2m_1 = C™- J rJ n Q l ~~ 1 wird, so liegen in jeder Geraden G je tyn Sehnen 
S Q der Curve C r 0 m , sowie je %(m— 1) Sehnen S, welche einzeln anderen 
Curven C m angehoren; dabei sind in den Zahlen und %(m — 1) nur 
die Ganzen zu zahlen. Welche Resultate erhalt man, wenn die eben auf- 
gestellten Fragen auf diesen besonderen Fall angewendet werden? 


§ 23. 

Allgemeine Bemerkung. 

Die Resultate der vorstehenden Untersuchung lassen sich durch Pro- 
jection in andere, scheinbar allgemeinere umwandeln; was bereits schon 
oben gelegentlich an einigen Stellen geschehen, an anderen nur bemerkt 
worden ist. Auch kann fast durqhgangig eine entgegenstehende Reihe von 
Satzen und Eigensehaften nach dem Princip der Dualitat der Raumge- 
stalten gleicherweise entwickelt oder durch Polarisation mittelst eines 
Hiilfs-Kegelschnittes aus dem Obigen hergeleitet werden; welches alles 
zur Geniige bekannt. ist. Eine eigentliche Weiterfiihrung des Gegenstandes 
gedenke ich spater mitzutheilen, wofern mein kriinkelnder Zustand mir 
die zur Ausarbeitung nothige Kraft und Anstrengung gestattet. 
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Ueber algebraische Curven, weiche 


einen Mit-telpunct haben, und 


Einiges fiber geradlimge Transyersalen bei algebraisehee 

Curven. 


§ 24 . 


b 
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§ 25 . 


Eine gegebene Ciu’ve m teu Grades C m wii-H , r ™ • i • ., 
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mit den m — 1 iibrigen Asymptot en is t; diese Curve hat im All- 
gemeinen ^ (m — 1) (m — 2) Doppeltangenten, welche solche 
Durchmesser der Basis sind, D 2 , denen zwei verschiedene 
conjugirte Richtungen entsprechen. “ Demnach gehen durch 
jeden Punct P der Ebene im Allgemeinen m — 1 Durchmesser 
D der Basis, oder jeder Punct P ist der Schwerpunct A von 
m — 1 durch ihn gehenden Transversalen S, welche namlich 
jenen Durchmessern beziehlich conjugirt sind; liegt der Punct 
P insbesondere in einer A 6 >, so ist diese selbst einer der m — 1 
Durchmesser, und so f all t die ihr conjugirte Transversale S 
auf sie, und da diese Transversale mit den iibrigen, wie 
zuvor, ihren Schwerpunct in P haben muss, so kann also jeder 
Punct P in der Asymptote A s als Schwerpunct einer auf ihr 
liegenden Transversale S angesehen werden; wird P in den 
im Unendlichen liegenden Punct a der A s versetzt, so sind 
die ubrigen m — 2 Durchmesser D alle mit A s parallel, die 
ihnen conjugirten m — 2 Transversalen fallen sammtlich auf 
Go, und die der A s conjugirte liegt auf dieser, wie zuvor; 
liegt endlich P nach beliebiger Richtung in der Geraden 
so sind ebenso alle m — 1 Durchmesser nach dieser Richtung 
parallel und die ihnen conjugirten Transversalen fallen alle 
auf G a,. 

c. Da die Basis C m von der m(m — l) ten Classe ist, so hat sie mit 
der Curve I)” 1 * 1 im Ganzen m(pi — 1) X (m — 1) Tangenten gemein, d. h.‘ 
„Die Basis wird im Allgemeinen von m (m— 1) (m — 1) ihrer 
Durchmesser beruhrt;“ zu diesen besonderen Durchmessern gehoren 
namentlich die m Asymptoten A s , deren Beruhrungspuncte auf G w 
liegen; die m 2 (m — 2) ubrigen sollen durch D Q und ihre Beriihrungspuncte 
mit der Basis durch d 0 bezeichnet werden. 

II. a. „Wird eine beliebige Transversale S um irgend 
einen in ihr liegenden Pol P herumbewegt, so beschreibt ihr 
Schwerpunct A eine Curve m ten Grades, A rn , und 2 (m — l) ter 
Classe, welche den Pol zum (m — l)-fachen Punct und in dem- 
selben diejenigen m — 1 Transversalen, von denen er der 
Schwerpunct ist (I. A), zu Tangenten hat, und deren m Asymp- 
toten SC beziehlich den m A s der Basis C m parallel sind, und 
zwar sind die beiden vollstandigen m-Seite, undw4, ahn- 
lich und ahnlichliegend, haben den Pol P zum Aehhlichkeits- 
punct und ihre homologen Dimensionen verhalten sich wie 
1 :m“ Somit haben alle solche Curven -4 m , welcheii Polen P 
sie entsprechen mogen^ congruente Asymptoten-m-Seite, m% l iS .; 
und denkt man sich nebst der gegebenen Basis C m beliebige 
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Ueber algebraische Curven, welche einen Mittelpunct haben, und 
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einem Puncte beriihrt, so beriihrt auch die zugehorige Curve 
A™- 1 im namlichen Puncte. 

c. Bewegt sich der Pol P in irgend einer festen Geraden G, so 
bilden die ihm in Bezug auf die gegebene Basis C m in obigem Sinne 
(a.) entsprechenden Curven A m eine solche Curven-Schaar $(A W ), welche 
ausser den m Puncten der Basis auch noch den Schwerpunct, etwa 
Agj der Geraden G geroein haben, und welche nebstdem die ganze Ebene 
dergestalt durchziehen, dass durch jeden beliebigen Punct im Allge- 
meinen je m — 1 derselben gehen, und dass die Basis in jedem ihrer 
m Puncte a m von je einer derselben zweipunctig, in ihren m Schnitten 
mit der Geraden G aber von je einer derselben (m — l)-punctig und 
ausserdem noch von m(m 2 — 3) derselben in je einem anderen 
Puncte beriihrt wird. „Zudem haben die S (A m ) die obige 
Curve D 7 *- 1 (I. b .) zur gemeinsamen Enveloppe, und zwar wird 
diese von jeder Curve A rn im Allgemeinen in 2 m — 3 ver- 
schiedenen Puncten beriihrt; insbesondere giebt es unter den- 
selben 4 (m — 2) solche, welche die Curve D WI_1 in irgend einem 
Puncte vierpunctig (also nebstdem nur noch in 2 m — 5 Puncten) 
beriihren.“ „Ferner ist diese Schaar Curven $(Al m ) so be- 
schaffen, dass irgend eine gegebene Curve q tQn Grades von 
q(q- hi) (m — 1) derselben beriihrt wird;“ also wird insbesondere 
jede gegebene Gerade von je 2 (m — 1) derselben beriihrt.' 1 ') 


' *) Bewegt sich der Pol P statt in der Geraden G in irgend einer 

Curve n tei * Grades so hat die ilim entsprechende Cur ven-Schaar 

S(A m ) folgende Eigenschaften: 1 °. Sie haben die m Puncte a «> der Basis 
gemein. 2°. Durch jeden Punct P der Ebene gehen im Allgemeinen 
n (m — 1 ) Curven A m . 8°. Die Basis G m wird in jedem der mPuncte von 
n derselben einfach, in ihren mn Schnitten mit der Curve G n von je einer 
derselben (m — l)-punctig und ausserdem von nm(m 2 — 3) derselben in an- 
deren bestimmten Puncten einfach beriihrt. . 4°* Irgend eine gegebene 
Curve g ten Grades Q q wird im Allgemeinen von nq(q +l)(wi — 1 ) Curven A m 
beriihrt. 5°. Die Enveloppe der S(A m ) besteht im Ganzen: a) aus den 
?)i Puncten ; p) aus der Curve D m ~~ l und zwar wird diese, wie oben, 
von jeder A m in 2m — 3 Puncten beriihrt, insbesondere giebt es 4 n(m — 2) 
solche Curven A n \ welche dieselbe in irgend einem Puncte vierpunctig 
beruhren; y) aus der (m — l)(m — 2)-fachen gegebenen Curve G n \ und end- 
lich 8) aus einer bestimmten Curve mn ten Grades, die jedoch von jeder 
Curve A m im Allgemeinen in nur einem Puncte beriihrt wird. 

Bewegt sich der Pol P in der Basis G m selbst, so wird diese (abge- 
sehen davon, dass sie im jedesmaligen Pol von den zugehorigen Curven A m und (b.) 

schon (m — l)-punctig beriihrt wird, ausserdem) von m(in z — m 2 — m — 1 ) Curven A m (und 
zugehorigen A™ -1 ) beriihrt, und zwar wird sie von (in — l) 2 derselben im 
jedesmaligen Pol selbst (also wz-punctig) , dagegen von — 2)(m 2 + l) der- 
selben in anderen bestimmten Puncten beriihrt. 


578 . Ueber alg-ebraische Curven, welche einen Mittelpunct haben^ und 

Beachtet man, wahrend der Pol P sich in der Geraden G bewegt 
die je m - 1 Transversalen, von welchen er der Schwerpunct ist (I. b.) 
so smd dieselben zusammen alle Transversalen, deren Schwerpnncte in 
a liegen ; wird jede derselben durch S t bezeichnet, so bat man denSatz: 
’? er . 0rt aller Transversalen S g , deren Schwerpnncte A in 

id A m A l' (TAfyolifln on n « ™ ^ J — /nr i • . . A 


- . oonwerpuncte ^ 

lrgend einer gegebenen Geraden G liegen, ist eine Curve 

If). Sift A SI' n n rl 9/^/m 1 '\ten /n , . -i _ _ , , 


m 


>ter 


Classe 8? und Grades, welche’ die Go^ade J. znr 

(m-l)-fachen Tangente hat, und welche namentlich die Asym- 
ptoten A der Basis, sowie auch die Gerade G, und zwar diese 
m llirem Schwerpuncte A g bertilirt.“ 

Dieser und der obige erste Satz («.) sind gewissermassen einander ent- 
gegenstehend. Burch Hulfe derselben folgen leicht alle nachstehenden Satze. 

g. ” So1 ! d . le dnrcl1 die feste Bas is C m gezogene Trans- 
veisale S lrgend eme andere gegebene Curve n tM Classe K n 

beruhren so ist der Ort ihres Schwerpunctes A eine Curve 
p &iades > A " M > welche die wPuncte der Basis zu w-fachen 
Puncten und daher mit jeder A s der Basis je » parallele 
symptoten d s hat, welche den nach gleicher Richtung ge- 

d e aT t I 118611 ' 611 BaSiS hl derArtentspreohen, dass 

die Abhtande je zweier zusammengehorigen 2t s und T von A. 
sich verhalten wie m — l:m. u ■ 

b. » Soil der Schwerpunct A der Trans versale S in irgend 
einer gegebenen Curve »*» Grades G>‘ liegen, so ist ihi Ort 
eine Curve mn*« Classe S nm und n(n—lXm—l)+2n(m-l) 

Grades, welche die mAsymptoten A s der 
Basis zu ra-fachen und die Gerade G„ zur »(m-l)-fachen Tan- 

fi^i 1 / ! hre < m ~ V J Beriihrungspuncte mit der letzteren 

1W dle n C0 1 nJU§ T , h ' teilRichtun g en derjenigen rc-mal m-1 
Durchmesser I) der Basis bestimmt, welche beziehlich den 

"(t-ivl-v der i ’ 6gebenen Curve <?“ Parallel sind; ihre 
1) R g ?? dhnig - Asymptoten d s aber haben die 
conjugirten Richtungen de.rjenigen Durchmesser der Basis 

Ieret e B "b °* beriUlren ’ und 8' ehe n beziehlich durch 

be».T m «"w"” 88I> " C ‘ e ’ S ° <laSS 816 d “ d " rC, ‘ 

*J- ’.’ D ® r 0rt de rjenigen Transversale S,, deren Schwer- 

m ScwJ“ , ^ ® 6lbSt Hegt (IL also mit eine “ ihrer 

hnitte a der a, heissen soli, zusammmenfallt, ist eine 

clie^GeTfr'A ° laSSe ^ trades, welche 

Basis dC m ( m 2)-fachen Tangente und mit der 

Seich ° ? ”* 1 w y “ pt0ten A ‘ gemein > J ed och dieselben zu- 
gleich zu (m-l).fachen Tangenten hat, und welche nebstdem 
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die Basis in m 2 (m — : 2) bestimmten ancleren Puncten beriihrt." 
Ferner: „Die m(m — 2) Beruhrungspuncte der Curve S^ m mit 
der Geraden (?„ werden durch die conjugirten Richtungen 
derjenigen Durchmesser der Basis angezeigt, welche zu je 
m — 2 mit ihren m Asymptoten A s parallel sind (I. &.); die 
m(m — l) 2 geradlinigen Asymptoten der ersteren (worunter 
jene m A s mit inbegriffen) gehen durch diejenigen Puncte d 0 
der Basis, in welchen diese von einzelnen ihror Durchmesser 
Z> 0 beriihrt wird (I. <?.), und zwar hat jede Asymptote die dem 
jedesmaligen Durchmesser conjugirte Richtung, so dass sie 
bestimmt ist.“ 

Die Curve 1 ) hat mit der Basis C m im Ganzen 

m(m — 1 )Xm(m — 1) 

Tangenten gemein; daraus konnte man schliessen, dass die Basis ebe.nso 
viele solche Tangenten, etwa habe, deren Schwerpuncte A x in ihr 
selbst liegen; allein es verhalt sich nicht genau so. Sondert man zunachst 
die m Asymptoten A s der Basis, wovon jede fur also alle fur m 2 ge- 
meinschaftliche Tangenten zahlen, ab, so bleiben nocli 

(m — 2)m 3 

solche gemeinschaftliche Tangenten S* iibrig, deren Beruhrungspuncte, 
etwa a 2 , mit der Basis nicht im Unendlichen liegen, und in Rucksicht 
dieser entsteht nun die Frage: „Bei wievielen derselben fiillt der 
Schwerpunct A 1 mit dem Beruhrungspuncte a 3 , und bei wie- 
vielen fiillt er mit einem der m — 2 Schnitte a, mit a 15 zu- 
sammen?“ Da im Beruhrungspuncte a 2 zwei der m Schnitte a vereinigt 
sind, so habe ich die Wahrscheinlickkeit beider Fiille nach dem Ver- 
hiiltniss von 

2 :m — 2 

angenommen,*) woraus sich ergiebt, dass von den (m — 2)m 3 Tan- 
genten der Schwerpunct A x 

(1) 2 (m — 2)m 2 -mal in <z 2 ; und (2) (m — 2) 2 m 2 -mal in einem a x 
liegen muss. Wenn aber der Schwerpunct A x im Beriihrungspunct a 2 
liegt, so muss die Curve S p( m — b daselbst nothwendig die S x und 
somit auch die Basis C m beruhren, so dass also S x in diesem Falle 
(als Beruhrungs-Tangente) fiir zwei gemeinschaftliche Tangenten ziihlt, 
im Sinne von § 17 eine is t, und folglich der Schwerpunct A t 
nur halb so oft, als eben angegeben worden (1), also nur 
' (1*) (m — 2)m 2 -mal in a 2 

*) Einen strengen Beweis fur die Riehtigkeit Oder Unrichtigkeit dieser Annahme 
iiberlasse ich Anderen. Eur m — 3 und m = 4, d. h. fiir die Basen C z und <7 4 stimmt 
die Ann ah me mit dfvr Wahrhftit rib Grain. 
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fa lit. Danach reduciren sich die (m — 2)m s Tangenten S* auf 

(m — 2 ) (m — 1) m 3 ? 
und mit diesen yerhalt es sich so: 

„Die gegebene Basis C m hat im Allgemeinen ausser den 
Asymptoten 

a) (m—2)m 2 solche Tangenten, deren Schwerpunct A l 
mit dem Beriihrungspunct a 2 z usammenfallt; und 

b) solche Tangenten, deren Schwerpunct A in 
einem ihrer on — 2 Schnitte a, in a x , liegt.***) 

Uebrigens yerhalt es sich mit den m Asymptoten A* ebenso. Da jede A, fiir 
■m gemeinschaftliche Tangenten zahlt, so miissen auch m Schwerpunct, o A in 
ihi' und zugleich in der Basis C m liegen; und zwar vertheilen sich diesel ben 
nach dem Yerhaltniss von 2:m — 2, namlich 2 sind im Benihrungspuncte a ti 
C= O vereinigt, woselbst sich zugleich die beiden Curven beruhren, und 
die m — 2 anderen fallen in die m — 2 Schnitte a von A s und C”\ 

Somit findet fiir die gesammten m(m— 1) . m(m— 1) g e - 
meinschaftlichen Tangenten S° dieselbe Reduction und Vor- 
theilung statt; namlich sie reduciren sich auf 


m (m — l) 3 , 

und von diesen liegt der Schwerpunct A x 
(a.) m(m— l) 2 -mal in a 2 ; und (p.) j n # 

Hierbei und mehr noch oben (I. b.) stellt sich i'tir die Asymptote 
A s das Eigenthiimliche heraus, dass ihr Schwerpunct, d. h. der Sehwer- 
punct ihrer m gemeinschaftlichen Puncte a mit der Basis C m , uribe- 
stimmt ist, in ihr liegen kann, wo man will; wogegon bei jeder mit 
parallelen Transversale S der Schwerpunct bestimmt, niimlich im 
Lnendlichen, m a„, liegt. Dies erklart sich einfach aus dem Umstande 
dass man sich bei A s die zwei in ihrem Barfihrungspuncte «„ voreinigton 
uncte, etwa a und a'„, nach entgegengesetzten Richtnngen im Unend- 
tchen denken kann, wobei sodann jeder belie bige Punct in A, als in der 
Mitte zwischen ihnen liegend, also als ihr Schwerpunct anzusehon ist, 

PhLT + T h o? Schwer P unct alIer m P ^tc « unbestimmt macht. 
stiZt Schwerpunct der Asymptote A s bestimmt odor unbe- 

vie^nc^belt 6 “ ^ * boZi * hIich **«*™«8 «* 

BasiIV> D lL! r L der S 1 cll : er P uncte A o aller Tangenten 8 0 der 
, dieselben als Transversalen S angesehen, ist cine 

Grades, welche die m Puncte 

gehen; and alsdan^g^Tn lucYdurch 6 die ““ ° lirVen Grades 

Grades. Mr die Basen dritten und vierten Grades Z der w?™ 
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a ^ der Basis zu (m 2 — m — l)-fachen Puncten hat, und zwar mit 
dem einen Zweige daselbst die Basis beriihrt, dagegen mit 
den m *— m — 2 ubrigen schneidet, und welche ferner die Basis 
in den niimlichen vorgenannten ( to — 2 )to 2 Puncten a 3 beriihrt 
und in den (to — 2 ) 2 to 2 Puncten a l schneidet (IV.)- Danach hat 
die Ortscurve mit der Basis deren to Asymptoten A, gemein, 
aber mit jeder A s noch to 2 — to — 2 andere Asymptoten §I S pa- 
rallel, welche den mit derselben A s parallelen to 2 — to— 2 Tan- 
genten T der Basis so entsprechen, dass die Abstande der zu- 
sammengehorigen und T von A, sich verhalten wie 

to — 1 : to . “ 

VI. „Der Ort der Schwerpuncte A a alter Durchmesser D 
der gegebenen Basis C m , dieselben als S angesehen, ist 
(ausser den Asymptoten der Basis) eine Curve to (to— 2) ten 
Grades, A™ (w-2) , welche die m Puncte der Basis zu (to— 2)- 
fachen Puncten und daher mit jeder A s der letzteren je to— 2 
parallele Asymptoten §l s hat, die den mit derselben A, pa- 
rallelen to — 2 Durchmessern D (I. b.) in der Art entsprechen, 
dass die Abstande der zusammengehorigen 3I S und D von A» 
sich verhalten wie und welche ferner die Enveloppe 

alter Durchmesser, die Curve D m ~\ in denselben Puncten a 0 
beriihrt, in welchen diese von den to Asymptoten A s der Basis 
beriihrt wird (1.5.).“ Die to(to — 2) X to gemeinschaftlichen Puncte 
der Cui - ven A™*-’ 11-2 ’ 1 und C m sind die Schwerpuncte A d ebenso vieler 
Durchmesser der letzteren; und da to(to— 2) derselben in die to Puncte 
a„ fallen, so zeigen die to (to— 1)(to— 2) ubrigen die Zahl derjenigon 
Durchmesser an, deren Schwerpuncte in der Basis, aber nicht im Unend- 
lichen liegen. Dasselbe Resultat ergiebt sich auch, wenn man die- 

m (q n l) 2 gemeinschaftlichen Tangenten der Curven ,S“ C " 1_1) (IV.) und 

X)m - 1 beriicksichtigt; denn werden von diesen die (to— l)-fach gezahlten 
Asymptoten A s weggelassen, so sind die to(to — 1)(to — 2) ubrigen gerado 
die genannten Durchmesser. Also : 

„Die gegebene Basis C m hat im Allgemeinen to(to— 1)(to — 2) 
solche Durchmesser, deren Schwerpuncte in ihr selbst, aber 
nicht im Unendlichen liegen, und dureh diese Schwerpuncte 
konnen Curven (to — 1)(to — 2) ten Grades gehen. “ 

In Betracht der Durchmesser D und ihrer Enveloppe D" !_1 ist noch 
der folgende Satz hinzuzufiigen: 

„ Wird durch denjenigen Punct a 0 , in welchem jeder 
Durchmesser D der Basis C m die Enveloppe D m ~ 1 beriihrt, die 
dem Durchmesser conjugirte Transversale <&(=£) gezogen, 
so ist ihr Ort eine Curve (2 to— 3) t0r Classe, <3 2 "‘~ 3 , und 4 (to— 2) ten 
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Grades, weiche die Gerade zur 2 (m— 2)-fa'chen Tangente 

hat und namentlich auch die m Asymptoten der Basis 
beriilirt. “ 

VII. Werden die vorstehenden Satze auf die einfachsten Basen, C z 
und C , bezogen, so ergeben sich noch viele Folgerungen aus denselben* 
wie z. B. die nachstehenden. 5 

a. Fur die Basis C 3 sind die meisten Satze bereits schon oben 
(§ 15) luiter anderem Gesichtspuncte betrachtet worden ; hier soil nur noch 
Einiges bemerkt werden. Nach (IV.) soil die Ortscurve S° die Basis C 3 
in (3 2) 3 2 =9 Puncten a., beriihren, weiche zugleich die Schwerpuncte 

A der zugehongen Tangenten Sf sind; und ferner soil von (3 — 2) 2 .3 S =9 
anderen Tangenten S,° der Schwerpunct A 1 zugleich im (einzigen) Schnitt- 
puncte a, derselben liegen. Diese 2 mal 9 Tangenten S,° reduciren sich 
aber auf die 9 Wendetangenten 2B der C 3 , so dass in jedem Wendepunct 
to era a 2 und ein o, zugleich liegen (vergl. § 15, II. 2) — Nach (V ) ist 
der Ort der Schwerpuncte A 0 aller Tangenten S 0 eine Curve funfzehnten 
Grades A/, weiche die drei Puncte a. der Basis C 3 zu fiinffachen Puncten 
hat und daselbst rait je einexn Zweige die Basis beruhrt, so dass sie mit 
dieser daselbst 18 Puncte gemein hat und sie nebstdem in ihren 9to drei- 
punctig beruhrt, also mit ihr die 92B gemein hat. Der Schwerpunct 
A 0 jeder Tangente S 0 liegt im ersten Drittels-Punct vom Beriihrungspuncte 
aus Die Mitte jeder Tangente S 0 heisse M. Der Ort aller M ist eben- 
falls eine Curve funfzehnten Grades A/ 15 , weiche die 3 Puncte 
- f - ff - hen Puncten hat, mit dem einen Zweige daselbst 
dre 6 beruhrt und mit dieser nebstdem die 9to und zugehori- 
gen 93B gemein hat. Daher folgt: „In der Ebeno einer Curve 
dntten Grades C 3 giebt es im Allgemeinen 120 solche Puncte 

l ? U a SSe n de ^ Und wovon J eder A und M zugleich, 

d. h. der Drittels- oder Schwerpunct einer und die Mitte einer 

anderen Tangente zugleich ist.“ - Nach (VI.) ist der Ort der 
. ® ch werpuncte A d aller Durchmesser D eine Curve dritten Grades AS, 
r 6 ? e . mi parallels Asymptoten hat: daher sind die Asymptoten- 
Dreiecke, o§t s und 3 A„ beider Curven iihnlich und ahnlichliegend , und 
zwar haben sie den Schwerpunct gemein, somit zugleich zum 
Aehnlichkeitspunct, und zudem verhalten sich ihre ent- 
sprechenden Seiten wie 1:3; und ferner beruhrt die Curve 
Aa die Seiten des Asymptoten-Dreiecks der Basis in ihren 
mtten a 0 und hat ihre eigenen Asymptoten zugleich zu 
W on dot 9,11 gen to ii. U. s. w. 

■ a' B x? dei ' TT Basis C * kaim unter anderem Folgendes hervorgehoben 
werden. Nach (IV.) ist der Ort aller S„ deren Schwerpuncte / in C* 
selbst liegen, erne Curve zwiilfter Classe S', 12 und zweiundfiinfzigsten Grades, 
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welche mit der Basis ausser deren Asymptoten (4 — 2) 4 s = 128 Tan- 
genten S° gemein hat, aber von denen 32 Paare zusammenfallen, nur 
32 Tangenten £“ bilden, bei welchen der Schwerpunct A, im Beriih- 
rungspuncte a., liegt, und iiber welclie das Weitere bereits oben (§ 17) 
steht; wogegen bei den '(4— 2) 2 .4 3 = 64 fibrigen S\ der Schwerpunct 
A t sich in einem der zwei Schnitte, a oder a,, befindet. Bezeichnet 
man den Beriihrungspunct jeder der letzteren Tangenten durch a und die 
zwei Schnitte durch p und y und nimmt an, der Schwerpunct A, liege 
in p, so muss (3 zwischen a und y liegen, und zwar muss die Streclce 
[3y = 2fksein. Also: „Eine beliebige Curve vierteri Grades C * hat 
im Allgemeinen 64 solche Tangenten, bei denen die beiden 
Schnitte p und y auf gleicher Seite vom Beriihrungspuncte a 
liegen, und wobei der eine Schnitt gerade dreimal so weit vom 
Beriihrungspunct abliegt, wie der andere, ccy = 3ap.“ Durch die 
64 Puncte a, (oder p) konnen Curven sechzehnten Grades 
gelien. — Die Schwcrpuncto A 0 aller Tangenten S Q dei C liegen in 
einer Curve vierundvierzigsten Grades (V.). Der Ort der Schwerpuncte 
A d aller Durchmesser D ist eine Curve achten Grades A* d , welche die 
4 Puncte <*«, und die drei Schnitte der drei Paar conjugirten Durchmesser 
dor Basis (§ 17) zu Doppelpuncten hat. Es giebt (ausser den 4A S ) 24 
solche Durchmesser D, deren Schwerpuncte A d in C 1 selbst liegen, und 
durch die 24 A d konnen Curven sechsten Grades gehen (VI.). 

Bemerkung. Durch Projection erhalten die vorstehenden Siitze ein 
allgemeineres Ansehen; niimlich an die Stelle des betrachteten Schwer- 
punctes tritt ein „mittlerer harmonischer Punct", welcher iibrigens 
auf die Art zu bestimmen ist, wie bereits Poncelet in seiner inter- 
essanten Abhandlung „s ur les centres de ' moyennes harmoniques“ (Bd. 3. 
S. 213 d. Grelld schen Journ.) gezeigt hat. 


§ 26. 

I. Die m Schnitte a, b, c, d, . . . . der Basis C m und irgend einer 
Transversalen S begrenzen in der letzteren im(m— 1) Strecken ab, ac, 
ad, . . . ., be, bd, . . . ., cd, . . . .; die Mitte jeder Streckc heisse Q. Jede 
Strecke ist riicksichtlich ihrer Mitte eine einfache Sehne, etwa s (statt S') 
(§ 13), und somit liegen in jeder Transversale S im Allgemeinen (m — 1) 
einfache Sehnen s und ebenso viele Mitten Q. Wenn insbesondere S die 
Basis beriihrt, so liegt eine Mitte Q im Beriihi'ungspunct, etwa (®^), und 
to — 2 Paare fallen zusammen. Ist ferner insbesondere $ einer Asymptote 
A s der Basis parallel, so hat man sich m — 1 Puncte Q als in a x liegend 
zu denken; und fa lit S auf A s , so liegen 2 (m — 2) Puncte Q in a a , ein 
anderer Punct Q aber, namlich die Mitte der im Beriihrungspuncte ver- 
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einigten zwei Puncte a und b, bleibt hierbei unbestimmt, er kann jeder belie- 
b lg e Punct m A sein (vergl. § 25, IV.); die noch iibrigen K*>-2)C«»-3) 
Puncte Q sind bestimmt, wie zuvor. Wird 8 ins Unendliche ver- 
se z, sol S—G* sein, so sind die Puncte Q unbestimmt, weil die 
Rich ung von G« unbestimmt ist; sobald aber die Richtung von <? fest- 
gestelit wird, so sind auch alle Puncte Q bestimmt, nlmlich 

uic Hulfe der m Asymptoten A s der Basis. Diese Unbestimmtheit der 
Richtung von G. bewirkt, dass jeder nach irgend einer gegebenen Rich- 
ung in G liegende I unct Q a nach Belieben als die Mitte von jeder 
uici le Puncte a b m , c a , d m , begrenzten \m(m— 1) Strecken 

MgStsto ~ M “ B ‘ ZnS man 

IT. «. „ Wird die beliebige Transversale 8 sich selbst 
parallel bewegt, so beschreiben ihre 1) Mitten 0 

lnsgesammt eme Curve Grades, unc i 

m(m -l)(m— - 2) ter Classe, welche ^(»_1 X «-2X«--S)’ Dop- 
S ° Wie + aUCh die Basis beriiirende 

2l7r i T an 7 enteQ hat ’' und dereQ Asymptoten §l s be- 
ich duich die im(m— 1) gegenseitigen Schnitte der m 

Asymptoten A s der Basis gehen und zu diesen mit der Rich- 
tung von S zugeordnet harmonisch sind, so dass, wenn etwa 

fn\ un ini rr A t ymptot r. der Basis sind > weiche d ^^ 

"to A das, dans die .us Z 

A I * Ml “ 9 Q ■ <,er “A gezogene 

„ HUO K ,:X , rmpt , 0t '; « ist und sie 

Trento ! « '“ ?• : beruhrt.“ Uebrigens warden .lie anderen 

Tangenten der Ortscurve durcl, eme gleiche Construction erhalten. Denkt 
man srch m irgend „ei Soknitten, etw. a und S, s und 

dem Sok!nu “r^, 5 M 1 ' s “ b«r61't die aus 

OeTade SI die o t Q der Strocko a 8 eIle ndc 

vreraae & die Ortscurve m Q. 

„Bewegt sich die Transversale S insbesondere einer Asym- 
ptote A, der Basis parallel, so wird die Ortscurve urn einen 
Giad niedriger, oder vielmehr so besteht sie aus der Asym- 
p ote A s und aus einer Curve ^n(m— 1)—1 = *(»+!)(«— 2 *» 
Grades, welche die A s zur (m— 2)-fachen Asymptote hat und 
zwar dieselbe im Puncte a. mit m—2 Zweigen beruhrt die 
somit emander daselbt ebenfalls beriihren.“ 

t unsen ’fo In! Tu- ^ T " anSVersale 5 n ach einander alle Rich- 
F 1 I 1 ? Curven-Schaar, we lche die 

ganze Ebene so bedecken, dass durch jeden Punct P im All- 
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gemeinen je \m(jn — 1) derselben gehen.“*) Wahrend die Trans- 
versale S ihre Richtilng andert, drehen sich die \m(m — 1) Asymptoten 
2C der veranderlichen Curve i) urn die festen Schnittpuncte der 

m Asymptoten A s der Basis und bilden ebenso viele unter sicli projec- 
tivische Strahlenbiischel, welche theils perspectivisch, theils schief. liegen, 
also theils perspective che Durchschnitte G- haben und theils Kegelschnitte 
K 3 erzeugen; namlich jeder Strahlbiischel ist mit 2 (wi — 2) anderen per- 
spectivisch und mit ^ (m — 2 )(m — 3) befindet er sich in schiefer Lage. 
Die genannten G und K 2 haben unter sich ebenfalls mannigfaltige Be- 
ziehungen, welche jedoch hier ausser Acht gelassen werden. 

III. a . „Wird die Transversale S urn einen in ihr be- 
liebig gewahlteh Pol P herumbe wegt, so beschreiben die 
— 1) Mitten Q eine Curve m(m — l) ten Grades Q m ( m — 0 und 
(on — l) 2 m ter Classe, welche den Pol P zum tyn(m — l)-fachen 
Pun ct und nebstdem noch m(m — 1 )(m — 2 )(m — 3) Doppelpuncte 
Q 2 hat, sowie ferner in jedem der m Puncte der Basis C m 
sich selbst(w — l)-mal beruhrt, so dass sie nur m Asymptoten 
§l A . hat, aber jede derselben (m — l)-fach zu ziihlen ist, und 
zwar sind diese Asymptoten beziehlich den Asymptoten A s 
der Basis parallel und liegen halb so weit vom Pol ab wie 
diese, so dass also die beiden Asymptoten-m-Seite, m%{ s und 
mA 8i ahnlich sind, den Pol P zum Aehnlichkeitspunct haben 
und ihre entsprechenden Dimensionen sich vcrhalten wie 
1:2.“ „Liegt der Pol P insbesondere in der Basis selbst, so 
zerfiillt die Ortscurve in zwei Theile Q m -\- Q m (™— 2 ). Die Curve 


*) Diejenigen Puncte P, durch welche eine Curve weniger geht, liegen in der En- 
veloppe E z der Curven-Schaar, welche von jeder der letzteren in (ro — l) 2 Puncten 

beruhrt wird. Woraus besteht diese Enveloppe oder welche Eigen- 
schaften hat dieselb e? — Besteht sie nicht aus zwei getrennten Theilen, namlich 
1) aus dem Ort aller Doppelpuncte Q 2 der Curven-Schaar, etwa aus einer Curve a? ton 
Grades und zwar diese doppelt genommen; und 2) aus dem Ort der Mitten Q 0 
aller derjenigen einfachen Sehnen © der Basis, welche die Beruhrungspuncte paralleler 
Tangenten der letzteren verbinden (vergl. § 15, IV. u. § 21, I.), [welch en Ort ich als 
vom m (m + 1) {m — 2) ten Grade, als gefunden habe]? Demnach bestiinde 

die Enveloppe E z aus 2Qf + und jede Curve der obigen 

Schaar hatte n(rn — l)(wi — 2) (m — 3) Doppelpuncte Q 2 in ’ was fiir 

\m (m — 1) (m — 2) (m — 3) 

Bemhrungen zahlte, und somit musste der andere Theil, Q!q 2 ) ? von jeder Curve 

Q$m(ni l) in — 3) Puncten beruhrt werden. 

Ear die Basis C z bestande E z nur allein aus Q ^ (§ 15, IV.) und diese wiirde 
von jeder Q 3 in 9 Puncten Q 0 beruhrt. 

Bur die Basis C\ wo Q\ = (§ 17), ware E z = 2Q‘° + QS° 5 und jede Curve 

Q C) hatte 3 Doppelpuncte in Q£° und beruhrte die Curve Q}° in 30 Puncten Q 0 . 
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Q"‘ ist der Basis ahnlich und mit ihr ahnlich liegend- beide 
beruhron e.n.nder im Pol P, dor ihr Aehnliohhoitspunct ist 
^ ihie entsprechenden Dimensionen verhalten sich wie 
I--, so dass also lire Asymptoten parallel sind und nacli 

1 Ve , r ^ aItn p ls 1 s vom Po1 abstehen. Die andere Curve 
Q > hat den Pol sum Km-+-l)( m _2)-fachen Punct, sowie 
die m Asymptoten 31, der ersten Curve Q m zu (m— 2)-fachen 
Asymptoten; und nebstdem hat sie noch C * 

i(3wH-l)(m— 2)(m— 3)(m— 4) 

Doppelpuncte Q 2 .“ 

b. Soli die Ortscurve D durch irgend einen <r e »p 
benen I unct $ gehen und ihren Pol P in einer gege benen Ge- 
la en la en, so fmden £ro(m— 1) Losungen statt. Oder- 
Bewegt sich der Pol Pin einer festen Geraden G, so ist die 
lhm entsprechende Curven-Scliaar S(Q™ Cm-m so beschaffen 

t u ; _ d "‘P J*f“ ¥ Oer *b.« JAlJZtn jl 

G^von ^ V P, §0h0 p 110,1 doss jede gegebeno Gerade 
G ion je m(m — 3) derselben beriihrt wird. Die Enveloppe dieser 
Curven-Schaar enthalt dieselben Bestandtheile, wie die vorige (II b. Note) 
aber ausserdem noch verschiedene andere Theile. 

IV. Die in den vorstehenden Satzen genannten Doppelpuncte Q, (II. a. 
i ( oejenigen Iransversalen S an, in welchen von den 

rJ C ^-1) Strecken irgend zwei, etwa ad und be, dieselbe Mitto Q. 

S’ i UDd r° mit r naC1 der frfiheren ErkMrun g und Bezeichnung eine 
duich den j edesmahgen Pol P gehende Doppelselme 8, bilden. Daher: 

t en p » JJer 0rt aller Doppelsehnen S 3 einer gegebenen Curve 
Grades O ist eine Curve |m(m— l)(m_ 2)(w— 3) ter Classe 

g£m(m— l)(m— 2)(m— 3) 

welche die Gerade G„ zur fc»(»— l)’(m— 2)(m— 3)-fachen, so- 
wie a uc b Jed e Asymptote der Basis zur vielfachen Tangente 
nat, ; und welche namentlich auch die \m(m— 2)(m 2 — 9) J) 0 p- 
pel tangent en der Basis beriihrt." Die Eicht ungen, nach welchen 
e **»(»»— l)(m— 2)(m— 3) Beriihrungspuncte der Ortscurve und der 
beraden G hegen, werden erhalten, wenn man zu je 4 der m Asymp- 

nndV 4 v ? 1S /”‘/ eicliei 7 e i Se drei . Paar Barmonische Strahlen Z 
-r • /o ™ C r , ^ uncl Z i c °nstruirt, wie oben zu den 4 A s der 
BasiS 6 17 ’ S ’ 48 > Burch jeden beliebigen Pol P gehen im Allge- 

(m JL^ Iftfr aT gen , ten ^ 816 j6d6 As y m P tote * der Basis? Etwa zu 
( -3)-fachen? und beruhrt sie jede im Puncte o. so dass 

vrele'nnicht^Untndr' 4(m ~ 2)(m ~ 3 ) 4achen Asymptote hat, und nebstdem intense 
en, nicht im Unendlichen liegenden Puncten beriihrt? 
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meinen pi(m— l)(m— 2)(m— 3) Doppelsehnen S. 2 ■ liegt der Pol in 
so sind nur nocli ein Drittel derselben wahmelimbar, indem die iibrigen 
auf G„ fallen. Liegt der Pol P irgendwo in der Basis, so ist er 
selbst ein Endpunct, etwa a, yon 2)(ire— 3) Dop- 

p elsehnen, deren Mitten Q 3 in der obigen Ortscurye Q m liegen 
(III, a.), sowie auch. in einer anderen Curve (to— 1)(to— 3) ten 
G-rades, -vvelclie die Q m imPol 3)-punctig beriihrt. 

b. „Der Ort der Mitten Q 2 aller Doppelsehnen S t der 
gegebenen Basis C m ist eine Curve £to(toH- 1)(to — 2) (to — B) ten 
Grades 

q (m— 2) («z— 3) 

welclie die Asymptoten A s der Basis zu vielfachen 
[\(m — 2 )(m — 3) -faclie n?] 

Asymptoten hat und die Gerade G m nebstdem in denselben 
Puncten schneidet, in denen diese yon der Ortscurve der S 2 
beriihrt wird, und welclie ferner insbesondere auch durch die 
Mitten der Doppeltangenten der Basis geht.“ 

Liegt yon den 1) Mitten Q einer Transversale S irgend eine, 

clie Q 1 heissen soli, in der Basis selbst (ohne dass die zugehorige Strecke 
gleicli 0 ist), z. B. liegt die Mitte Q x der Strecke cic im Schnitt b y und 
wlrcl dabei, wie friilier (§15, II.)? die Transversale oder die einfaclie 
Seline ac durch S : bezeichnet, so ergiebt sich durch die obigen Satze 
ferner leicht der folgende Satz: 

c. „Der Ort aller einfachen Sehnen S 1 der gegebenen 
Basis C m , deren Mitten Q x in der Basis selbst liegen, ist eine 
Curve m(m — l)(m — 2) tcr Classe 

welche die Gerade G M zur \m(m — 1 )(m — 2)-fachen Tangente, 
sowie auch die m Asymptoten A s der Basis zu 2 (m — 2)-fachen 
Tangenten und zu (m— 2)-fachen Asymptoten hat, und welche 
die Basis in iliren 3 m(m — 2) Wendepuncten beriihrt. w Die 
Riclitungen, nach welchen die Beriihrungspuncte dieser Curve und der 
Geraden G m liegen, sind gleicherweise durch die Asymptoten der Basis 
bestimmt, wie friilier bei der Basis C 3 (§ 15, II. 5); namlich die in jedem 
durcli irgend drei Asymptoten der Basis C m gebildeten Dreiecke aus den 
Ecken durch die Mitten der Gegenseiten gezogenen drei Strahlen sind 
nach. drei jener Beriihrungspuncte gerichtet. Ebenso ist der Beriihrungs- 
punct, s 3 jeder Sehne S 1 mit der Ortscurve hier auch durch dieselbe ein- 
faclie Construction zu finden, wie dort (§ 15, II. 7). — Durch jeden be- 
liebigen Pol P gehen m(m — 1 )(m — 2) Sehnen S 1 ; ihre m(m — V)(m — 2) 
Mitten Q 1 liegen allemal in irgend einer Curve (m — 1 )(m — 2) ten 
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Grades Liegt der Pol P in der Basis selbst, so ist or 

einerseits die Mitte b=Q 1 von i(m+l)(m— 2) Sehnen ac = S 
und andererseits ein Endpunct a von («H-l)(m— 2) anderen 
Selinen S x ; die (to+1)(ot — 2) Mitten der letzteren liegen in der 
obigen Curve Q m (IIP a.), welche die Basis in P beruhrt. Liegt ferner 

der Pol P im Unendlichen, in G x , so sind nur noch \m(jn — i)(m 2) 

Sehnen S 1 wahrnehmbar (indem ebenso viele auf fallen), und durch 
ihre Mitten Q 1 konnen Curven ge hen. Bewegt sich P 

m der Geraden G so entsteht eine Curven-Schaar g 0 

oft eine dieser Curven die Basis beruhrt, wobei’zwei der <r 6 - 
nannten Sehnen £, in eine, £>", zusammenfallen, ist diese eine 
Asymptote der Curve #»<»-« C«-» und beruhrt sie im entspre- 
chenden Pol P; zudem hat jede solche Sehne S\ die Eigen- 
schaft, dass die in ilxren Endpuncten a, c und in ihrer Mitte b 
an die Basis gelegten Tangenten A, C und B sich in irgend 
einem Puncte $ treffen. - 1) Welche Enveloppe hat die Cur- 
ven-Schaar 2 ) Von welchem Grade ist die Curve 

gm(m—l)(m—2) p u 

V. Es folgt weiter: 

a- „l)er Ort aller Transversalen S in Bezug auf die o - e - 
gebene Basis C'“, welche eine ihrer Mitten Q in einer ge*e- 
benen Geraden G haben, oder schlechthin, der Ort aller ein- 
fachen Sehnen ab = i S, deren Mitten in der gegebenen Geraden 
G liegen, ist eine Curve m(m— l) tor Classe 

g m (?n~l) 

und m(m\— 3) ten Grades, welche die Geraden G und G„ zu 
i m ( m l)-fachen Tangenten, sowie zudem noch 

l)(m— 2)(m— B) 

Doppeltangenten hat, und welche insbesondere auch die 
m Asymptoten der Basis nebst deren m Tangenten in ihren 
Schnitten mit G, sowie ferner auch die Basis selbst in 
m (to - b 2 ) (to 2) bestimmten Puncten beruhrt. “ Namlich die 
genannten Doppeltangenten bestehen aus denjenigen Doppel- 
sehnen S' der Basis, deren Mitten Q 2 in G liegen, und die 
Or ts curve beruhrt die Basis in den Beriihrungspuncten a 
aller derjenigen Tangenten-Sehnen ba 0 (§21,1.), welche ihre 
Mitte gleichfalls in G haben. Die Ortscurve beruhrt die Ge- 
rade G in Puncten und schneidet sie also noch in 

m(m+l)(m— 2) anderen Puncten Q 0 ; ihre Tangenten in diesen 
■runcten Q 0 sind solche besondere Sehnen ah = @(== S) in 
deren Endpuncten a, b die Tangenten A, B an die Basis ’pa- 
rallel sind und sich in einem Puncte auf G K treffen; und glei- 
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cherweise sind die Tangenten der Ortscurve in ihren 

on (on + 1 ) (on — 2) 

Schnitten mit der Geraden , also ihre geradlinigen Asymp- 
toten, solche Sehnen ab, in deren Endpuncten die Tangenten 
an die Basis sich auf der Geraden G treffen, so dass also in 
diesem Betracht zwischen G nnd (?«> Reciprocitat stattfindet. 

b. „Der Ort aller derjenigen Transversalen S der gege- 
benen Basis C m , welche eine ihrer Mitten Q in einer gege- 
benen Curve n t&n Grades G n haben, ist eine Curve non(m— l) ter 
CJasse, welche die Gerade (?„ zur \nm(on— l)-fachen Tangente 
hat, und von welcher ferner angegeben werden kann, wieviele 
Doppeltangenten sie habe, wie oft sie die Curven C m und G n 
beriihre, u. s. w.'“ 

c. „Der Ort der \m(m— 1) Mitten Q derjenigen Transver- 
sale 8 der Basis O, welche eine gegebene Curve n ter Classe 
K n beriihrt, ist eine Curve nm(m— l) ten Grades, welche mit 
jeder der m Asymptoten der Basis n parallele, aber zugleich 
(on — l)-fache Asymptoten hat, u. s. w. “ 

cl. „Der Ort der Mitten Q 0 aller solchen einfachen Sehnen 
ab = & der Basis 6 <m , in deren Endpuncten a, b die Tangenten 
A, B parallel sind, oder der Ort desjenigen Poles Q 0 , dessen 
innere Polare J' m ~ l die Basis in irgend zwei Puncten a, b be- 
riihrt (§ 21, I.), ist eine Curve m (w+1) (m — 2) ten Grades 

Q m (m+1) (in— 2) ^ 

welche die Basis in ihren 3m (m — 2) Wendepuncten beriihrt und 
ihre mPuncte a # zu (m+l) (on — 2)-fachen Puncten, also mit jeder 
A s der Basis ebenso viele parallele Asymptoten hat, die be- 
ziehlich in der Mitte zwischen A s und den mit ihr paralleled 
Tangent en der Basis liegen.“ Demzufolge giebt es im Allgemeinen 
m(m — 2)(m 2 — 7) solche Sehnen welche ihre Mitte Q 0 in der Basis 
selbst, aber weder in einem der Puncte noch in einem Wendepunct 
derselben haben. (Fur on — 3 kommt 6@ oder 6Q 0 , wie § 15, IV.) 
Ilier entsteht die Frage: Welches ist der Ort, @- T , aller Sehnen 
@?*) Der Beruhrungspunct jeder Sehne @ mit der Ortscurve & x ist 
iibrigens durch dieselbe einfache Bedingung bestimmt, wie oben (§ 15, IV.) 
bei der Basis C 3 . 

VI. Der Ort der Mitten Q aller Transversalen S , welche die . Basis 
C m beriihren , also aller Tangenten der letzteren, zerfallt in drei Theile, 
wovon der eine die Basis selbst ist und nur die im Beruhrungspunct, 
etwa.a 0 , liegende eine Mitte enthalt; dagegen enthalt ein anderer Tlieil 


*) Bei einem Yersucb, diesen Ort zu bestimmen, fand ich x = \m (m — l)(2wz — 3), 
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die Mitten etwa T 0 (statt Q), derjenigen to- 2 Strecken, welclie zwischen 
dem B eruhrungspunct « 0 und den to - 2 Schnitten b, c, d, . ]i effen 
[wobei eigen tlich in jedem T 0 ein Paar Q vereint sind (I)l-" U nd der 
di9 „ Mitte “ r C- © der von dieeon »-2 SclnitS 


- - tici vuil cut 

begrenzten Strecken. Somit liegen in jeder Tan^ente 

1 ON/„— ON H t* / j .v o 


1 /* OV ON Tiyr-xx rrr 7ft 2 Mitten 71 1111 tl 

- C 3) Mitten T; ihre respectiyen Oerter aber sind folgende: 

a. Dei Ort der Mitten T 0 riicksichtlich aller Tangenten 
dei gegebenen Basis O ist eine Curve to(to+2) (to- 2)*“ Grades 

r J^m(jnr — 4) 

a*™?' ^ ^ ^ **»-l)-fachen Puncten 
f f S ITT ZU1 ' ( m 2)-fachen Asymptote hat, d. h 
welche jede A , , der Basis m deren Punct mit to — 2 Zweigen 

be uhrt U nd mit 0 M- 1 )(to- 2 ) anderen Zweigen schneidet,- und 

W Mf lV erner * mi dei ’ BaS1S der6n 3 w (™- 2 ) Wendepuncte und 
Wen d e t a n gen ten gemein hat, sowie jede Doppeltangente der- 

ctv?c“ f ».«“?, b "“ rt ‘ D “ M ^ .Einel.Lige 

t” “ C ,„ u j 1 ? 6 ’”' 11 ’”"' ”0+4)(.»-2)(m-3) solclie 
langenten, bei welchen em Schnittpunct A in der Mitte 

>r "" 6simnct - “ 4 

. ^ ”^ or 0rt der Mitten T aller Tangenten der Basis O 

ist eine Curve to(to-+-1)(to— 2)(to— 3)*“ Grades 

T rn ( m + 1) (m — 2) (m — 3) 

welche die to Puncte a. der Basis zu (to 4 - 1 )(to— 2)(m— 31-fachen 
Puncten hat, durch die Beruhrungspuncte ihrer £to(to— 2 )(m 3 — 9 ) 

in n fr te ^p eht nebstdem J' ed « dieser Doppeltan- 
Curve hfr~ 1 n U “ beriill ^-“ Folgerung: „Eine beliebige 

ulll V 6 \j il 9, fj I 771 A 1 1 (T A in rx i n n S’ CNN z' cw s n 


Curve C« hat im Allgemeinen to(to- 


m 7 ° — 2) (to — 3)(to 3 — to — 4 ) solche 

Tangenten, bei welchen von den to -2 Schnitten irgend zwei, 

nunct d> glei ? h f W 1 Gltvon dritten, b, odor vom Beriihrungs- 

zahlen <£ abstehen; wobei J edocl1 der letztere Fall fur 2 zu 

eine ^ ^ ^ “ 

Bei der Basis C- sind die Ortscurven T? und und es folgt: 
(a »Bme beliebige Curve vierten Grades C 4 hat im All- 
gemeinen 64 solche Tangenten, bei welchen einer der beiden 

de C m n Ber- i etWa ’ ^ der MUe zwis «hen dem anderen c und 
dem Beiuhrungspuncte a 0 liegt. “ Und 

CP°0 »Dieselbe Curve muss 64:2 = 32 solche Tangenten 
ben, bei welchen die beiden Schnitte b und c gleich weft vom 
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Beriihrungspunct a 0 abstehen (wie § 17).“ Also: Die Ortscurve 
T i0 hat die 4 Puncte a w der Basis C 4 zu zehnfachen Puncten, 
geht durch die 56 Beriihrungspuncte ilirer 28 Doppeltangenten 
und beruhrt dieselbe in den oben naher beschriebenen 82 Puncten 

P° (§ 17). 

1st m> 4, so wir'd die Basis C m von der Ortscurve der T (ausser 
den im Satze ((3.) namhaft gemachten Puncten noch) in x Puncten be- 
riilirt und in y Puncten geschnitten, wobei 

2 x~\~y = m(m — 2) (m — 3) (m 2 — m — 4) 
sein muss: Wie sind diese zwei Zahlen x und y zu finden? 
[1st nicht y — (m — 4) x? wie ein gewisser W ahrscheinlichkeits-Grund es 
erheiseht. Dann ware 

x — m(m — 3)(m 2 — m — 4) und y — m(m- — 3)(m— 4)(m 2 — m — 4), 
und die Basis C m hatte m(m — 3 )(m 2 — m — 4) solche Tangenten, 
bei welchen zwei Schnitte c und d gleich weit vom Beruhrungs- 
punct a 0 abstanden, und ferner m(m- — 3)(m — 4) (m 2 — m — 4) 
solche Tangenten, bei welchen ein Schnitt b in der Mitte zwi- 
schen zwei anderen c und d lage.] 

YIL In der gegebenen Basis C m giebt es auch solche besondere 
Transversalen, bei welchen der Schwerpunct A ihrer m Schnitte (§ 25) 
mit einer ihrer — 1) Mitten Q zusammenfallt. Jede solche Trans- 

versalo heisse S a und ihr Schwerpunct so sind die respectiven Oerter 
derselben 

und Ql m< - m+ 

d. h.: „Bei einer beliebigen Curve C m ist der Ort derjenigen 
Transversale deren Schwerpunct Q a in der Mitte zwischen 
irgend zwei Schnitten liegt, eine Curve \m(m — l)(m — l) ter 
Classe und der Ort des Schwerpunctes ist eine Curve 

\m(m- j- 1) (m — -2) ten 

Grades. ££ 

Fiir die Basis C 3 sind danach die Ortscurven: Sa und <3«; die erste 
ist die obige Curve (§ 15, II.) , und die andere bedeutet die doppelte 
Basis C'\ indem in der That jeder Punct in C' 3 die Mitte (= Q a ) zweier 
Sehnen S 1 ist (§ 15). 

Bei der Basis C 4 sind die Ortscurven: Sa 6 nnd aber jede ist 

eine doppelte Curve, indem hier jede Transversale S a eine Doppelsehne 
S 2 ist, und daher zwei Mitten Q im Schwerpuncte Q a liegen; die ein- 
fachen Oerter sind somit nur Sa und Q x a \ wie wir sie bereits aus § 17 
lcennen. — Fiir m > 4 horen diese Reductionen der Ortscurven auf. 

Bei der Basis C 5 hat man: und Q 45 . Die Basis hat mit der 

ersten 800 Tangenten Sa (=$«) und mit der anderen 225 Puncte Q° 
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(= Qa) gemein. Nimmt man an, Q a liege in der Mitte zwischen den 
Schnitten a und b, so ist er zugleich der Schwerpunct der drei iibrigen 
Schnitte c, d und e; und wind der Beriihrungspunct jeder mit (A durch 
B 0 bezeichnet, so konnen folgende verscliiedene Umstande stattfinden. 

A. In Betreff der 800 Si sind drei Falle moglich, entweder liegen: 

a) etwa c und d (oder ce oder de) in J5 0 , oder 

fO etwa a und e (oder ac, ad, be, bd, be) in B 0 , oder 

T) « und b in B 0 und somit aucb Q° in B 0 \ und 

B. In Betracht der 225 Ql sind 2 Falle moglich; entweder liegt: 

8) Q° a in e (oder c, d) und ist nicht allein die Mitte von ah, 

sondern auch von cd, so dass die zugeliorige S a = S. 
wird, oder 

d) Ql hi a und b vereint, also in B 0 , wie Fall (a.), so dass 
die zugeliorige S a — Si wird, d. h. die C s in (ah) = Ql 
beriihrt. 

Dabei entsteht die Frage: Wie oft tritt jeder dieser Falle ein? und 
namentlich: Wieviele der 225 Puncte Ql gehoren dem Falle (8) 
und wieviele dem Falle (s) an? Der Fall (8) enthalt die oben (§19) 
verlangten Puncte und bestatigt die dortige Angabe liber ihre Anzahl. — 
Analoge Fragen sind bei dor allgemeinen Basis C’“ zu stellen. 

§ 27. 

Durch Projection gehen die vorigen Satze (§ 26) in solche andere 
Satze uber, bei welchen die betrachteten Mitten () durch gewisse harrno- 
nische Puncte N vertreten werden, namlich bei welchen nebst der Basis 
C m noch irgend eine Gerade G gegeben ist (dort war es G a ), und wobei 
dann zu dem Schnitt R der Transversale S und dieser Geraden G in 

Bezug auf je zwei der m Schnitte a, b, c, d, von S und C’“ der 

vierte harmonische Punct N genommen wird. 

Es konnen aber in der Transversale ferner auch harmonische Puncte 
auf andere Weise bestimmt werden, wie z. B. so, dass man zu je drei 

ihrer m Schnitte a, b, c, d, mit C m die drei vierten harmonischeii 

Puncte N nimmt (§ 11, III.), wodurch man in jeder Transversale im 
Ganzen Puncte N erhiilt. Und wird sodann die 

Transversale geeigneten Bedingungeu unterworfen, so gelangt man zu neuen 
Curven, sowie zu neuen Eigenschaften der Basis G m . Ich muss mich 
jedoch darauf beschranken, hier nur einige leichtere Resultate kurz mit- 
zutheilen. ■ • 

I. Es. kann verlangt werden, dass von den m Schnitten a, b, 

c, d, irgend vier unter sich harmonisch sein sollen. Dies fiihrt zu 

clem folgenden Satze: 
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„Der Ort derj enigen Transversale S, welche eine gegebene 
Curve m teu Grades C m in irgend 4 harmonischen Puncten 
schneidet, ist eine Curve — 1 )(m — 2 )(m — 3) ter Classe, 

Q^m(rn — l)(m — 2)(m — 3) 

welche die Basis in jedem ihrer Wendepuncte mit je m — 3 
Zweigen, sowie nebstdem (wenn w>4) noch in vielen anderen 
Puncten bertilirt. “ Der Beruhrungspunct jeder S mit der Ortscurve 
ist durch Hiilfe der in den vier harmonischen Sclinittpuncten an die Basis 
gelegten vier Tangenten leicht zu construiren. Aufgabe: Den Grad der 
Ortscurve zu bestimmen. 

Bei der Basis (7 4 ist demnach der Ort der Geraden S P 
welche dieselbe in 4 harmonischen Puncten abed schneidet, 
eine Curve sechster Classe 5 G , welche die Basis in ihr'en 
24 Wendepuncten beriihrt. Die 12.6 = 72 gemeinschaftlichen Tan- 
genten b eider Curven bestehen daher nur aus den 24 Wende tangenten 
der Basis, indem jede fur 3 zahlt. Die Curve S G ist vom dreissig- 
sten Grad; sie hat daher ^mit der Basis ausser jenen 24 Be- 
riihrungspuncten noch 72 Puncte (Schnitte) a 0 (—a) gemein, 
und ihre Tangente S in jedem dieser a Q schneidet die Basis 
ausser daselbst in drei solchen Puncten b , c, d : (die mit a 0 
harmonisch sind und) deren zugehorige Tangenten B, G, D 
sich in irgend einem Puncte p treffen. Durch die 72 Puncte 
a 0 konnen Curven achtzehnten Grades gehen. „Welche Lage 
haben die 72 Puncte p?“ — Besteht insbesondere die Basis C 4 aus 
4 Geraden A, B , C und D, so zerfallt die Ortscurve S e in die dem Vier- 
seit ABCJD eingeschriebenen drei harmonischen Kegelschnitte. (Entwicke- 
lung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten von einander. § 43.) 
Gleicherweise ergeben sich specielle Resultate, wenn die Basis 6' 4 aus 
C 2 +2C a Oder C 2 +6 V J oder C^A-C 1 besteht. 

Bei der Basis C 5 ist die Ortscurve =S 30 ; sie beriihrt die 
Basis in jedem ihrer 45 Wendepuncte mit zwei Zweigen, und 
nebstdem beriihrt sie dieselbe noch in 165 anderen Puncten a. 
Daher: 

„Eine beliebige Curve fiinften Grades hat im Allgemeinen 
165 solche harmonische Tangenten, bei welchen der Beriih- 
rungspunct a und die drei Schnittpuncte 5, c, d harmo- 
nisch sind. “ 

Bei der Basis C m findet man auf diese Weise •ausser den Wende- 
tangenten 

\m(m — 2) (m — 3) [m (m — 1 ) 2 — 36] 

solche Tangenten, bei welchen von den m — 1 Puncten, namlich dem Be- 
riihrungspunct a und den m— 2 Schnitten 5, c. p d P . . . ., irgend 4 harmo- 
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niscli sind, wo bei jedoch jeder Fall, wo sicli a unter den harmonisclien 
Puncten befindet, fur 2 zu zahlen ist, so dass, wenn die Zahl der Falle, 
welche a enthalten, durch x und die ohne a durch y bezeichnet werden, 
dann 2 x+y der vorstehenden Zahl gleicli ist. Dabei wird die Basis von 
der Ortscurve in den x Puncten a beruhrt. — Diese Zahlen x und y 
zu bestimmen. 

II. Wild die gegebene Basis C 1 von einer Tangente S in a beruhrt 
und in b, c geschnitten, und denkt man sich zu diesen 3 Puncten die 
3 vierten harmonisclien Puncte «, (3, T und zwar so, dass 

abac; abcfi ; a~(bc 

harmonisch sind: 

„So ist derOrt des Punctes a eine Curve zweiunddreissig- 
sten Giades, welche die Basis in ihren Wendepuncten drei- 
punctig beruhrt und durch die Beriihrungspuncte ihrer Doppel- 
tangenten geht (s. S. 541 Note).“ Und ' ‘ 1 

„So ist der gemeinsame Ort der beiden Puncte p und •y eine 
Curve vierundsechzigsten Grades, welche die Basis in jedem 
ilnei 24 Wendepuncte mit zwei Zweigen dreipunctig, sowie 
in jedem der 56 Beriihrungspuncte ihrer 28 Doppeltangenten 
(zweipunctig) beruhrt. “ Daraus folgt ferner: 

„Dass die Curve vierten Grades C i im Allgemeinen 64 
solche Tangenten hat, bei welchen der eine Schnittpunct, b, 
in der Mitte zwischen dem anderen, c, und dem Beriihungs- 
punct, a, liegt (wie §26, VI. a 0 ), und dass diese besonderen 
iangenten den Asymptoten der genannten Curve vierund- 
sechzigsten Grades parallel sind.“ 

Wird die gegebene Basis U 5 von einer Tangente S in a beruhrt und 
in b, c, d geschnitten und bestimmt man die drei Puncte o, y, j3 so, dass 

, . , abac; abyl; acM 

harmonisch sind: 

„So ist der gemeinsame Ort der 3 Puncte [3, y, 8 eine Curve 
^ Grades » seiche die Basis in jedem ihrer 45 Wendepuncte 
mit zwei Zweigen dreipunctig beruhrt und dieselbe in den 
165.3 = 495 Schnitten (b, c, d) der vorgenannten 165 harmo- 
mschen Tangenten (I.), sowie in den 240 Beriihrungspuncten 
ihrer 120 Doppeltangenten schneidet, und welche ferner auch 
diese Doppeltangenten doppelt beruhrt. Jede Tangente der 
Basis, bei welcljer irgend zwei der drei Schnitte b, c und cl 
gleich weit vom Beriihrungspunct a abstehen, ist einer Asym- 
ptote der genannten Ortscurve parallel. “ — Den Grad x zu 
bestimmen. 

III. Durch jede 4 in einer Geraden liegendon Puncte, uacli ihrer 
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■Reihenfolge a, b, c und cl, sind drei verschiedene (von mir sogenannte) 
Puncten-Systeme (Involutions -Systeme) bestimmt, indem naan dieselben 
auf drei Arten als zwei Paar conjugirte Puncte anselien kann, namlicli 
1. ab und cd ; 2. ad und be; 3. ac und bd. 

Die zu beiden Paaren jedes Systems gehorigen harmonischen Puncte/ be- 
ziehlich x und x x , y und y x , z und z x , wobei axbx x und cxdx x , aycly x 
und bycy l , azcz x und bzdz x harmonisch sind (§ 17), habe icli „ Asym- 
ptoten-Puncte" und die beiden ersten Systeme, bei denen die Asym- 
ptoten-Puncte reell sind, „hyperbolisch", dagegen das dritte (3.)? bei 
welchein dieselben imaginar sind, „elliptisch" genannt. 

Denkt man sick zu je 4 der m Puncte a, b , c, cl, . . . welche die 
gegebene Basis C m mit irgend einer Transversal© S gemein hat, die drei 
Paar Asymptoten-Puncte x und x x , y und y x , z und z x , so hat man im 
Ganzen 

— 1 )(m — 2)(m — 3) = jtPaare, oder %m(m — 1 )(m — 2 )(m — 3) = 2p. 
einzelne Asymptoten-Puncte, von denen jeder durch X bezeichnet 
werden soil. 

„Wird die Transversale S um einen in ihr beliebig ge- 
wahlten Pol P herumbewegt, so beschreiben die Puncte X 
insgesammt eine Curve 3|x ten trades 

m(rn—l) (in ~-2) (ro— 3) 

welche den Pol P zum jx-fachen Punct hat, u. s. w.“ 

Es kann solche besondere Transversalen S x (-S) geben, bei wel- 
chen ein Asymptoten-Punct mit einem ihrer m Schnittpuncte zusammen- 
fallt, z. B. der Schnitt e kann x sein, so dass aebx x und eedx x harmonisch 
sind, also das durch die Paare a und b, c und cl bestimmte Puncten- 
System den Schnitt e zum Asymptoten-Punct hat, oder diese 5 Schnitte 
Involution bilden. 

„Der Ort derjenigen Transversale S x , bei welcher ein 
Asymptoten-Punct X in der Basis C m selbst liegt, oder von 
deren mSchnitten irgend 5 Involution bilden, ist eine Curve 

g£m(m-—l)(m‘ — 2 )(m — 3)(wi— 4) cc 

Riicksichtlich aller dieser Transversalen S x , welche einen Asym- 
ptoten-Punct x in einem Schnitt e (aber nicht in einem Beriihrungspunct) 
der Basis haben, kann gefragt werden: „Welchen Ort hat der dem 
x(==e) zugehorige andere Asymptoten-Punkt xj“ Dieser Ort wird 
irgend eine Curve n tm Grades X™ sein; ihre Schnitte mit der Basis C m 
bestimmen diejenigen einzelnen Transversalen S XXl , welche ein Paar 
conjugirter Asymptoten-Puncte x und in der Basis haben. Die Beant- 
wortung der Aufgabe wird erleichtert, wenn zuvor die folgende gelost ist: 

38* 
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■ afcnl T “ ,18e ° tS S der B " is C- ™ dem Beruhpangs- 

punct a in Bezug auf je zwei der m-2 Schnitte bed 

er vierte harmonische Punct a gedaclit wird, so soll’der Ye- 
menis am e Ort aller dieser Puncte a bestimmt werden 

Bemerkung. Ich will Her noch bemerlcen, dass ich einige in 

a ?f eUt “ Si,ze ni « hl S«”58e»d bewiesen lu.be, 
Ml ti, ?„ -»« -cliepwe.se f.hleehaft sein kdnnen. Sollte dies de 

ZJ “Vl”? dl t e 1 Ne " heit “ d SobwieUgkeit des Segenstades, 
ZlZZ “ b6f0l8t “ 'I**** Betpachtungs- 

Papaiaoben a,t “ Iluldl ?c". Namentlioh in den dpei letsten 

LSli? elni S e gewagte Schliisse erlaulrt; so a. B. nm 

wain- ,« ZJ . , 5 , m Z 1 "- 184 dies «' Sate mhi allgeinein 

Seta richfe n VOr!MrS6he “ d « «» **. ™ H« 
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Aufgaben und Satze, beziiglich auf die vor- 
stebende Abhandluag. 

Zu den in der Abhandlung bereits gelegentlich aufgeworfenen zahl- 
reichen Fragen mogcn hier noch folgende liinzugefiigt werden. 

1. Wenn eine Curve vierten Grades einen Mittelpunct 9D7 haben und 
durcli gegebene 9 Puncte p gehen soil: welches ist dann der Ort von 9DI? 
Und: Wieviele Curven vierten Grades, welclie Mittelpuncte haben, gehen 
durcli 10 gegebene Puncte p? (§ 5 und vergl. § 7). — Die analogen Fragen 
bei hoheren Curven. 

2. Wieviele Durchmesser D hat die Curve vierten Grades, welclie 
mit ihrer conjugirten Richtung irgend einen gegebenen Wink el a bilden? 
Wieviele, wo a =90°? Fur a = 0 sind es die 4 Asymptoten (§ 17). 

3. Wieviele Paare conjugirter Durclimesser hat die Curve m tcu Grades 
C m ? Der Kegelschnitt C‘ l hat unendlich viele; die C 3 liat ein Paar; die 
G 4 hat 3 Paar (§ 17); wie geht es -wetter?' 

4. AVelches ist in Bezug auf eine gegebene Basis dritten Grades G 3 
der Ort desjenigen Poles P, dessen beide Polaren A 2 und J 2 einander 
beriihren (§ 15)? — Die entsprechende Frage bei hoheren Basen. 

5. Werden aus einem festen Punct P beliebige Transversalen S durch 
eine gegebene Curve m teu Grades C m gezogen, und an diese in den m 
Schnitten a, b, c , ... die Tangenten A , P, C, ... gelegt, die einander 
in \m(nn — 1) Puncten Q schneiden, so ist der Ort dieser Puncte irgend 
eine Curve A eri Grades Q x . Und werden aus jedem Puncte P einer festen 
Geraden G an dieselbe gegebene Curve C m die m(m — 1) Tangenten ge- 
zogen, deren Beruhrungspuncte im Ganzen \m(m — 1 )[m(m — 1) — 1] Be- 
rlihrungssehnen @ bestimmen, so ist der Ort dieser Sehnen eine Curve 
^? ter Classe &. In beiden Fallen hat % denselben Werth. Die Zahl oo 
zu finden. — Fur m — 3 ist x — 9 (§ 15). 
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6. Den Ort derjenigen Transversale S zu finden, welclie eine gege- 
bene Curve m ten Grades in irgend drei Paar Puncten schneidet, die zu 
einem Puncten-System gehoren (Involution bilden). 

7. In § 15, II S. 532 Note wurde bemerkt, dass die beiden Polaren 

A 2 und J 2 desselben Poles P in Bezug auf die gegebene Basis C % Kegel- 
schnitte jeder Art sein konnen, je nach der Page des Poles gegen den 
dort naher beschriebenen Kegelschnitt E\ In der That konnen dieselben 
nicht allein Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln sein, sondern als solche 
auch jede beliebige Form haben; und zwar verhalt es sich damit naher 
wie folgt. 5 

a. Sollen die Polaren A * und J 2 Parabeln sein, so ist der 
Ort des Poles P die Curve E 2 . b. Sollen dieselben gleichsei- 
tige Hyperbeln sein, so ist der Ort des Poles eine bestimmte 
Gerade* H. c. Sollen dieselben Kreise sein, so giebt es nur einen 
einzigen PolP 0 (=P), der geniigt; derselbe ist zugleich der Pol 
der Geraden H in Bezug auf den Kegelschnitt E 2 . d. Sollen A 1 
und J 2 irgend einem gegebenen Kegelschnitte C 2 ahnlich sein 
so ist der Ort des Poles P jedesmal ein solcher Kegelschnitt P* 
welcher den Kegelschnitt E 2 (imaginar) doppelt beriihrt, und 
zwar mit ihm jene Gerade II zur (ideellen) Beriihrungssehne 
hat. — Giebt man also dem Kegelschnitte C 2 nach einander alle 
verschiedenen Formen, so entstohen fiir den Pol P eine Schaar 
Ortscurven P\ oder vielmehr ein Biischel P(P 2 ), welche sich 
insgesainmt in denselben zwei Puncten beriihren, die Gerade 
H zur Beriihrungssehne und dieselbo mit jonom Pol P 0 gemein- 
sam zu Polare und Pol haben, und zu welchon insbesonderc 
auch die Curve E 2 , sowie die Gerade 11 und der Pol P 0 selbst 
als Uebcrgangs- und Gronzglieder gehoren, namlich°P“ als 
Uebcrgang der Polaren ^l 2 und J 2 von Hyperbeln zu Ellipsen, 
dagegen P^als Grenze der Hyperbeln und P 0 als Grenzo der 
Ellipsen. 

Hat die gegebene Curve C z drei reelle Asymptoten A , B und C\ so 
sind die Gerade H und der Pol P 0? wie folgt, zu finden. Sind a, % y die' 
Fusspuncte der aus den Eckcn a, b, c des Dreiseits ABC auf die Gegon- 
seiten A, B, C gefallten Perpendikel , so liegen die Sclmitte der 3 Paar 
Geraden a [3 und C\ ay und B, [3y und A auf der verlangton Geraden 11; 
odex diese Gerade ist auch die Linie der gleichen Potenzen der den Drei- 
ecken abo und a^y umschriebenen Kreise. Und legt man in den Ecken 
des Dreiecks abc an den ihm umschriebenen Kreis die Tangenten,- die ein 
neues Dreieck a l b 1 c l bilden, so schneiden sich die drei Geraden ««,, bb { 
CG . i At 1 ^ em ver ^ ai (gten Pol P 0 . — 1st insbesondore das Asymptoten-Dreieck 
ABC— abc gleichseitig, also E 2 der ihm eingeschriebene Kreis, so 


Aufgaben und Satze, beziiglich auf die vorstehende Abhandlung. 


.601 


sind alle Ortscurven, B(P 2 ), mit demselben concentrische Kreise, P 0 
ist ihr gemeinsamer Mittelpunct, und die Gerade TI ist = G m . Daher: 
Bei einer Curve dritten Grades, deren Asymptoten ein gleich- 
seitiges Dreieck abc bilden, liegen die Beriihrungspuncte von 
je 6 parallelen Tangenten in einer gleichseitigen Hyperbel. 
Werden aus einem Puncte des dem Dreieck abc umschriebenen 
Kreises 6 Tangenten an die Curve gelegt, so liegen die Beriih- 
rungspuncte in einer Hyperbel, deren Asymptoten-Winkel = 60° 
ist; und werden aus dem Mittelpuncte P 0 dieses Kreises die 

6 Tangenten an die Curve gelegt, so liegen die Beruhrungs- 
puncte in irgend einem Kreise. 

Wie muss das Asymptoten -Dreieck abc bescliaffen sein, damit der 
Pol P 0 Brennpunct des Kegelschnittes E 2 (und damit zugleich auch aller 
Kegelschnitte P 3 ) wird? 

Fiir alle Curven dritten Grades, welche mit der gegebenen gemein- 
schaftliche Asymptoten haben (mogen diese reell odor imaginar sein), 
bleiben die Ortscurven P{P 2 ) die namlichen (§ 22); was zu weiteren 
Folgerungen fiihrt, wenn die speciellen Curven dritten Grades beriicksicli- 
tigt werden. 

8. „Alle Curven dritten Grades, welche durch folgende 

7 Puncte eines gegebenen Dreiecks gehen, namlich 1) durch 
den Schwerpunct, 2) durch die Ecken und 3) durch die im 
Unendlichen liegenden Puncte der Seiten, haben congruente 
Asymptoten-Dreiecke, und zwar sind dieselben dem gegebenen 
Dreieck ahnlich, mit ihm ahnlichliegend, und ihre Seiten ver- 
halten sich zu den entsprechenden Seiten des letzteren wie 
2:3. £C — Es giebt einen analogen Satz liber das vollstandige m-Seit und 
die Curven m ten Grades. Z. B. beim vollstandigen Yierseit mlissen die 
Curven vierten Grades ausser dmch die 6 Ecken und durch die im Un- 
endlichen liegenden Puncte der 4 Seiten auch noch durch die oben (§ 18, 
II (S. 553)) beschriebenen 3 Puncte p, also im Ganzen durch 13 gegebene 
Puncte gehen. 
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Eigenschaften der Curven yierten Grades 
rilcksiclitlicli ihrer Doppeltangenten, *) 

Seitdem Poncelet zuerst auf das Yorhandensein der Doppeltangenten 
bei algebraischen Curven aufmerksam gemacht**), ist bis jetzt noch wenig 
geschehen, die wesentlichsten Eigenschaften derselben zu erforschen. Es 
gelang leiclit,' ihre Zahl aus derjenigen der Wendepuncte zu schliessen 
durch Htilfe der Theorie der reciproken Polaren, welche man demselben 
grossen Geometer verdankt. In cliesem Betracht habe ich die drei Glei- 
chungen aufgestellt, welche zwischen dem Grad, der Classe, der Zahl der 
Doppel- und Ruckkehrpuncte, und der Zahl der Doppel- und Wendetan- 
genten jeder algebraischen Curve stattfinden ***). Nicht ohne Anstrengung 
gelang es Jacobi , die Zahl der Doppeltangenten direct und analytisch zu 
beweisenf). Noch schwerer mag es sein, die allgemeinen Eigenschaften 
derselben zu erforschen, was diejenigen Mathematiker am besten wissen 
werden, welche sich bereits damit beschaftigt haben. Ich habe vor meh- 
reren Jahren versucht, auf synthetischem Wege die gegenseitige Beziehung 
der 28 Doppeltangenten der allgemeinen Curve vierten Grades zu finden, 
und bin zu Resultaten gelangt, welche sowohl den Grund der dem Gegen- 
stande innewohnenden Schwierigkeit aufdecken, als auch zugleich die ge- 
eigneten Angriffspuncte far die zweckmassige Behandlung desselben leiclit 
erkennen lassen. Die Resultate beruhen auf eigenthiimlich verschlungenen, 
theils ungewohnlichen Combinationen der gegebenen Elemente. Die we- 
nigen von Anderen fiber denselben Gegenstand bereits veroffentlichten Ver- 
suche stimmen mit meiner Arbeit wenig iiberein. Die nachstehenden An- 

Einen kurzen Auszug dieses Aufsatzes habe ich bereits am 25. Juli 1853 der 
Akademie der Wissenschaften zu Paris vorgelegt; s. Comptes rendus hebdomadaires 
von jenem Datum. 

**) Cretins Journal f. d. Mathem. Bd. VIII, S. 401—406. 

***) Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, August 1848; und 
Crete's Journal Bd. XLVII, S. 1. (Conf. Bd. II, S. 495 dieser Ausgabe.) 

f) Crelle* s Journal Bd. XL, S. 237. 



606 Weber die Doppeltangenten der Curven vierten Grades. 

gaben mogen eine ohngefahre Vorstellung meiner Resultate gewahren so- 
wie auch den Weg und die Mittel eroflnen, die zu ihrem Beweis ffihren 
welcher fur die gewohnliche, analytisclie Behandlung ohne Zweifel scliwierig 
war, aber nunmehr durcb Hfilfe der in meinem schon citirten Aufsatze 
enthaltenen Hauptsatze fiber Polar-Enveloppen bei algebraischen Curven 
leicht zu ffihren ist. 

I. Man denke sich eine allgemeine Curve vierten Grades, C\ Hire 
28 Doppeltangenten t, paarweise zusainmengefasst, geben 378 Paare • iedes 
Paar_ heisse it, und der gegenseitige Schnittpunct jedes Paares he’isse p 
so giebt es ebenso 378 Puncte p. Seien m und n, m l und n die Be- 
rfihrungspuncte eines Tangentenpaares tc mit der Curve; man verbinde sie 
wechselseitig durch zwei Paar Gerade mm 1 und nn t , mn x und nm und 
nenne deren gegenseitige Schnittpuncte q, r. Dann gehoren zu jedem Tan- 
gentenpaar ic drei Puncte p, q, r. 

II. Die 878 Puncte p und mit ihnen zugleich auch die 378 Paare 

w ordnen sic ^ nach einem bestimmten Gesetz zu 6 und 6 in Gruppen 
G, so. dass 63 Gruppen G entstehen, wovon keine zwei einen Punct » 
oder ein Paar tu gemein liaben. 1 

Die 6 Puncte p jeder Gruppe G liegen in irgend einem 
Kegelschnitte, G\ was im. Ganzen 63 Kogelschnitte G 3 giebt." 

Die zu einer Gruppe gehorigen 6p hangen von 12 verscliiedenen Tan- 
genten t ab, also von 6 Paaren it, welche keine Tangente gemein haben 
so dass von den je <ap keine zwei in der namlichen Tangente liegen. 

III. Die 8 Berfihrungspuncte je zweier zu einerlei Gruppe gehorigen 
Pangentenpaare ir liegen allemal in irgend einem Kegelschnitte B 2 °so 
dass zu jeder Gruppe *6.5 = 15 Kegelschnitte B 2 gehoren. Danach sollte 
es fur die 63 Gruppen 63.15 = 945 Kegelschnitte B 2 geben; allein dabei 
wird jeder drennal geziihlt, und somit giebt es im Ganzen nur 315 ver- 
schiedene Kegelschnitte B\ Das lieisst: 

r , ” Un J® r den 28 Doppeltangenten t einer Curve vierten 
Grades C giebt es im Allgemeinen 315-mal 4 solche, deren 
8 Beruhrungspuncte zusammen in irgend einem Kegelschnitte 
B- liegen." 

> zu J eder Gruppe G gehorigen 18 Puncte, nam- 
Iich die 6p, 6 q und 6r (I.) liegen zusammen in irgend einer 
Curve dritten Grades G\ so dass es 63 Curven G 3 giebt." 

Jede Curve G 3 schneidet die gegebene Curve C 4 in 12 Puncten a 
was im Ganzen 63.12 = 756 bestimmte Puncte a giebt. Jeder Punct a 
hat die Eigenschaft, dass irgend ein Kegelschnitt A 2 die' gege- 
bene Curve C* in demselben vierpunctig und nebstdem no°cli 
in irgend zwei anderen bestimmten Puncten b und c einfach 
(d. h. zweipunctig) beruhren kann. Also: 
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„ S oil ein Kegelschnitt A 2 eine gegebene Curve vierten 
Grades C' 4 in irgend einem Puncte, a , vierpunctig und zudein 
noch in irgend zwei anderen Puncten, b und c y einfach be- 
riihren, so finden im Allgemeinen 756 Losungen statt.“ 

Werden zwischen je drei zusammengehorigen Puncten a, b und c die 
Geraden ab, ac und be gezogen, und im Puncte a an die Curven 6 Y4 
und G z die Tangenten A und A x gelegt, so sind die vier Geraden 
ab, Ay ac, A x harmonisch, also A x durcli die drei anderen be- 
stimmt, und so liegt der Schnittpunct, dy der Geraden A und 
be auf der Curve G'\ so dass man von dieser 12 neue Puncte 
d erhalt. 

„Die zu jeder Gruppe G gehorigen 84 Geraden, namlich 
die 6 Tangentenpaare (=12 Gerade £), die 6-mal 4 Geraden 
mm xx nn X y mn x und nm 1 y die 12 Tangenten A und endlich die 
12-mal 3 Geraden aby ac und be werden zusammen von irgend 
einer Curve dritter Classe K z (und sechsten Grades) beriihrt; 
und zwar beriihrt sie die Geraden ab und ac in den Puncten 
b und c selbst, so dass also die 12 b und 12c zugleich ihre 
24 Schnittpuncte mit der gegebenen Curve 6' 4 sind. cc „Es 
giebt im Ganzen 63 Curven IP. “ 

Die zu jeder Gruppe gehorigen zwei Curven G z und K 3 haben eine 
interessante innige Beziehung zu einander, wovon ich hier nur Einiges 
kurz andeuten will. Jeder der 9 Wendepuncte der Curve G z werde durcli 
und die Wendetangente durch W bezeichnet; aus jedem w gehen drei 
Tangenten Q y Q i: Q 2 an die Curve, deren Beriihrungspuncte q ? q n q 2 in 
einer Geraden R x liegen; der Schnitt von W und R x heisse p. Jede der 
9 Ruckkehrtangenten der Curven IP werde durch R und der Ruckkehr- 
punct durch r bezeichnet; jede R schneidet die Curve in drei Puncten 
I? deren zugehorige Tangenten Qy Q r , Q n sich in einem Puncte 

w x treffen; die Gerade rw x heisse P. Nun stehen die Curven G z 
und K z in solcher Yerbindung, dass sie einander in den 
9 Puncten q beriihren, also die 9 Q zu Beruhrungstangenten 
haben, dass ferner sowohl die 9 Paar Puncte w und w x als 
die 9 Paar Geraden R und R x zusammenfallen, und dass zudein 
sowohl die 4 Geraden WQ f QQ n als die 4 Puncte rq x qq 2 har- 
monisch sind, und dass somit auch die 4 Puncte pcfqqf 1 sowie 
die 4 Geraden RQ X QQ 2 harmonisch sind. — Die weiteren Be- 
ziehungen der beiden Curven behalte ich miivvor, bei einer geeigneteren 
Gelegenheit umstandlicher zu erortern. 

V. Die 63 Gruppen G (II.) ordnen sich nach einem gewissen Gesetz 
zu 3 und 3 zu Systemen, S, so namlich, dass zu je zwei Gruppen alle- 
mal irgend eine, aber nur eine bestimmte dritte Gruppe geliort, 
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welche mit ihnen ein System 8' bildet. Die Zalil der Systeme ist daher 
= 651, und jede Gruppe kommt in 31 Systemen vor. 

Aus einem gewissen Grande kann man die Systeme in zwei Ab- 
tlieilungen bringen und sie demgemass durch S, und S 2 unterscheiden. 
Dann enthalt die erste Abtheilung 315 Systeme S 1 und die zweite 336 
Systeme S s , und dann kommt jede Gruppe in 15 Systemen S l und in 
16 Systemen S 3 vor. Die Systeme beider Abtheilungen unterscheiden 
sich unter anderen, wie folgt: 

1. Die drei Gruppen jedes Systems S, iiaben allemal vier, und 

zwar vier solche Doppeltangenten t gemein, welche in jeder Gruppe zwei 
Paare n bilden, namlich sind z. B. u, x, y und 0 die vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten t, so miissen etwa ux und yz Paare der ersten, uy und 
*2 Paare der zweiten und us und xy Paare der dritten Gruppe sein. 
Durclr die 8 Beriihrungspuncte solcher vier Tangenten u, x, y, z .relit 
also immer ein Kegelschnitt IP (III.). Die drei Gruppen umfassen & zu- 
sammen alle 28 Doppeltangenten t und nehmen vier derselben, u, x y 
und z, dreifach in Anspruch. " 

2. Dagegen enthalten die drei Gruppen jedes Systems S 2 zusammen 
nur je 18 Doppeltangenten t, indem jede der letzteren zu je zwei Gruppen 
gehort, also je zwei Gruppen seclis Tangenten gemein ‘ haben ; oder, wenn 
man die 18 Tangenten durch a, a,, a,, a 3 , a 4 , « s ; b, 6 t) . . . b s ■ c, 
c i: ... c 5 bezeichnet, dass etwa 

ab, ajb , , a.fi 2 , a 3 b 3 , a i b i , a 5 b 6 Paare der ersten, 

ac, a, c,, a 3 c 2 , a 3 c 3 , a 4 c 4 , a 3 c s Paare der zweiten, 
be, b,c j, b 3 c 2 , b 3 c 3 , b 4 c 4 , b 3 c 3 Paare der dritten 

Gruppe sind. 

Abgesehen von diesem Unterschiede haben alle Systeme folgende o'e- 
meinsame Eigenschaft: . 0 

„Wahlt man aus jeder der drei Gruppen eines Systems 
S ein beliebiges Tangentenpaar it, so liegen.die 12 Beriih- 
rungspuncte derselben allemal in irgend einer Curve dritten 
Grades, B 3 .“ 

Nach blosser Combination iniissten hiernach zu jedem System S 

6.6.6 = 216 

Curven B 3 gehoren, uud im Ganzen sollte es 

651.216 = 140616 

Curven B 3 geben. Allein dabei ist eine und dieselbe Curve mehr oder 
weniger oft gezahlt, so dass die Zahl der von einander verschiedenen 
Curven B i bedeutend geringer ist. Zudem ist IP ' nicht immer eine 
Curve von allgemeiner Form, vielmehr besteht sie in der Mehrzahl der 
Fiille aus einem Kegelschnitte und einer Geraden, oder aus drei Geraden; 
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und zwar sincl diese Kegelsclinitte keine anderen als die obigen 315 Kegel- 
schnitte B 2 (III.), und die Geraden bestelien nur aus den 28 Doppeltan- 
genten t selbst. Namlich es verhalt sich damit, wie folgt. 

Bei jedem System S x , wo jede der vier gemeinscbaftliehen Tangenten 
Uy X, y, z durch t 0 und der durch ilire 8 Beruhrungspuncte gehende 
Kegelschnitt B 2 durch B 2 0 bezeichnet werden mag, bestelien von den 
216 Curven B z : 

a) 4 aus drei Geraden, namlich aus uxijy uxZy uyz und xyz; 

* b) 4 aus i? 2 +£ 0 , d. h. aus B\ und je einer Geraden u, y oder z; 
c) 48 aus i? 2 +£ 0 , aus je einer Geraden u, x y y 7 z und je einem 
Kegelsclinitte B 2 ; und 
cl) 160 aus eigentlichen Curven B z . 

Bei jedem System $ 2 dagegen bestelien die 216 B 3 : 

e) 6 aus je drei Geraden, namlich aus abc> a 1 b l c l , a 5 & 5 <? 5 ; 

/) 90 aus B^+ty namlich aus je einem B 2 und je einer der 18 Ge- 
raden a x , . . . , a 6 ; b, b l , ... Z> 5 ; c, c t , . . . , <? 5 ; und 
g) 120 sincl eigentliche Curven B 3 . 

Hiernach giibe es im Ganzen: 

a. Solche i? 3 , welche aus drei Geraden bestehen (a und e): 
315X4+336X6 = 3276, 

was * gerade der Zahl der Combinationen der 28 Doppeltangenten t zu je 
dreien gleich ist, =28.27.26:6 = 3276. 

p. Solche J3 3 , welche aus B 2 0 -i-t Q bestelien, wobei der Kegelschnitt 
B\ durch die Beruhrungspuncte der Tangente t Q geht (b): 

315x4 = 1260. 

7 - Solche B’\ welche aus Z? 2 +tf bestehen, wo B 2 nicht durch die 
Beruhrungspuncte von t geht (c und /): 

315 X 48 + 336 x 90 = 45360. 

o. Eigentliche, nicht in Tlieile zerfallende Curven B 3 (cl und g): 
315x160+336X120 = 90720, 
was zusammen die obige Zahl 140616 ausmacht. 

7 °* Da es nun nur 315 Kegelsclinitte B 2 giebt (III.), in ( 7 .) aber 
45360 vorkommen, so muss jeder clerselben 144 -mal in Anspruch ge- 
nommen sein, und da er dabei jedesmal mit einer der 24 Tangenten t, 
durch deren Beruhrungspuncte er nicht geht, verbunden ist, so muss er 
mit jeder dieser Tangenten 144)24 = 6 -mal vorkommen, so dass also 
unter ( 7 .) nur 

45360:6 = 7560 

verschiedene J3 2 +tf enthalten sind, von denen noch je 24 den namlichen 
Kegelschnitt B 2 haben und sich nur durch die Tangente t von einander 
unterscheiden. 
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8°. Da ferner in (6.) jede Curve B 3 durcli die Beriihrungspuncte 
von 6 Tangenten t geht, welclie 15-mal als B Paare tt auftreten, so wire! 
dieselbe auch 15-mal wiederholt, so dass es also nur 

90720:15 = 6048 

verschiedene eigentliche Curven B 3 giebt. 

Somit giebt es von einander verschiedene Curven B' A 

[a.] 3276, bestehend aus je 3z t; 

[p.] 1260, bestehend aus 

[y°.] 7560, bestehend aus B 2 -{-t, und 

[8°.] 6048 eigentliche Curven B' A \ 

also zusammen = 18144. 

Das Hauptresultat ist in (o°.) enthalten, namlicli: 

„Unter den 28 Doppeltangenten t einer Curve viorton 
Grades giebt es im Allgemeinen 6048-mal 6 solche, deron 
12 Beriihrungspuncte zusammen in irgend einer oigontl ichen, 
nicht in Theile zerfallenden Curve dritten Grades B' A Iiegen. a 

VI. Die 63 Gruppen G (II.) ordnen sich nun ferner zu 4 und 4 zu 
Systemen, $[4], und zwar dergestalt, dass zu je drei Gruppen, welclie 
nicht schon im Vorigen (Y.) ein System S bilden, allemal cine, a her 
nur eine bestimmte vierte Gruppe gehort, die mit i linen ein System 
jS[ 4] bildet. Dabei darf also auch die vierte Gruppe mit keinen zweien 
der drei ersten Gruppen ein System S bilden.- Es giebt im Ganzen 
9765 Systeme S[4]. Dieselben haben unter anderen folgende gomoin- 
same Eigenschaft: 

„Wahlt man aus jeder der vier Gruppen ein e s Systems 
aS[4], ein beliebiges Tangentenpaar tt, so liegen die 16 Be- 
riihrungspuncte derselben allemal in einer Curve viorten 
Grades 

VII. Gleicherweise ordnen sich die 63 Gruppen zu 5 und 5 zu 
Systemen, $[5], dergestalt, dass zu jeden vier Gruppen, welclie weder 
ein System S (Y.) noch ein System S[ 4] (VI.) bilden, allemal eine, 
aber nur eine bestimmte fxinfte Gruppe gehort, die mit i linen ein 
System S[h] bildet, und wobei dann auch diese fiinfto Gruppe wader mit 
zweien noch clreien von jenen vier Gruppen eines der vorhergehendmi 
Systeme . bildet. Es giebt 109368 Systeme S [5]. Sie lmbon folgende 
Eigenschaft: 

„Wahlt man aus jeder der funf Gruppen eines solchen 
Systems /S[5] ein beliebiges Tangentenpaar tt, so liegen die 
20 Beriihrungspuncte derselben allemal in einer Curve fun ft on 
Grades 23V C 
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VIII. Ebenso ordnen sich die 63 Gruppen weiter zu 6 und 6 zu 
Systemen S [6] , so dass zu je fiinf Gruppen, welche unter sich keines der 
bisherigen Systeme bilden, allemal eine, aber nur eine bestimmte 
sechste Gruppe gehort , die dann auch weder mit 2 noch 3 noch 4 von 
jenen 5 Gruppen eines der vorhergehenden Systeme bildet. Die Zahl der 
Systeme £[6] 1st == 874944. 

„Wahlt man bei einem solchen System S[6] sechs Tan- 
gentenpaare tt beliebig, jedoch aus .jeder Gruppe eines, so 
liegen ihre 24 Beriihrungspuncte allemal in einer Curve 
sechsten Grades B c \ a 

IX. Endlich ordnen sich die 63 Gruppen auch noch in Systeme 
S[l] von 7 und 7 Gruppen, so dass zu je sechs Gruppen, die unter sich 
keines der bisherigen Systeme bilden, allemal eine bestimmte siebente 
Gruppe gehort, welche ebenso mit keinen 2 noch 3 noch 4 nocli 5 
von jenen 6 Gruppen eines der fruheren Systeme bildet. Die Zahl der 
Systeme $[7] ist = 3999744. 

„Wahlt man aus d-en sieben Gruppen eines solchen Systems 
$[7] sieben Tangentenpaare beliebig, aus jeder Gruppe eines, 
so liegen ihre 28 Beriihrungspuncte allemal in einer Curve 
siebenten Grades B 7 “ 

Weitere Systeme zu 8, 9, .. . Gruppen giebt es nicht. 

Bemerkung. Wenn oben (VI, VII, VIII und IX.) gesagt wird: 
die 16, 20, 24, 28 Beriihrungspuncte liegen in einer Curve B‘\ B r % B { \ 
B 7 , so ist darunter nicht zu verstehen, es seien diese Curven dadurch 
bestimmt (wie dies in (V.) der Fall war), — vielmehr gehen unendlich 
viele Curven desselben Grades durch die namlichen Puncte, — sondern 
es ist damit nur gemeint: die Puncte haben die besondere Eigenschaft, 
dass solche Curven durch sie gehen konnen. Denn werden in der gege- 
benen Curve eine gleichc Zahl Puncte willkiihrlich angenommen, so 
gehen durch sie keine Curven von den respective angegebenen Graden, 
weil namlich von den 4 n Schnittpuncten, welche eine Curve n ten Grades 
B n mit der gegebenen Curve C 4 haben kann, bekanntlich nur 4^—3 will- 
kiirlicli angenommen werden diirfen, indem durch diese die 3 librigen 
schon bestimmt sind. 

X. Das Vorstehende giebt unter anderen Anlass zu folgenden Fragen 
oder Aufgaben. 

1. Welche Resultate erhalt man, wenn die Systeme in 
(VI.), (VII.) (VIII.) und (IX.) ebenso umstandlic'h discutirt 
werden, wie es oben (V.) mit den Systemen . S geschehen ist? 
Oder insbesondere kann man fragen: „Wie oft giebt es unter den 
28 Doppeltangenten t 8, 10, 12 oder 14 solche, deren 16, 20, 
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24 oder 28 Beruhrungspuncte beziehlich in einer eigentlichen 
Curve B\ B\ B 6 oder B 7 liegen?“ 

2. Wie verhalten sich die 63 Kegelschnitte G 2 (II.) riiclt- 
sichtlich ihrer Lage zu einander? 

3. Welche Beziehung liaben die 63 Curven dritten Grades 
(t 3 (IV.) zu einander? Und 

4. Welche Beziehung haben die 63 Curven dritter Class© 
K z (IV.) riicksichtlich ihrer Lage zu einander? 

Berlin, im October 1852. 


Aufgaben mid Lebrsatze. 


Crelle’s Journal Band XLIX. S. 273 — 278. 




Autgaben und Lehrsatze. 

1 . „ Soil oin Kegelschnitt beschrieben werden, welcher 
diirch clrei gegobenc Puncte geht und cine gegebeno Curve n tm 
Grades in irgend einem Puncte osculirt (dreipunctig beriihrt), 
so finden im Allgemeinen 

3 n(n — 1) 

Losungen statt.“ — Kommen die gegebenen drei Puncte insbesondere 
in die gegebene Curve selbst zu liegen, so verringert sich die Zahl der 
Losungen, und zwar mit jedem Punct, der in die Curve tritt, um 2, so 
dass also, wenn alle drei in derselben liegen, die Zahl der Losungen nur 
= 8 n(n — 1 ) — 6 = 3 (n — 2) ist. 

2. Wie viele solche Kegelschnitte giebt es, welche cine 
gegebene Curve n Un Grades in irgend einem Puncte osculiren 
und zudem cntweder 

a. durch zwei gegebene Puncte gehen und eine gege- 
bene Gerade beriihren; oder 

b. durch einen gegebenen Punct gehen und zwei gege- 
bene Gerade beriihren; oder 

c. drei gegebene Gerade beriihren? 

3. „ Soli ein Kegelschnitt beschrieben werden, welcher 
durch drei gegebene Puncte geht und eine gegebene Curve n tm 
Grades in irgend zwei Puncten beriihrt, so finden im Allge- 
meinen 

£(»— l)w(n+l)(w+2)— 4k(n—l)n = $(n*-t-2n z — 9w 9 +6w) 

Losungen statt.“ — Kommen von den gegebenen Puncten, die a , b, c 
heissen mogen, einer oder zwei oder alle drei in die gegebene Curve zu 
liegen, so vermindert sich die Zahl der Losungen stufenweise; namlich 
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alsclann befinden sich unter den losenden Kegelschnitten auch solche, 
welche die Curve in den gegebenen Puncten selbst boriihren, und dann 
fallen mit jeder solchen Beriihrung zwei der genannten Kegelschnitte in 
einen zusammen. Liegt z. B. der erste Punct a in der Curve, so wird sic 
von n s -\-n — 4 der genannten Kegelschnitte in a selbst beriihrt, und somii 
vennindert sich die Zahl der Losungen ebenfalls um n'~\~n — 4. Oder 
zahlt man dabei bloss diejenigen Kegelschnitte, -welche nicht in a be- 
riihren, so ist ihre Anzahl um 

2(n i -\-n — 4) 

geringer, als die obige Gesammtzahl. Und tritt nun ferner auch der 
zweite Punct b in die gegebene Curve, so verringert sich die Anzahl der- 
jenigen Kegelschnitte, welche weder in a noch b beriihren, aufs Neue um 

2(n 2 +n— 6); 

und gelangt auch noch der dritte Punct c in die Curve, so vennindert 
sich die Zahl der Kegelschnitte, welche weder in a noch b noch c be- 
rvihren, abermals um 

2(n 2 -\-n — 8), 

so dass also ran noch 


^(n 4 -+-2n 3 21 n“ — 6re-+-72) = — 3) (n — 2 )(?«-)- 3)(»+4) — 2 (n - ■{) « 

solche Kegelschnitte iibrig bleiben, indem die Vormindcrungon zusammen 

6(n 2 -\-n — 6) 

betragen. Die anderen Kegelschnitte reduciron sich auf jo ri‘-\-n S 

welche beziehlich kn Puncte a odor b odor e beriihren, und lerner auf 
drei, welche beziehlich in a und b, a unde, b und e bertihren ; zahlt man 
die ersteren doppelt und die letzteren viorfach, so kommt riclitm 

o 


3 (ft — }— ?i 8 ) X 2 — f— 3 X 4 = {> (71 3 — j— 71 — ( 

Werden aber diese (in a, b, 0 beruhrenden) Kegelschnitte auch nur 

gezahlt, was = 3(» s 4-»— 7) ausmacht, so botriigt die Zahl aller 
schmtte nur noch 


einfaoh 

Kegel- 


-15w*-f-30) = -lnn(n — 3)(»-(-5)-f-lf>, 


i(n'‘-i-2n 3 - 

und dann sind 

3 (n 2 -\-n — 5) 

Kegelschnitte als verschwunden anzusehen. 

Wie man bemerken wird, ist in dem obigen Satze unter anderen auch 
ei bekannte besondere ^tz cuthaltcn: „Dass durch drei gegebene 

gegebenen Ke^rT^/ 1 / 1 ’ Ke § elsclinitte 8°hen, welche einen 
g gebenen Kegelschmtt doppelt beriihren (odor welche /wei 
gegebene Gerade beriihren)." cUc / ' %U I 
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4. Aus cler vorstehenden Auseinandersetziing (3.) orgeben sicli fol- 
gende specielle Satze: 

I. „ Soil ein Kegelschnitt cine gegebene Curve 7i ie " Grades 
in einem (aufilir) gegebenen .Puncte, a, osculiren und dieselbc 
nebstdem nocli in irgend zwei anderen Punctcn beruhren, so 
finden im Allgemeinen 

^ (n* -h 2 n° — 2 in 2 — (in -f- 7 2) 

Losungen statt. “ Und 

II. „Soll der Kegelschnitt die gegebene Curve in einem 
gegebenen Puncte a vicrpunctig und nebstdem nocli in irgend 
einem anderen Puncte (einfach) beruhren, so giebt es im All- 
gemeinen 

n(n H-l)— 8 

Losungen. “ 

5. Aehnlicherweise ergiebt si eh aus dem Satze (1.) der folgende spe- 
cielle Satz: 

„ Soil ein Kegelschnitt eine gegebene Curve n tGU Grades in 
einem gegebenen Puncte a und noch in irgend einem anderen 
Puncte osculiren, so finden 

3 n(n — 1) — 9 

Losungen statt. “ 

6. Wie viele solche Kcgclschnitte giebt es, wclchc cine 
gegebene Curve rd cn G r a d c s d o p pelt b e r h h r c n u n d z u d c m 
entweder 

a . durch zwei gegebene Puncte gehen und cine gege- 
bene Gerade beruhren; oder 

h. durch eine n gegebenen Punct gehen und zwei gege- 
bene Gerade beruhren; oder 
c. clrei gegebene Gerade beriihren? 

7. In Riictsicht der obigen Satze (1.) und (3.) mogen noch folgende 
besondere Fiille hervorgehoben werden: 

I. „Hat eine Curve 2w ten Grades clrei n - f a c h e Puncte, abor 
ausserdeni keine anderen vielfachen Puncte, und soil ein Ivcgcl- 
schnitt durch jene clrei Puncte gehen und zudem die Curve 
entweder 

d) in irgend einem anderen Puncte osculiren, so ist 
die Zahl der Losungen = 3 n(ii — 2); oder 
b) in irgend zwei anderen Puncten beruhren, so ist 
die Zahl der Losungen =^n(?i — 2 )(n — 3)(^~t-3). “ 

II. „IIat eine Curve 2?i ten Grades zwei ra-fache und einen 
(?i — l)-fachen Punct, aber sonst keine vielfachen Puncte, und 



618 Aufgaben und Lehrsiitze. 

soil ein Kegelschnitt durch diesel ben gehen. und zudem die 
Curve entweder 

a) in irgend einem anderen Puncte osculiren, so ist die 
Zahl der Losungen — 3(«^-1 )(m— 1); odor 

b) in irgend zwei anderen Puncten beruhren, so ist die 
Zalrl der Losungen =|(»i+l)(?i — l)(w — 2)(»+4).“ 

HI. ,, Hat oine Curve (2n— l) te “ Grades drei (n— l)-fache 
Puncte, aber sonst keinen vielfachen Punct, und soli ein 
Kegelschnitt durch dieselben gehen und nebstdem die Curve 
entweder 

a) in irgend einem anderen Puncte osculiren, so ist die 
Zahl der Losungen =3(«+l)(« — 1); odor 

b) in irgend zwei anderen Puncten beruhren, so ist die 
Zahl der, Losungen =i(w+l)(ra — l)(n— 2)(ra-)-4).“' 

IV. „Hat oine Curve (2n— l) tou Grades o.inen »-fachen und 
zwei (n — l)-fache Puncte, aber ausserdom keinen vielfachen 
Punct, und soli ein durch dieselben gehendor Kegelschnitt 
die Curve entweder 

a) in irgend einem anderen Puncte osculiren, so ist die 
Zahl der Losungen =3 n(n — 2); odor 

b) in irgend zwei anderen Puncten beruhren, so ist die 
Zahl dor Losungen =-£■»(» — 2)(ra — 3)(n 4-3)!“ 

8. Wenn irgend zwei K riiinmungskreise eines Kegel- 
schnittes der Grosse und Lago nach gegeben sind, den °Ort 
seines Mittclpunctes zu f'inden. — „Der Ort dor’ Geraden,' 
welche durch die jo zwei Puncte gcht, in denen die Kreiso 
vom Kegolschnitto osculirt wordon, ist oine Curve sechster 
Classe. <£ 

9. „ Die cincr Ellipse eingeschriebenen w-Ecko von grosstem 
Umfange haben gleichen Dml'ang (s. Bd. 37. S. 189—191 d. Crelle- 
schen Journals)*). Diesen Umfang zu finden, wenn die Ellipse 
gegeben ist.“ 

10. I. Unter alien einer gegebonen Ellipse eingeschrie- 
benen Dreiecken von grosstem Inhalte dasjenige zu bestirn- 
men, dessen Umfang ein Maximum oder ein Minimum ist. 

11. Unter alien einer gegebonen Ellipse eingeschriebenen 
Dreiecken vom grossten Umfange dasjenige zu finden, dessen 
Inhalt ein Maximum oder ein Minimum ist. Oder allgemeiner: 


*) Of, Bd. II, S. 418 dieser Ausgabe. 
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11. 1. Unter alien einer gegebenen Ellipse eingeschrie- 

benen ?z-Ecken von grosstem Inhalte dasjenige zu linden, 
dessen Umfang ein Maximum oder ein Minimum ist. Und 

11. Unter alien einer gegebenen Ellipse eingeschriebenen 
w-Ecken von grosstem Umfange dasjenige zu finden, dessen 
Inhalt ein Maximum oder ein Minimum ist. 

In Betreff des Vierecks findet .sich die letzte Frage (II.) in meiner 
schon citirten Abhandlung (s. Bd. 37. S. 184 d. Crelle ’ schen Journals)*) be- 
reits beantwortet, namlich „der Inhalt des Vierecks ist ein 
Maximum oder ein Minimum, je nachdem seine Seiten den 
gleichen conjugirten Durchmessern oder denAxen der Ellipse 
parallel sind.“ Aber auch die erste Frage (I.) ist fiir das Viereck 
leicht zu beantworten, und zwar fast gleichlautend, namlich: 

„Unter alien einer Ellipse eingeschriebenen Vierecken 
von grosstem Inhalte ist der Umfang desjenigen ein Maximum, 
etwa =%, welches die Axen der Ellipse zu Diagonalen hat 
(oder dessen Seiten den gleichen conjugirten Durchmessern 
parallel sind); dagegen ist der Umfang desjenigen ein Mini- 
mum, = w 1? welches die gleichen conjugirten Durchmesser der 
Ellipse zu Diagonalen hat (oder dessen Seiten den Axen 
parallel sind).“ Dabei ist, wenn a und b die Halbaxen der Ellipse sind, 

M = 4 ]/d“—\—b 5 My == ^ (<x — | — Z?)"j /^ 5 

und daher 

v? — u). = 8 (a — b)'\ 

12. w Sind a und b, a x und b x die Axen zweier confocalen 
Kegelschnitte, etwa zweier Ellipsen E 2 und E 2 , und sind die- 
selben so beschaffen, dass 



so giebt es unendlich viele solche Dreiecke, welche der C urve 
i ? 2 eingeschrieben und zugleich der Curve E* umschrieben 
sind.“ „Und sind die Axen so beschaffen, dass 

II. a*:b 9 = dyiby, 

so giebt es, unendlich viele solche Viereckc, welche der E 2 
eingeschrieben und zugleich der E* umschrieben sind.“ 

13. „Welche Relation muss zwischen denAxen zweier con- 
focalen Kegelschnitte E 2 und E* stattfinden, damit sich ein 
?z-Eck dem einen einschreiben und zugleich dem anderen um- 
schreiben lasst? — Sobald sich namlich nur irgend ein n - Eck auf die 

*) Cf. Bd. II, S. 413 dieser Ausgabe. 



620 


Aufgaben unci Lehrsatze. 


geforderte Art beschreiben lasst, so lassen sich zufolge eines schonen 
Satzes von Poncelet unendlich viele andere %-Ecke ebenso beschreiben. 
Und alsdann haben alle diese n - Ecke gleichen Urnfang, und zwar unter 
alien der Curve E 3 eingeschriebenen n - Ecken den grossten und unter 
alien der Curve E , 2 umschriebenen n - Ecken den kleinsten Umfano’ 
( Crelle’s Journal, Bd. 37, S. 189. Conf. Bd. II. S. 418 dieser Ausgabe). & 

Berlin, im November 1852. 



IJeber algebraiscbe Curven und Eliicben. 


Crelle’s Journal Band XLIX. S. 333 — 348. 




Ueber algebraische Curven nnd Flachen. 


Zahl der Normal en ans einem Puncte auf eine algebraische 
Curve, nnd Eigenschaften der Evolute der letzteren. 

I. Die Frage: „Wieviele Normalen erner gegebenen allge- 
meinen alg’ebraischen Curve w ten Grades C n geheii durcli irgend 
einen in ihrer Ebene gegebenen Punct P?“ ist gleiclibedeutend 
mit der Frage: „Von der wievielten Classe ist die Evolute der 
gegebenen Curve? “ Dieselbe lasst sicli unter anderen auf folgende drei 
Arten leiclit beantworten. 

1°. Wire! die gegebene Curve C n in ihrer Ebene um den gegebenen 
Punct P beliebig herumbewegt und in der neuen Lage durch C\ l be- 
zeichnet, so schneiden sicli beide Curven in n 2 Puncten Q; und bewegt 
man nun die Curve C ? wieder zurtick, bis sie im Begriff ist, auf die an- 
fangliche Curve C n zu fallen, so andern sich die n 2 Schnittpuncte Q und 
im letzten Moment sind sie gerade die Fusspuncte der aus dem Pol P 
auf die Curve C n zu fallenden Normalen, deren Zahl somit gleich n 2 ist, und 
durch deren Fusspuncte, da sie als die Schnitte von C n und Cj* anzu- 
sehen sind, unendlich viele andere Curven ^ ten Grades, ein Buschel Curven 
n tm Grades, gehen. Durch ^(^+3) — 1 der n 3 Fusspuncte Q sind daher 
die ^(n — l)(w — 2) librigen bestimmt. 

2°. Denkt man sich in der Ebene der gegebenen Curve C n irgend 
einen Kegelschnittbiischel P(C 2 ), d. h. alle Kegelschnitte, welche irgend 
4 reelle oder imaginare Puncte gemein haben, so giebt es unter denselben 
n(n- f-2.2 — 3)== welche die Curve C n berlihren^). Lasst man, 

von den 4 Grundpuncten dieses Biischels zwei und zwei zusammenfallen, 
so dass sich die Kegelschnitte in zwei Puncten (reell oder imaginar) be- 
riihren, so ist die Beriihrungssehne, doppelt gedacht, als ein zum Buschel 

S. Monatsbericht der Berliner Akad. d. Wissenschaften vom August 1848; oder 
CreUe * s Journal Bd. 47, S. 6. (Gonf. Bd. II, S. 500 dieser Ausgabe.) 
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B(C 2 ) gehoriger Kegelschnitt anzusehen, sowie jeder ihrer n Puncte, in 
welchen° sie die Curve C* trifft, als einer jener n(n-+-l) Beriihrungspuncte, 
so dass also die Curve C n nur noch von n 2 der iibrigen, eigentlichen Kegel- 
schnitte beruhrt wird. Da nun, wie Poncelet zuerst gezeigt hat, ein System 
concentrischer Kreise als ein Biischel sich in zwei Puncton boriihrcndor 
Ke^elschnitte anzusehen ist, welche die im Unendlichen liegonde Cerade 
q. zur ideellen Beriihrungssehne haben; so folgt also: dass es unter 
alien um den gegebonen Punct P beschriebenen Kroison ini 
Allgemeinen n 2 so’lche giebt, welche die gegebeno Curve C n 
beriihren. Die nach den Beruhr ungspuncten gezogcnen Ra- 
dien der Kreise sind die durch den Punct P gehenden Nor- 
mal en der Curve G n . 

3°. Aus den Untersuchungen, auf welche dor citirtc Monatsberioht sich 
bezieht, namentlich aus der dasolbst bercits erwalmtcn Eigonschaft (8. 496 
d. Bd.): „dass die algebraisclien Curvon durch project, ivische 
Curven-Biischel niedrigeren Grades erzougt werden,“ ergielit 
sich die dritte Art, die vorgelegte Frage zu boantworten, aus der zugleich 
noch einige interessante Umstiindc hervorgohcn, die icli hurz andeuten will. 

Mit der Curve C* in gleicher Ebene sei noch irgend ein Kegelschnitt, 
P 2 gegeben. Yon einem beliebigen Pol R seien die erste Polare in Bezug 
auf C* und die Polare in Bezug auf P* beziohlioh C n ~ l und P ! ; diese 
Polaren schneiden einander in n — 1 Puncton Q, und die reeiproken Po- 
laren jedes dieser Puncte Q gclion durch joncn Pol R, d. h. die (it — l) 11 - 
Polare in Bezug auf C n und die Polare in Bezug auf P'\ beziehlich <■' 
und P[ , von jedern dor n — 1 Puncte Q gehcn (lurch R. Bewegt, sich 
der Pol R in einer Geraden G, so bilden seine Polaren C n ~' und 1" 
zwei Biischel B(C*~ X ) und B(P') mit beziehlich («. — l) 3 Grundpuncten 
C und 1 Grundpunct P; diese Puncte sind zugleich, die Pole der Geraden 
G in Bezug auf die gegebenen Curvon C n und P\ niimlich G ist die 
(n — 1)“ Polare jedes der (n — 1)“ Puncte, C in Bezug auf G", sowie die 
Polare von P in Bezug auf P 2 . Die Biischel B(G H ~ X ) und /f(P l ) sind, 
wenn man die demselben Pol R entspreohenden Glieder 6 V " 1 und /” als 
einander entsprechencl annimmt, projectivisch und erzeugen nine Curve 
n tm Grades, d. h. der Ort der n — 1 Schniite Q je zwoier eulsprechenden 
Glieder C n ~ x und P x ist cine Curve n bm Grades Q n , welche naiuentlkh 
auch durch die genannten Grundpuncto (n—iyC und IP geht. Jeder 
der n Schnitte der Curve Q l mit der Geraden G soil heissen; (die- 
selben werden unter auderen durch cine nietrische Relation bestimmt, die 
zwischen ihnen und den Puncton statttindet, in welchen die Gerade G 
von den beiden Basen C* und P* gesclmitten wird). Da nach der schnn 
genannten Reciprocitat umgckehrt von jedern Puncte in der Curve <p 
die polaren Geraden G l und P\ in Bezug auf die liasen ('» und p- durch 
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den correspondirenden Pol R in der Geraden G gehen, so wird also jedes 
Paar Polaren C 1 und P\ ans zwei parallelen Geraden bestehen, wenn die Ge- 
rade G ins Unendliche versetzt, wenn sie G^ wird; und wird dabei noch der 
Kegelschnitt P 2 als Kreis angenommen, so stelien C 1 und P\ auf der Geraden 
QP senkrecht, da P, als Pol yon G nunmehr der Mittelpunct yon P 2 
ist. Unter diesen Annahmen wird also, wie man sieht, die Ortscurve Q% 
oder zur Untersclieidung Q ”, durch die Basis C n und durch den Mittel- 
punct P des Kreises P 2 allein bestimmt, und zwar, wie folgt: 

„Der Ort desjenigen Poles Q, dessen (n — l) te Polare C 1 in 
Bezug auf die gegebene Basis C n auf der aus dem Pol nach 
einern gegebenen festen Puncte P gezogenen Geraden QP senk- 
reclit steht, ist eine Curve ^ ten Grades Q”, welche namentlich 
auch durch diesen festen Punct P, sowie durcli die (n — l) 2 Pole 
C der Geraden G w in Bezug auf die Basis C n geht. “ „Aendert 
der Punct P seine Lage, wahrend die Basis C n fest bleibt, so 
iindert sich auch die Curve Q”, aber sie geht stets durch die 
festen ( n — l) 2 Pole C - und hat auch mit der Geraden G m unver- 
anderliche n Schnitte' Q 15 so dass also ihre n Asymptoten con- 
stante Richtung behalten, sich selbst parallel bleiben. “ (Die 
Unveranderlichkeit der n Puncte Q x in der Geraden (?„ wird dadurch 
bewirkt, dass nach einem Poncelef schen Satze „alle Kreise P 2 in der 
Ebene diese Gerade G^ zur gemeinschaftli chen ideellen Secante 
haben. £<: ) Die auf diese Weise bestimmte Curve Q 0 W schneidet die Basis 
C n in n 2 Puncten Q 0 (= Q); die Polare G 1 jedes dieser Puncte ist zu- 
gleicli Tangente der Basis C n in demselben, und somit die Gerade Q 0 P 
die zugehorige Normale, woraus wiederum hervorgeht, dass aus jedem 
Punct P je n 2 Normalen PQ 0 auf die Basis C n gehen. Alle Um- 
stande zusammengefasst geben folgenden Satz: 

„Aus jedem Puncte P in der Ebene einer gegebenen Curve 
n tan Grades C n gehen n 2 Normalen PQ 0 auf die letztere; die n 2 
Fusspuncte Q 0 derselben sammt dem Pol P liegen allemal in 
irgend einer anderen bestimmten Curve n ten Grades Q 0 W , so dass 
es also ebenso viele solche Curven giebt, als die Ebene Puncte 
enthalt, indem jedem Pol P eine ihm eigenthiimlich zugehorige 
Curve Ql l entspricht; und zwar haben alle diese Curven n 2 — n + 1 
bestimmte feste Puncte gemein, namlich die (n — l) 2 Pole C der 
Geraden G w in Bezug auf die Basis C n und n bestimmte Puncte 
Q l in dieser Geraden selbst; vermoge dieser letzteren Puncte 
Q 1 haben die Asymptoten aller Curven Q™ die namlichen be- 
stimmten Richtungen." Und umgekehrt: „Jede durch die gc- 
nannten n 2 — n-{~ 1 Puncte C und Q x gehende Curve n im Grades 
ist eine der genannten Curven und schneidet die gegebene 
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Basis C n in solchenw 2 Puncten Q 0 , deren zugehorige Normalen 
in einem Puncte P jener Curve sich treffen, der ihr ent- 
sprechender Pol ist.“ „Diejenigen unter alien diesen Curven 
<3 welche durch einen gegebenen Punct Q gehen, bilden 
einen Curvenbiis chel B(Qf) mit n 2 Grundpuncten, namlich 
ausser jenen n 2 — n -\- 1 Puncten C und Q 1 und dem gegebenen 
Puncte Q haben sie nocli andere bestimmte n — 2 Puncte [ Q ] 
gemein, welche mit dem gegebenen Q in derjenigen Geraden, 
etwa P, liegen, die aus dem letzteren auf seine polare Gerade 
C 1 senkrecht gezogen wird; durch jeden dieser neuen n — 2 
Puncte Q wird der'namliche Curvenbiiscliel B(Q%) bestimmt 
und die Polare G l eines jeden derselben steht auf der Geraden 
L senkrecht; in dieser Geraden L liegen zugleich auch die 
alien diesen Curven, entsprechenden Pole P, so class 

der n tQ Schnitt jeder dieser Curven mit L (ausser den n — 1 
Schnitten Q) gerade ihr Pol P 1st; diejenigen n — 1 Curven 
deren Pole P respective in die n — 1 Puncte Q fallen, be- 
riihren daselbst die Gerade L; wird in jedem Pol P an die 
ihm zugehorige Curve Q” die Tangente T gelegt, so ist 
cler Ort aller dieser Tangenten eine Curve n tQV Classe T‘\ 
welche die Gerade L zur (n — l)-fachen Tangente hat; ferner 
liegen die n— 1 Puncte Q allemal mit den (n — l) 2 festen 
Polen C zusammen in einer Curve (n — l) ten Grades C n ~\ 
welche die erste Polare des im Unendlichen liegenden Punctes 
der genannten Polare C l in Bezug auf die Basis C n ist. C£ Um- 
gekehrt: „Liegen mehrere Polo P in irgencl einer gegebenen Ge- 
raden L, so schneiden sich die ihnen entsprechenden Curven 
Ql in bestimmten n — 1 Puncten Q auf derselben Geraden, etc. u 
»Soll eine der Curven Q ” durch irgend zwei gegcbene Puncte 
Q gelien, so ist sie im Allgemeinen absolut bestimmt; clenn 
die aus den zwei’ Puncten Q auf ihre rcspectiven polarcn Ge- 
raden C 1 senkrecht gezogenen Geraden L schneiden sich im 
Pol P der verlangten Curve Qj. C£ 

Dieser Satz mag nocli in folgondor Hinsicht erganzt werden. Die ge- 
gebene Basis C n wird von der im Unendlichen liegenden Geraden in 
n Puncten A geschnitten. Man denke alle mogliehen Curven n tQn Grades, 
welche die gegcbene in jedem der n Puncte A w-punctig beriihren, so hat 
man einen speciellen Curvenbiischel B(C n ), dessen ri l Grundpuncte nur 
in den n Puncten ’A liegen (so dass insbesondere auch die ?z-fache Ge- 
rade G a, als ein Glied desselben anzusehen ist). Dabei haben alle diese 
Curven jene mehrgenannten 1 Puncte C und im obigen Sinne 

gemein, und die jedem Pol Q in Bezug auf alle Curven entsprechenden 
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Polaren C 1 sind jedesmal unter sich parallel. Dadurch wird bewirkt: 
^dass, wenn aus irgend einem Pol P auf alle Curven B(C n ) 
Normalen gezogen werden, namlich auf jede Curve n 2 Nor- 
malen, dann die sammtlichen Fusspuncte Q 0 in einer und 
derselben Curve liegen und zwar sie ganz erfullen;“ oder 
mit anderen Worten: „ d a s s jede beliebige Gerade N ira All- 
gemeinen auf je n — 1 der gegebenen Curven B(C n ) normal 
steht, also n — 1 Fusspuncte Q 0 hat, und dass, wenn sicli die- 
selbe um irgend -einen in ihr angenommenen Pol P herum- 
bewegt, dann jene n — 1 Puncte Q 0 die diesem Pol P entspre- 
cliende Curve Q* beschreiben; und dass umgekehrt jede durch 
die n 2 — n-\-l festen Puncte G und gehende Curve n tea Gra- 
des Q 0 W die gegebenen Curven B(C n ) so schneidet, dass die 
Normalen der letzteren in ihren respectiven Schnittpuncten 
sammtlich in irgend einem und demselben Puncte P sich 
treffen, der allemal in jener Curve liegt.“ „ Wird in jedem 
Puncte <Q 0 , in welchem die Trans versalcurve Q™ eine der ge- 
gebenen Curven B(C n ) schneidet, an letzteren die Tangente 
T gelegt, so umhiillen alle diese Tangenten eine Curve 
Q2,7i — l) ter Class e T' 2n ~~\ : welche die Gerade G zur w-fachen Tan- 
gente hat. <c 

Es wird nicht uninteressant sein, wenn wir die vorstehenden Satze 
fur den einfachsten Fall kurz wiederholen, wo n — 2, also die angegebene 
Basis C n nur ein Kegelsclmitt C 2 ist, und ebenso alle Curven Q j nur 
Kegelschnitte Q J sind. Fur diesen Fall reduciren sich die (n — l) 2 Pole 
C auf einen einzigen, auf den Mittelpunkt C von C 2 ; die 2 (= n) Puncte 
Q ± auf der Geraden £«», sind die im Unendlichen liegenden Puncte der 
Axen X und 7 der Basis G 2 \ und da nun jede Curve Q 2 0 durch diese 
2 Puncte Q, geht, so folgt, dass dieselben sammtlich gleichseitige 
Hyperbeln sind, deren Asymptoten den Axen X, 7 der Basis C 2 
parallel laufen. Banach hat man folgenden, zum Theil bekannten, 
speciellen Satz: 

„Aus jedem Punct P in der Ebene eines gegebenen Kegel- 
schnittes C 2 gehen 4 Normalen PQ 0 auf den letzteren (reell 
ocler imaginar); die 4 Fusspuncte Q 0 derselben und der Pol P 
liegen allemal mit dem Mittelpunct C des Kegelschnittes und 
den unendlich entfernten Puncten, 2Q 19 seiner Axen X, 7 zu- 
sainmen in einer gleichseitigen Hyperbel QJ, so dass also alle 
anf diese Weise bestimmten gleichseitigen Hyperbeln die drei 
Puncte C und 2 Q x gemein und vermoge der 2Q 1 ihre Asymp- 
toten den Axen X, 7 parallel haben.“ Und umgekehrt: „ Jede 
gleichseitige Hyperbel QJ, welche durch den Mittelpunct C 
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und durch die im Unendlichen liegenden'Puncte, 2Q n der Axen 
des cregebenen Kegelschnittes C 2 geht, schneidet den letzteren 
in 4 & solchen Puncten Q 0 , deren zugehorige Normalen in irgend 
einem Puncte P der Hyperbel sich treffen. Bewegt sich der 
Pol P in irgend einer gegebenen Geraden L, so geht die ihm 
entsprechende gleichseitige Hyperbel Q* stets durch einen be- 
stimmten Punct Q in dieser Geraden; und umgekehrt: alle 
gleichseitigen Hyperbeln Ql, welche ausser durch jene drei 
festen Puncte C und 2 Q t . noch durch irgend einen gegebenen 
vierten Punct Q gehen, und somit einen Biischel B(Ql) bilden, 
haben ihre Pole P auf derjenigen Geraden L, welche durch 
den Punct Q geht und auf dessen Polare 6 11 (in Bezug auf die 
Basis C a ) senkrecht steht.“ „Soll die gleichseitige Hyperbel 
QJ durch irgend zwei gegebene Puncte Q gehen, so ist sie 
bestimmt, und die aus diesen Puncten auf deren respective 
Polaren C 1 gefallten Perpendikel L treffen sich im Pol P dor- 
selben.“ — Ferner: „Denkt man sich statt der einzelnon Basis 
C 2 einen Kegelschnitt-Biischol B(C 2 ), welche einander in zwei 
(reellen oder imaginaren) Puncten A auf der Geraden G a be- 
riiliren, oder, was dasselbe ist, alio Kcgelschnitte, die dom 
gegebenen C 2 alvnlich und mit ihm ahnlich liegend und con- 
centrisch sind, und fallt aus irgend cinom Pol P Normalen 
auf dieselben, so licgen sammtliche Fusspuncte Q 0 dieser Nor- 
malen in einer der genannton gleichseitigen Hyperbeln QJ und 
erflillen sie ganz; und umgekehrt: jede durch die drei Puncte 
C und 2 Qi gehende gleichseitige Hyperbel Ql schneidet silmint- 
liche gegebenen Kegelschnitto B(C 2 ) in solchon Puncten Q n , 
deren zugehorige Normalen durch einen und donsolben Punct 
P der namlichen Hyperbel gehen." „Eiegt, der Pol P, aus 
welclrem die Normalen auf die gegebenen Curvon 7?(6’ 8 ) gofftllt 
werden, insbesondere in einer der beidcn Axon .X oder 7, so 
zerfallt die entsprechende gleichseitige Hyperbel QJ in zwei 
Geraden, wovon die cine jene Axe solbst ist, und die andcrc 
auf ihr senkrecht steht. Ebcnso zerfallt Ql in zwei Geraden, 
wenn dor Pol P in dor Geraden liegt, wovon die cine diesc 
Gerado solbst ist', und die andero durch den Mittclpunct ('■ 
geht." — Einen wesentlichcn Thcil dieser die Kcgelschnitte botrelfcndou 
Eigenschaftcn hat Poncdet zuerst gcgeben (Traite des propriety 
projcctives des figures p. 288 art. 492), und donsolben Thcil hat 
auch JoachimsthaL bchandclt (CW’Zfe’s Journ. liir Matheni. lkl. 2b, licit II). 
Mit den vorstehendeu Siitzen steht auch noch der fulgeude in umnittel- 
barer Beziehung, namlich: 
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„Werden in den je 4 Fusspuncten Q 0 derails irgend einem 
Puncte P auf die gegebene Basis P 2 gefallten Perpendikel an 
die Basis Tangenten T gelegt, so beruhren diese 4 Tangenten 
T mit den beiden Axen X und Y zusammen allemal irgend 
eine Parabel, deren Leitlinie durch den Mittelpunct C- der 
Basis geht; und umgekehrt: jede Parabel, welche die Axen 
der Basis C 2 beruhrt, hat mit dieser 4 solche Tangenten T 
gemein, welche die Basis in 4 Puncten Q 0 beruhren, deren 
zugehorige Normalen allemal in irgend einem Puncte P zu- 
sammentreffen.* Danach entspricht also jedem Puncte P in 
derEbene eine bestimmte, die beiden Axen X und Y der Basis 
C 2 beriihrende Parabel, und auch umgekehrt; bewegt sich der 
Punct P in einer gegebenen Geraden P, so beruhrt die ihm 
entsprechende Parabel stets irgend eine bestimmte andere 
Gerade, und auch umgekehrt; liegt der Punct P insbesondere 
in der Evolute der Basis C 2 , so beruhrt die Parabel die Basis, 
und auch umgekehrt. “ 

. II. Die gesammten Normalen jeder Curve C Q sind Tangenten einer 
anderen Curve P 0 , welche die Evolute von C 0 heisst. Durch die 
vorstehende Betrachtung haben wir bereits die Classe der Evolute E 0 ge- 
funden; namlich sie ist von der (n 2 ) ten Classe, wenn die gegebene Basis 6^ 
vom n ten Grad = C n ist. Durch die eigenthiimliche Beziehung, welche 
beide Curven zu einander haben, werden auch ihre Eigenschaften, nament- 
lich ihre singularen Elemente (Puncte und Tangenten) in gegenseitige 
Abliangigkeit gesetzt, und zwar, wie folgt. 

a . Jedem Wendepunct der Basis C n entspricht ein im Unendlichen lie- 
gender Punct der Evolute P 0 , oder dieNormale im Wendepunct der ersteren ist 
eine Asymptote der letzteren, und auch umgekehrt, so dass also E 0 ebenso viele 
geradlinige Asymptoten hat und die Gerade (?«, in ebenso vielen Puncten B 
schn$idet, als die Basis C n Wendepuncte hat, also im Allgemeinen 3^0^ — 2). 

b. Jedem der im Unendlichen liegenden n Puncte A der Basis C n 
entspricht ein Ruckkehrpunct*P 1 der Evolute P 0 , der ebenfalls im Un- 
endlichen, auf der Geraden (?«, liegt, indem diese die zugehorige Riick- 
kehrtangente ist; demnach ist also die Gerade eine n-fache Riickkehr- 
tangente der Evolute E 0 . Die Tangenten der Basis in den n Puncten A 
sind ihre Asymptoten ; nach den zu diesen Asymptoten senkrechten Rich- 
tungen liegen die wRuckkehrpuncte R i: d. h. die aus irgend einem Punct 
auf die Asymptoten gefallten Perpendikel gelien durch die correspondiren- 
den Ruckkehrpuncte P 2 auf der Geraden G^. — Da die Gerade G in 
jedem der w Puncte ^ mit der Curve E 0 drei Puncte gemein hat, was 
mit den vorgenannten 3n(n—2) Puncten B(a) zusammen 

3w-h3w(w— 2) = 3n(n — 1) 



630 


Ueber algebraische Curven imd Flachen. 


gemeinschaftliche Puncte der mit E 0 ausmacht, so folgt also, dass 
die Evolute E 0 vom 3 n(n — l) ten Grad ist. 

c. Jedem Scheitel S, d. h. jedem solchen Punct der Basis C n , in 
welchem sie von einem Kreise vierpunctig beruhrt wird, ontspriclit abermals 
ein Riickkehrpunct R der Evolute E 0 , und auch umgekehrt. Daraus geht 
liervor, -dass die vorigen rePuncte A ebenfalls als soldi e Scheitel S anzu- 
sehen sind, die sich jedoch von diesen dadurch unterscheiden, dass 
der zugehorige, vierpunctig beriihrende Kreis unendlich gross ist, und zwar 
aus der doppeltgedachten entsprechenden Asymptote besteht. 

d. Steht eine Gerade in zwei verschiedenen Puncten auf der Basis 
C n normal, so dass sie eine Doppelnormale ist, so ist sie aucli eine 
Doppeltangente der Evolute E 0 , und auch umgekehrt. Da nun die Ge- 
rade G„ eine ra-fache Tangente der E 0 ist ( b .), so kann man sie, wenu 
es die Umstande erheischen, auch als eine n- fache Normals der C n an- 
sehen. 

e. Einem Riickkehrpunct der Basis -C n entspricht ein Wendepunct 
der Evolute E 0 , und auch umgekehrt. Wenn aber die Basis eine allge- 
meine freie Curve n tm Grades ist, so hat sie keinen Riickkehrpunct, und 
in diesem Falle hat dann auch die Evolute E 0 keinen eigentlichen 
Wendepunct. 

Hieraus und mit Hiilfe der im oben citirten Monatsbericht gegebenen 
Formeln ergiebt sich folgender Satz: 

„Die Evolute E 0 einer allgemeincn Curve n tm Grades C n ist 
eine Curve 

1°- (w 2 ) tor Classe und Sn(n— l) t0 " Grades; 

diesel be hat im Allgemeinen keinen eigentlichen Wendepunct 
und nur 

2". U(n— 2) 

geradlinige Asymptoten, die zugleich die Normalen der Curve 
G n in ihren Wendepuncten sind; die iibrigen 3 n Asymptoten 
fallen auf die im Unendlichen liegende Gerade indem diese 
eine ra-fache Riickkehrtangento der Curve E n ist, und zwar liegen 
die n Riickkehrpuncte nach den zu den Asymptoten der 
Basis C n senkrechten Richtungen. Im Ganzen hat die Evolute A 
3°. 3»(2«— 3) 

Riickkehrpuncte R 1 und R, namlich ausser den genannten 
n Puncten if, noch 2w(3n— 5) solche Riickkehrpuncte R, welclie 
die Mittelpuncte derjenigen Ivreise sind, welchc die Basis in 
den correspondirenden Puncten S vierpunctig beriihren, so dass 
also die gegebene Basis C n 
4 °. 


■2n(3n — 5) 
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solche Scheitel S hat, in denen sie von einem nicht unendlich 
grossen Kreise vierpunctig beriilirt wird. Ferner hat die 
Evolute E 0 im Ganzen 

5^ \n(n — l)(n 2 -Yn — 3) 

D oppeltangenten, oder die C n hat so viele Doppelnormalen 
cLabei ist jedoch die Gerade G^ fur \n(n — 1) Doppeltangenten 
mitgezahlt, so dass ohne dieselbe und im engeren Sinne nur 

6 °. \n(n — 1 )(n*->rn — 4) 

Doppeltangenten der E 0 oder Doppelnormalen der C n statt- 
finden. “ 

Ist die gegebene Basis insbesondere nur vom zweiten oder dritten 
Grad, so ergeben sich gemass diesem Satze folgende Eigenschaften. 

A. Die E volute E 0 eines allgemeinen Kegelschnittes C 2 ist eine 
Curve vierter Classe und sechsten Grades (1°.), wie bekannt; dieselbe 
liat keinen eigentlichen Wendepunct und auch keine Asymptote (2°.); da- 
gegen hat sie die Gerade G ■« zur doppelten Riickkehrtangente, und im 
Ganzen hat sie 6 Riickkehrpuncte (3°.), namlich 2 R x (auf GJ) und 4 R, 
die letzteren sind die Mittelpuncte derjenigen nicht unendlich grossen 

4 Kreise, welche den Kegelschnitt 6' 2 in den entsprechenden 4 Scheiteln 

5 (4°.) vierpunctig beriihren; ferner hat E 0 im Ganzen 3 Doppeltangenten 
(5°.), die zugleich Doppelnormalen der 6' 2 sind; und zwar bestelien die- 
selben aus der Geraden (?«, und aus den beiden Axen X und Y (6°.) 
von C' 2 , also aus den 3 Axen von C’ 2 , indem auch G w als Axe anzu- 
selien ist;*) hier sind jedoch X und Y nicht gewohnliche Doppeltangenten 
der jE 0 ; sondern sie sind (wie £?*) doppelte Riickkehrtangenten in 2 mid 
2 der genannten 4 R, so dass also die Scheitel dieser Axen -X und Y 
die genannten 4 Scheitel S der Curve C 2 sind. Oder kurz gefasst kann 
man so sagen: Die drei Axen X, Y und G n des Kegelschnittes C 2 sind 
zugleich Axen seiner Evolute E 0 ] dieselben sind Doppelnormalen von C 2 
und doppelte Riickkehrtangenten von E Q ; ihre 3 Paar Scheitel sind die- 
jenigen 6 Puncte (4S und 2-4), in denen C 2 von einem Kreise vierpunctig 
beriihrt wird, und die in ihnen liegenden 3 Paar Riickkehrpuncte (4i2 und 
2HJ der E 0 sind die Mittelpuncte dieser Kreise; in je einer Axe (Y oder 
&<*>) ist das Paar Riickkehrpuncte und Scheitel imaginar, in den beiden 
anderen reell. Die Puncte 2 R x auf (?«, liegen nach den zu den Asym- 
ptoten von C 2 senkrechten Richtungen. 


*) Auch bei allgemeiner Betrachtung der Brennpuncte des Kegelschnittes P 2 tritt 
die Gerade als dritte Axe desselben auf, indem man findet, dass C 2 in seiner Ebene 
3 Paar Brennpuncte hat, beziehlich in den 3 Axen AT, Y und Geo , die aber in zwei 
Axen imaginar und nur in einer reell sind. 
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B. Die Evolute E a einer allgemeinen' Curve dritten Grades C 3 ist 
eine Curve neunter Classe und aclitzehnten Grades (1°.); sie hat nur 
9 Asymptoten, wovon 3 reell und 6 imaginar sind, aber dazu hat sie die 
Gerade G„ zur dreifachen Riickkehrtangente , was die fehlenden 6 Asym- 
ptoten vertritt; ferner hat sie ausser den 3 Riickkelirpuncten A, auf 
noch 24 Riickkehrpunete A, und diesen entsprechend hat die Basis C 3 
24 solche Scheitel S (4°.), in denen sie von Kreisen vierpunctig beriihrt 
wird welche die respectiven Puncte R zu Mittelpuncten haben; ferner 
hat E ausser der Geraden G x noch 24 Doppeltangenten, die zugleicli 
die siimmtlichen Doppeinomalen der C' 3 sind (6°.); etc. — Da die Basis 
6' 3 von der 3.2 = sechsten Classe ist, so hat sie mit ihrer Evolute A 0 

im Ganzen 6X9 = 54 Tangenten T gemein, also: 

Die allgemeine Curve dritten Grades C 3 hat im Ganzen 
54 solche Normalen T, welche zugleich Tangenten derselben 
sind;“ d. h. eine solche T stelrt in irgend cinern Puncte Q normal auf 
der Curve und beriihrt sie in einem anderen Puncte A. Sei U die Tan- 
gente der Curve in Q, so ist der rechte Winkel (TU) der Curve um- 
schrieben, und sein Scheitel Q liegt in derselben und ist zugleicli der 
Beriihrungspunct des einon Sclienkols. „Es giobt andere bostimmtc 
54 Puncte Q, in der Curve C\ in welchcn der Scheitel eincs 
ihr umschriebenen rechteu Winkels liegcn kann, aber wobei 
sie von dessen Schenkeln in anderen Puncten beriihrt wird.“ 
Namlicli: „Der Ort der Scheitel abler der gogcbenon Curve (A 
umschriebenen recliten Winkel (EU) ist eine Cuive soclis- 
unddreissigsten Grades*), und die 3x36 = 108 gogcnscitigen 
Schnittpuncte herder Curven bestohen a us den genannten 54Q 
und 54Q r “ 

Ein anderer Lehrsatz ist der: 

Bewogt si eh der Scheitel oihos recliten Winkels (TU) in 
der gegebenen Curve C\ wahrcnd der eine Schenkel U dio- 
sclbe stets beriihrt, so boschrolbt der andere Schenkel T (als 
Tangente) eine Curve achtzehnter Classe T l * und droiuml- 
dreissigsten Grades, welche mit der Evolute E n die i) Asym- 
ptoten gcmein hat; ihro iibrigen 24 Asymptoten 'fallen auf di# 
Gerade G*,, und zwar beriihrt sie diene in den BEuckkehr- 
puncten A, der Evolute E 0 mit je 4Zwcigen, so dass sie die 
G ro zur zwoll'fachen Tangente hat; ct,e.“ 

Mit Beriicksichtigung der Eigenschaften der in meiner IViiheren Ab- 

*) Der allgemeine Sate hotel: „Der Ort. der Scheitel alter recliten Winkel, 
welche cinor gegebenen Curve k l, ' r Classe umsehriehen sind, ist cine 
Curve (P) ten Grades. 44 — Der Widersprueh, in welelnm dieser Sal'/, mit dem iiekaimteii 
Satze liber den Kegelschnitt tritt, ist nur sell oin bur. 
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handlung (Bd. 47 S. 43 d. Crelle’sdxan Journals, cf. Bd. II, S. 537 d. Ausg.) 
durch © 9 bezeichneten Curve, schliesst man: 

Dass die allgemeine Curve dritten Grades C 3 im Ganzen 
33 solche N ormalen hat, von welchen sie ausser in dem Fuss- 
puncte Q in zwei anderen Puncten A und B geschnitten wird, 
cleren zugehorige Tangenten parallel sind. u 


Ueber die Normalen aus einem Puncte auf eine 
algelbraisclie Flaehe. 

III. Die Zahl der Normalen, welche aus irgend einem Puncte auf 
eine gegebene Flaehe n ten Grades gehen, kann durch analoges Verfahren 
gefunden werden, wie oben fur die Curven (L), und namentlich gewahrt 
auch hier die dritte Yerfahrungsart (entsprechend I. 3°.) umfassendere 
interessante Resultate, auf deren kurze nahere Andeutung ich mich hier 
beschranke. 

Hiilfssatz 1. Irgend zwei in derselben Ebene liegende 
Curven n ten und p terx Grades, G n und D*>, haben im Allgemeinen 
(n+p — 2 y— (n — 1 ) Qp — 1 ) 

P aare gemeinschaftlicher Pole und polarer Geraden L\ d. h. 
es giebt- in der Ebene die genannte Zahl soleher Pole Q u 
cleren (n — l) te und (p — l) tc Polaren riicksichtlich der Basen C n 
cind D p : beziehlich C 1 und D 1 , auf einander fallen, eine Gerade 
QC 1 JD 1 ) = L 1 sind. 1st insbesondere p — 2, also Dv = D 2 nur 
ein Kegelschnitt, so reducirt sich die Zahl der Pole Q 1 auf 

ri 1 — n -+-1 , 

ixnd diese Zahl bleibt, wenn der Kegelschnitt insbesondere 
ein Kreis oder selbst ein imaginarer Kreis wird. 

Hiilfssatz 2. Jeder Ebene E entsprechen in Bezug auf 
eine gegebene Flaehe ?i tQn Grades F n je (n — 1 ) 3 verschiedene 
Pole F ? d. h. die Ebene ist fiir jeden dieser Pole die (n — l) te 
Polare in Bezug auf die Flaehe F n , oder kurz gesagt: sie ist 
die Polar-Ebene jedes dieser Pole F. Namlich jedem belie- 
bigen Pol Q entspricht nur eine bestimmte Polar-Ebene F\ 
aber dieser entsprechen umgekehrt (n — l) 3 verschiedene Pole 
Q. Die der im Unendlichen liegenden Ebene E M in Bezug 
auf die gegebene Flaehe F n entsprechenden (n — l) 3 Pole sollen 
durch F 0 bezeichnet werden. 

Auf diese Hiilfssatze und Erklarungen gestiitzt, lassen sich die er- 
■wahnten Resultate, wie folgt, angeben: 
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„In Bezug atif eine gegebene allgemeine Flache n ien Grades 
F‘ l und in Riicksicht auf irgend einen beliebig gewahlten festen 
Punct P ist der Ort desjenigen Poles Q, dessen Polar-Ebene F l 
inBezugauf die Flache auf der Geraden, die ihn mit dem festen 
Puncte verbindet, d. i. auf der jedesmaligen Geraden QP senk- 
reclit steht, eine Raumcurve (Curve doppelter Krummnng) 
(: n 2 — ?zH-l) ten Grades, 

welche aucli durch den Punct P geht und in demselben das 
aus ihm auf seine Polar-Ebene gefallte Perpendikel zur Tan- 
gent© hat; fur diejenigen Pole Q 0 (= Q), in welchen diese 
Curve die Flache trifft, wird die entsprechende Polar-Ebene 
F\ zugleich die Berlihrungs-Ebene der Flache in demselben, 
und somit die Gerade PQ 0 die zugehorige Normale, und folg- 
lich gehen aus jedein beliebigen Puncte P im Allgemeinen 

nX(n a — n- f~l) 

Normalen PQ 0 auf die gegebene Flache F* und die 1) 

Fusspuncte Q 0 derselben sammt dem Puncte P lie gen in der 
genannten Raumcurve Noch mehr: „Diese Curve gelit 

auch allemal durch die (n — l) 8 Pole F Q der im Unendlichen 
liegenden Ebene E SJ (2.), sowie durch n 3 — n+1 bestimmtc 
Puncte in dieser Ebene, und zwar sind diese Puncte Q 

nach dem Sinne des ersten Hulfssatzes (1.) die gemeinschaft- 
lichen Pole derjenigen zwei Curven C '* und J)l , in welchen 
die Ebene E crj von der gegebenen Flache F n und von irgend 
einer Kugcl Fl geschnitten wird/) wobei also J9* ein imagi- 
narer Kreis ist (1.). Demnach gehen also die alien Puncten 
P des Ratlines auf diese Weise entsprechenden Curven Q**~*+i 
sammtlich durch die genannten fe-sten 

(n — l) 8 Pole F () und (n* — n -|-1) Puncte Q l9 

und vermoge der letzteren Puncte, Q l9 ha ben die Asymptoten 
aller Curven dieselben bestimmten Richtungen, namlich sic 
sind nach diesen Puncten gericlitet, so dass die Asymptoten 
einer jeden mit den Asymptoten jeder andoren parallel sind.* 
Da die aus irgend einem Puncte Q der Curve nach alien anderen 

Puncten derselben gezogenen Geraden in einer Kegelllache n(?i — l) ten 
Grades liegen, welche jenen Punct Q zum Scheitel (Mittel punct) hat; so 
kann man auch sagen: 

*) Nach Poncele? s Satz haben alio Kugeln mit dor Mb one £*> den namlichen ima- 

ginaren Kreis gemein. 
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„Die aus irgend einem Puncte P auf die gegebene Flache 
F n gefallten n(n 2 — n+1) Normalen PQ 0 , nebst den aus P nach 
jenen festen Puncten, P 0 und Q 19 gezogenen respective (n — l) 3 
Geraden PF 0 und n 2 — n+1 Geraden PQ { , alle diese, zusammen 
= n(2?i 2 — 3n-j-3) Geraden, sammt dem aus P auf seine Polar- 
Ebene gefallten Perpendikel, liegen allemal in einer Kegel- 
flache n(n — l) ten Grades; und ebenso liegen die aus jedem der 
genannten Puncte (Q 0 , . P 0 und QJ nacli alien iibrigen (und 
nach P) gezogenen Geraden in einer Kegelschnittflache des-. 
selben Grades, die ftir die Puncte Q x insbes ondere in einen 
Cylinder iibergeht.“ 

Audi hier findet eine analoge Erganzung statt, wie oben (1. 3°.). Man 
denke sich alle Flachen n tm Grades, welche die gegebene Flache F n langs 
ihrer Schnittcurve C% mit der Ebene E& iiberall rc-punctig beriihren, d. h. 
man denke sich den besonderen Flachenbiischel B (P w ) , dessen Grund- 
curve (gemeinschaftliche Schnittcurve, die ira Allgemeinen eine Raumcurve 
(n*) ten Grades ist) aus der n- fach gedachten Curve C™ besteht, so dass die 
n-fach gedachte Ebene E«, als ein Glied dieses Biischels anzusehen ist, 
so haben alle diese Flachen, P(P W ), die vorgenannten (n — l) 3 Pole F 0 
der Ebene E w , sowie die in dieser Ebene liegenden n 2 -n-\-l Puncte Q 1 
gemein, und die jedem beliebigen Pol Q in Riicksicht auf alle Flachen 
entsprechenden Polar- Ebenen, P 1 , sind jedesmal unter sich parallel. 
Daraus folgt: 

„Fallt man aus irgend einem Puncte P auf alle Flachen 
des eben bes chriebenen besonderen Fliichenbuschels P(P W ) 
Normalen, auf jede Flache n(?i 2 — n- 1-1) Normalen PQ 0 , so liegen 
alle diese Normalen in einer und derselben Kegelfliiche 
n(n — l) teu Grades, und ihre sammtlichen Fusspuncte Q 0 liegen 
in einer Raumcurve (n 2 — ^-hl) teu Grades, Q» 9 — »h-i 3 die sie ganz 
erfullen und die allemal (sowie auch der genannte Kegel) 
durch die mehr genannten n(n 2 — 2n~\~2) festen Puncte F 0 und 
Q 1 geht.“ „Yersetzt man den Punct P ins Unendliche, in die 
Ebene E ^ , so zerfallt die Kegelfliiche, sowie auch die Raum- 
curve (K—rc+i in bestimmte Theile.“ 

In Betreff des obigen Satzes ist zu bemerken, dass fur den Fall, wo 
die gegebene Flache F n nur vom 2 ten Grad, = P 2 , ist, Herr Terquem 
irgendwo zuerst bewiesen hat: „dass aus jedem Puncte im Allge- 
meinen je 6 Normalen auf dieselbe gehen, und dass solche 
6 Normalen jedesmal in einer Kegelfliiche zweiten Grades 
liegenP Gemass dem Vorstehenden erhalt nun aber dieser Satz folgende 
Erweiterung. Der Ebene E& entspricht fur diesen Fall nur ein einziger 
Pol P 0 , da (2 — l) 3 = 1 ist, und zwar ist derselbe der Mittelpunct der 
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gegebenen Flache F 2 ; die in E„ liegenden n 2 —n+ 1 Puncte Q, . rerlu- 
ciren sich auf 3 Q t , und zwar sihd sie die im Unendliolien liegenden 
Puncte der 3 Axen X, Y und Z der Flache F\ Danach lautet der voll- 
standige Satz, wie folgt: 

„Auf eine gegebene allgemeine Flache 2 ten Grades F 3 gelien 
aus jedem beliebigen Puncte P je 6 Normalen PQ 0 (reell oder 
imaginar); die 6 Fusspuncte Q 0 derselben nebst dem Puncte 
P liegen allemal mit dem Mittelpuncte F 0 der Fliiche und mit 
den im Unendliclien liegenden 3 Puncten ihrer 3 Axen X, 
Y und Z zusammen in einer Raumcurve 3 t0 " Grades Q 3 *); alle 
auf diese Weise bestimmten Curven Q 3 haben also die 4 festen 
Puncte F 0 und SQ, gemein, und vermoge dieser 3Q, haben ihre 
Asymptoten dieselben constanten Richtungen, namlich sie 
sind sammtlich den drei Axen der Flache parallel; und ferner: 
die 6 Normalen PQ 0 aus jedem Puncte P nebst den 4 Geraden, 
die aus demselben nach dem Mittelpunct F 0 und nach den 
3 Puncten Q, , d. i. den drei Axen parallel, gezogen werden, 
sammt dem aus P auf seine Polar-Ebene gofiillten Perpen- 
dikel, was zusammen 11 durch P geliende Geradesind, liegen 
allemal zusammen in irgend einer Kegelflache 2 ten Grades; 
und ebenso liegen die aus dem Mittelpuncte F 0 oder die aus 
einem der 6 Fusspuncte Q 0 nach den jedesmaligcn iibrigen 
10 Puncten gezogenen 10 Geraden in. einer Kegclfliiche 
2 tc " Grades, und insbesondere liegen die aus einem der 3 Puncte 
Q, nach den iibrigen 10 Puncten gezogenen. Geraden oder die 
durch die Puncte 6Q 0 , F 0 und P mit einer dor 3 Axen X, F, 
Z parallel gezogenen 8 Geraden zusammen in einem gloich- 
seitigen liyperbolischon Cylinder; d. h. werden die 8 Puncte, 
6Q 0 > K und P, nach derRichtung einer dor drei Axen (etwal) 
auf eine.zu dieser Axe sonkrcchto.Ebenc (etwa auf die Ebeno 
YZ ) projicirt, so liegen die neuen 8 Puncte in einer glcich- 
seitigen Ilyperbel, deron Asymptoten den j edosmaligen beidon 
anderen Axen (F und Z) parallel sind.“ — „l)urch jeden ge- 
gebenen Punct Q gehen unondlich vide der genaunten Rauin- 
curven Q 3 , und die ihnen entsprechenden Pole P liegen siimmt- 
licli in dem aus jenem Puncte Q auf seine Polar-Ebene F' 
gefallten Perpen dikel.“ — Es folgt ferner: 

„Donktman sich einen solchen besondoren Flachenbiischol 
2*“ Grades B(F*) y welche eiuander langs eines in der Ebeno E, 
liegenden (reellen odor imaginiiren) Kegelschnittes Cl be- 

*) Die Eaum curve clritten Grades ist durch sechs Puncte besthnmt. 
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rlihren, oder, mit Poncelet zu sprechen, denkt man sich ein 
System ahnlicher, ahnlichliegender und con centri sober Flache n 
zweiten Grades und fall t aus irgend einem Puncte P Nor- 
malen auf dieselben, auf jede Flache 6 Normalen PQ 0 , soliegen 
deren sammtliche Fusspuncte Q 0 in einer und derselben Raum- 
curve 3 fcen Grades Q 3 , welche allemal durcli den Mittelpunct F 0 
der Flachen und durch die im Unendlichen liegenden 3 Puncte 
Qj ihrer gemeinscliaftlichen Axen X, Y und Z geht, so dass 
also die 3 Asymptoten der Curve stets diesen Axen parallel 
sind; und ferner liegen die gesammten Normalen PQ, wozu 
insbesondere namentlich auch die aus P nach dem Mittel- 
puncte P 0 und nach den 3 Puncten Q x oder den Axen parallel 
gezogenen vier Geraden gehoren, allemal in irgend einer 
Kegelflache 2 ten Grades Fl“ Liegt der Pol P insbesondere in einer 
der drei Axen-Ebenen XY, XZ und FZ, so zerfallt die Raumcurve Q 3 
in einen in dieser Ebene liegenden Kegelschnitt Q 2 und in eine auf der- 
selben senkrecht stehende Gerade Q\ und demgemass zerfallt die Kegel- 
flache FI in zwei Ebenen, wovon die eine die genannte Axen-Ebene selbst 
ist und die andere darauf senkrecht steht, durch P und die Gerade Q 1 
gelit ; und liegt ferner der Pol P in einer der drei Axen X, Y und Z, 
so besteht Q 3 aus drei Geraden, wovon die eine die Axe selbst ist, die 
beiden anderen auf ihr senkrecht stehen und beziehlich den beiden anderen 
Axen parallel sind, so dass dabei die Kegelflache PjJ aus zwei Axen- 
Ebenen besteht. Ganz ahnlich verhalt es sich, wenn der Pol P insbe- 
sondere in der Ebene oder in einer der drei Geraden X l} Y 1} Z x 
liegt, in welcheh dieselbe beziehlich von den Axen-Ebenen ZY, ZX, YX 
geschnitten wird; denn im gegenwartigen (sowie in manchem- anderen) 
Betracht ist die Ebene als vierte Axen-Ebene anzusehen, so dass ein 
Axen-Tetraeder stattfindet, dessen 6 Kanten X, Y, Z , X 1V Y x und Z x 
als Axen der gegebenen Flachen, B(F 2 ) : zu betrachten sind. 

Berlin, im April 1854. 
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Ueber eine besondere Curve dritter Classe 
(und vierten Grades). 

Die Curve tritt sclion beim geradlinigen Dreieclc ein. Fallt man 
aus jedem Puncte in der dem Dreieclc umschriebenen Kreis- 
linie auf die Seiten Perpendikel, so liegen die je drei Fuss- 
puncte allemal in irgend einer Geraden G, und die Enveloppe 
aller dieser Geraden ist eine Curve dritter Classe, (r 3 , und 
vierten Grades, welche die im Unendlichen liegende Gerade, 
G-^, zur ideellen Doppeltangente hat; ferner hat sie drei 
Rue klcehr puncte und die drei Riickkehrtangenten schneiden 
sich in einem und demselben Punct. Die Curve beriihrt nament- 
lich auch die Seiten des Dreiecks, sowie dessen drei Hohen, d. h. die aus 
den Ecken auf die Gegenseiten gefallten Lothe. 

Sei abc das gegebene Dreieck; 3 der Mittelpunct des ihm umschrie- 
benen Kreises 8 2 ; ferner aa, 8b, ec seine drei Hohen und d der gemein- 
same Schnittpunct derselben; seien ferner a, y die Mitten der Seiten 
und to der Mittelpunct des durch diese Mitten und zugleich auch durch 
die Fusspuncte a, b, c der Hohen gehenden Kreises to 2 ; endlich sei r 
der Radius dieses Kreises, derselbe ist halb so gross als der Radius des 
Kreises 8 2 . Da der Punct to in der Mitte zwischen 8 uud d liegt, so ist 
d der iiusscrc Aehnlichkeitspunct beider Kreise. Wil'd von den iiber 
den Seiten des Dreiecks liegenden Bogen des Kreises to 2 , act, 
pb, yc, von den Mitten der Seiten aus mittelst der Puncte u, 
v, w je ein Drittel abgeschnitten, so dass Bogen au — ^aa, 
£to = ij3b, y W=: ^ c ^ SQ theilen diese Puncte die ganze Kreis- 
linie in drei gleiche Theile, so dass sie die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks uvw sind. 

Ist p ein beliebiger Punct in der Kreislinie 8 2 und G die ihm zuge- 
horige Fusspuncten-Linie, so hat der aus dem Hohenschnitt cl nach p 
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gezogene Strahl dp seine Mitte, etwa p,, allemal in G nnd zu- 
g lei ch. auch im Kreise m 2 ; dieser Kreis werde von G zum zweiten Mai 
in s gesclinitten; der Punct fi wird Mittelpunct nnd s Sclieitel der Fuss- 
puncten-Linie G genannt. Im Kreise o 2 sei p x der Gegenpunct von p 7 
so steht dessen Fusspuncten-Linie G l jedesmal auf G senk- 
reclit, nnd zwar haben beide den Scheitel s gemein nnd ihre Mittelpuncte 
und [x 1 sind gleiclierweise Gegenpnncte im Kreise m\ nnd die Durch- 
messer pp x nnd \i\i x sind parallel. Demnach sind die Fusspuncten- 
Linien, oder die Tangenten der Curve £? 3 , paarweise zu ein- 
ander rechtwinklig, auf jeder steht eind — aber nur eine 
einzige — bestimmte andere rechtwinklig, und der Ort der 
Scheitel s aller dieser rechten Winkel ist die Kreislinie 
Diese Eigenschaft hat also die Curve mit den Kegelschnitten gemein. 
Solche rechtwinklige Tangenten-Paare sind namentlich aneh die Seiteii 
und zugehorigen Ilohen des gegebenen Dreiecks. Jede zwei zu einander 
rechtwinklige Fusspuncten-Linien heissen schlechthin ein Paar. 

Jede Fusspuncten-Linie G 2 (— G) wird von jedem Paar 
in zwei solchen Puncten gesclinitten, welche gleich weit von 
ihrem Mittelpuncte p, 8 abstehen* eine Folge davon ist, class 
G 2 von der Curve G z in demjenigen Puncte t a beriihrt wird, 
welcher von ihrem Mittelpunct ebenso weit absteht als i hr 
Scheitel s 8 , also \i 2 t 2 = p, a s a . Es folgen ferner nachstehende inter- 
essante Eigenschaften. Die Gerade, welche durch die Beriili rung s- 
puncte t, t x irgend eines Paares GG X geht, ist stets auch eine 
Fusspuncten-Linie G 21 und diejenige, die mit ihr ein Paar 
bildet, geht jedesmal durch den Scheitel jenes Paares; zudem 
hat die Beruhrungs-Sehne tt l constante Lange, naml-ich sie 
ist dem vierfachen Radius des Kreises gleich, tt 1 =4 ?\ 
Oder umgekehrt: die Curve G 3 schneidet jede ihrer Tangenten 
G 2 in zwei solchen Puncten t und t x , deren Abstain! von ein- 
ander constant, und zwar dem Durclimcsser des Kreises o 3 
oder dem doppelten Durchmesser des Kreises m 2 gleich ist; 
und die Tangenten in solchen zwei Schnittpunc ten sind je 
ein Paar GG X . Die in cle’n Schnitton t, t x und in dem Bertili- 
rungspuncte t 2 jeder Tangcnte G\, auf die Curve G' 1 erricli- 
teten clrei Normalen t ref fen sich allemal in irgend oinem 
Puncte q und der Ort dieses Punctes ist ein Kreis [m]\ der 
mit dem Kreise m? concentrisch ist und einen drcimal so 
grossen Radius hat als dieser. Die Curve (? :i beriihrt den 
Kreis m 2 in den oben genannten drei Puncten u, v , w und hat 
dieselben zu Scheiteln. In die sen Puncten bi lden die zuge- 
horigen Tangenten, etwa £7, V, W, und die Kreisdurchmesser 


tleber eine Curve dritter Classe. 


643 


, Vn W t mit einander Paare; jene sind die einzigen drei 
Fusspuncten-Linien, bei welchen derScheitel (s), Mittelpunct 
(jj.) und Berxihrungspunct (£) vereint sind, die anderen haben 
die Puncte u, v, w zu Scheiteln, deren Gegenpuncte u 19 v 19 w 1 
(imKreise m 2 ) zu Mittelpuncten und um die Lange desDurch- 
messers xiber diese hinaus ihre Beriihrungspuncte u 2 , v 29 w 2 . 
Diese letzteren Puncte sind die drei Riickkehrpuncte der 
Curve (? 3 und U i: V t , W x sind die Riickkelirtangenten, die 
also alle drei durcli den Mittelpunct m des Kreises gehen, 
gleich lang sind, namlich mu 2 — mv 2 == mw 2 = 3r, und mit ein- 
ander gleiclie Winkel (=120°) bilden, so dass die drei Riick- 
kehrpuncte u 2 , v a , w 2 im oben genannten Kreise [m] 3 liegen 
und die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks sind, das m zum 
Schwerpunct hat; auch sind die drei Riickkelirtangenten zu- 
gleich Normalen der Curve in ihren Scheiteln u , v, w, und es 
is t uu 2 = vv 2 = wio 2 — 4 r. Der reelle Theil der Curve G z besteht nur aus 
einem regelmassigen Curvendreieck u 2 v 2 w 2 , das innerhalb des geradlinigen 
Dreiecks u 2 v 2 w 2 liegt, aber den Kreis m 2 umschliesst; seine drei gleichen 
Seiten u 2 wv 2 , v 2 uw 2 , w 2 vu 2 sind nach Innen convex und beriihren den 
Kreis mit ihren Mitten (Scheiteln) u, v, w; die Lange jeder 
Seite ist gleich 5Jr, somit der gauze Umfang gleich 16 r; der 
Inhalt des Cur-vendreiecks ist gleich 2%r 2 , also gerade zwei- 
mal so gross als die Kreisflache m 2 , so dass jeder der drei 
gleichen, zwischen deni Kreise und der Curve liegenden Ar- 
belen gleich \izr 2 ist. Jede Tangente der Curve G 3 beriihrt je 
einen ihrer drei Zweige und schneidet die beiden anderen; 
ein Paar GG H d. h. die Schenkel eines ihr umschriebenen 
rechten Winkels beriihren immer verschiedene Zweige. 

Sind GG 1 und HE 1 irgend zwei Paare, wird G von E und E 1 be- 
ziehlich in a 19 d 1 und G t von denselben in b 19 c i gesclmitten, so sind die 
Geraden a x e x , b l d 1 allemal ein drittes Paar, etwa JJ X , d. h. sie sind 
auch zu einander rechtwinklige Fusspuncten-Linien oder Tangenten der 
Curve G'\ Ein eben solches Trippel von drei Paaren GG n EH l , JJ 1 
mit einem Quadrupel von vier Schnittpuncten a, b, c 9 d bilden auch die 
Seiten und zugehorigen Hohen des gegebenen Dreiecks; beiderseits hat 
man ein vollstiindiges Yiereck ( c^b^d \ oder abed), dessen drei Paar 
Gegenseiten zu einander senkrecht sind, oder vier solche Puncte, von 
denen jeder der Hohenschnitt des durch die drei iibrigen bestimmten 
Dreiecks ist. Bei alien diesen Vierecken ist die Summe der 
Quadrate der Gegenseiten constant, und zwar gleich 16 r 2 ; also 
ad 2 -{~be‘ = ac 2 -Jrbd'‘ = ab 2 -\-cd 2 = 16r 2 . Alle Quadrupel abed, deren 
vier Puncte sammtlich reell sind, liegen innerhalb des Curven- 
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dreiecks G 3 ; und umgekehrt, dutch jeden innerhalb dieses Drei- 
ecks liegenden Eunct d is t ein reelles Quadtupel bestimmt, 
denn es gehen immer drei telle Tangenten G y , if, , J, durch denselben, 
und die zu diesen senkrechten Tangenten G, H, J sind ihre Gegenseiten 
in einem vollstandigen Viereck abed. Liegt hingegen der gegebene 
Punct d ausserhalb des Curvendreiecks G\ so geht nut eine 
reelle Tangente, etwa G, durch ihn, und alsdann ist von den 
anderen drei Puncten nur einer, etwa a, reell, der gleichfalls 
in G und auf der anderen Seite ausserhalb der Curve liegt; 
die conjugirte Tangente G x ist auch reell und enthiilt die zwei 
imagin&ren Puncte b und c; die beiden anderen Paare EII X und 
JJ sind imaginar. Die den vier Dreiecken abc, abd, acd, bed 
umschriebenen Kreise, deren Mittelpuncte beziehlich S, 7, p, a 
heissen sollen r sind. gleich und bei alien Quadrupeln von 
gleicher Grosse, namlich der Radius eines jeden ist dem Durch- 
messer des Kreises m 2 gleich, also gleich 2 r. Das Viereck 
a^o ist dem Viereck abed gleich und liegt so, dass die vier 
Geraden cm, b§, cy, do alle durch den Mittelpunct m gehen und 
durch ihn gehalftet werden; daher haben umgekehrt die den 
vier Dreiecken apy, ecp8, a-fi, pyo umschriebenen Kreise ihre Mittel- 
puncte in d, c, b, a, und ihre Radien sind eb entails gleich 2r; 
und ferner sind die Gegenseiten ao und py, “7 ulu l P<^ a$ und 78 
zu einander rechtwinklig odor bilden drei Paare 3S„ 

deren Scheitel im namlichon Kreise m‘ liegen, und deren 
Enveloppe eine dor vorigen, G\ gleiche Curve © 3 ist, abor 
um den Mittelpunct m urn 180° herumbewogt, so dass sie den 
Ivreis in den oben erwahnten Puncten u n w, beruhrt. Alle 
reollen Quadrupel apyS liegen innerhalb des Curvondreicclt.s 
© 3 . Enthiilt das Quadrupel abed zwei imaginare Puncte b unde, 
so sind die den Dreiecken adc und adb umschriebenen Kreise 
P ! und 7 s , sowie ihre Mittelpuncte p und 7 imaginar, vogegen 
die den Dreiecken abc und bed umschriebenonKroiso 8 s und r 
sammt ihren Mittelpuncten 3 und a reell blcibon, diese 
letzteren jedoch jetzt ausserhalb des Curvendreiecks 
liegen. 

Durch jedes Quadrupel abed geht ein Biischel gleichscitiger Hyperbola, 
B(JP)\ die verschiedenen Paare Asymptoten derselbcn be- 
stehen aus den gesammten vorgenannten Paaron <?<?, und sind 
somit Tangenten der namlichon Curve G\ Oder in Bczug auf das 
Dreieck abc kann man sagen: jodo Fusspuncten-Linie G sei Asym- 
ptote einer ihm umschriebenen glcichsoitigen Hyperbel IP. 
welclio nothwendig auch durch den Hohenschnitt d geht und 
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unci den Scheitel s von G zum Mittelpunct hat. In Betracht 
alien Quadrupel abccl hat man auf diese Weise eine Schaar-Schaar gleich- 
seitiger Hyperbeln, Denkt man sich in Bezug auf jedes Paar GG X 

alle Hyperbeln, welche dasselbe zu Asymptoten haben, so hat man die 
namliche SS(S 2 ). Je zwei dieser Hyperbeln schneiden sich in 
irgend einem Quadrupel, also nur innerhalb des Curven- 
dreiecks G z > wofern ihre Schnittpuncte alle vier reell sind; 
beruhren sich dieselben, indem etwa a und d sich vereinen, 
so beruhren sie zugleich auch die Gerade ad = G in deren 
Mittelpunct p., undalsdann liegen die beiden anderen Schnitte 
b und c in der Curve G 3 selbst und sind die Beriihrungspuncte 
eines Paares H dessen Scheitel in jenem Puncte \i liegt. Je 
zwei Quadrupel liegen in einer und derselben Hyperbel IP 
Oder insbesondere in einem und demselben Paar GG r Die 
Peclitecke unter den je zwei Perpendikeln, welche aus den einzelnen 
Puncten irgend eines Quadrupels auf ein beliebiges Paar GG { gefallt 
werden, haben jedesmal unter sich gleichen Inhalt. Sind in einer 
Eb ene zwei rechte Winkel GG t und IIH l gegeben, und sollen 
zwei Hyperbeln die Schenkel derselben beziehlich zu Asym- 
ptoten haben und einander beruhren, so ist der Ort ihres Be- 
r lilirungspunctes tx ein bestimmter Kreis m 3 , welcher durch die 
Scheitel der Winkel und durch die Mitten der Strecken geht, 
■welche auf den Schenkeln jedes Winkels durch die Schenkel 
cles anderen begrenzt werden. 

Das System Paare GG 1 kann insbesondere auch, wie folgt, bestimmt 
werden. Wird in der Kreislinie m 2 irgend ein Punct p und nebstdem 
eine beliebige Gerade angenommen, und werden sodann aus jedem 
Puncte s des Kreises zwei unbegrenzte Gerade P und Q beziehlich durch 
2? und parallel O gezogen und die von denselben gebildeten Nebenwinkel 
naittelst zweier Geraden G und G 1 gehalftet, so sind alle diese Ge- 
r aden-Paare GG X ein dem obigen gleiches System, so dass sie 
eine gleiche Curve G z umhiillen. 

In dem Kreise m 2 ziehe man eine fortlaufende Reihe Sehnen unter 
folgender Bedingung. Aus dem Anfangspunct s ziehe man die erste Sehne 
ssj willkuhrlich ; sodann aus die zweite Sehne s x s 2 senkrecht auf den 
clurch s gehenden Durchmesser; ferner aus $ 3 die dritte Sehne s a s 3 senk- 
recht zu dem durch $ x gehenden Durchmesser und so durch jeden neuen 
Punct diejenige Sehne, welche zu dem durch den vorhergehenden Punct 
gezogenen Durchmesser senkrecht ist, so entsteht — wenn nicht zufallig der 
liber der ersten Sehne liegende Bogen mit dem Kreisumfange commen- 
surabel ist — eine unbegrenzte Reihe von Sehnen, welche sammtlich eine 
dei" obigen gleiche Curve (? 3 beruhren. Wird auf jeder Sehne in ihrem 
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reiten Endpuncte eine Senkrechte errichtet, so berfihren auch diese 
Senkrechten alle die namliche Curve und bilden mit den respeotiven 
Selinen die obigen Paare GG X . 1st dagegen dor Bogen fiber der ersten 
Sehne mit dem Kreisumfange commensurabel, verhiilt er sieh zu diesem, 
wie n:m, wo n und m ganze und relative Primzahlen sind, so schliesst 
lick die Reihe Sehnen jedesmal, so dass ein geschlossenes 
Polygon entsteht; jedoch kehrt die Reihe nicht immer in den. Anfangs- 
punct s zurfick, sondern sie kann auch in s 15 s a , ... zurfickkehren , je- 
naclidem die Zahl m bescbaffen ist. Fcrner sind in diesem Falle die 
Endpuncte a, s 1 , s 2 , . . . der Selmen immer Ecken eines regelmassigen 
m-Ecks, und. 5 die Sehnen selbst sind Seiten verschiedener Ordnung dos- 
selben (oder Seiten und Diagonalen). Das Schnen-Polygon nimmt 
nur dann alle Ecken des m-Eclcs in Anspruch und ist selbst ein 
»j-Eck„ wenn m eine Potenz der Zalil 3 ist; seine Seiten sind 
alsdann zu drei und drei einandcr gleich, und zwar sind sie 
Seiten des regelmassigen, vollstandigon m-Ecks von alien don- 
jenigen Ordnungen, welcho nicht durch 3 theilbar sind. Niim- 
lich bei einem regelmassigen, vollstandigcn (2|i+l)-Eck hat man (nach 
Grosse) Seiten von erster, zwoitcr, dritter, . . . bis (p— l) ter Ordnung zu 
unterscheiden. — Hierbei boriihren alle Sehnen gloichorwoi.se 
eine Curve G 3 , so dass das Sohnen-Polygon dieser Curve um- 
schrieben und zugleich dem Kreise oingoschriebon ist. Es 
folgen daraus noch mehrero specielle Sittze, die bier ubcrgangeu werden. 

In Bezug auf das Obige ist die Curve G 3 unter anderem auch noch, 
wie folgt, bestimmt. Donlct man sicli riioksichtlioh irgend eines der obcn 
beschriebenen Quadrupol abed die Schaar Kegolschnitte, welche durch 
einen der vier Puncte, etwa durch d, gohen und dem durch die drei 
tibrigen bestimmten Dreieck a, be cingeschrieben sind, lerner in jedem 
Kegelschnitt den durch den Punct d gehenden Durchmesser <ld x und iu 
dessen anderem Endpuncte d { die Tangontc G des Kcgelschnittos, so ist 
die Enveloppe aller dieser Tangcnton die dort hetrachtete 
Curve (? 3 , und zwar fiir alle unziihligen Quadrupol stets die 
namliche Curve. Auf diese Eigenschaft wurdo der Vorfasser durch 
seinen Freund, don Professor Sehldjti in Born, aufmerksam gcmaclit. — 
Die Curve G 3 wird ferner auch durch rollende Bewogung erzeugt. 

Analogerweise gelangt man zu etwas allgemeineren Satzen, wobei der 
obige Kreis m* durch einen beliehigen Kegelschnitt vertreten wird, urnl 
wobei die Gegenseiten der vollstandigen Viorockc abed nicht inehr zu 
einander rechtwinklig sind. Folgendes Beispiel miige bier gentigon. 

Sind ms und wip. zwei heliehige Halhrnesser einer gegebenen 
Ellipse to 2 und bewegen sicli diesclhen glcichzeitig urn den 
Mittelpunctm nach entgege ngesetzten Hichtungen so, dass der 
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vom Halbmesser ms beschriebene Sector in jedem Moment 
cloppelt so gross ist als der vom anderen, beschriebene 

Sector, so ist dieEnveloppe der durch die Endpuncte der Halb- 
messer gehenden Geraden, sp = G, eine Curve dritter Classe 
(t 3 und vierten Grades, welche die Gerade G^ zur ideellen 
Do ppeltangente hat, und deren reeller Theil nur aus einem 
krummlinigen Dreieck u 2 v 2 w 2 besteht, welches die Ellipse um- 
schliesst und sie mit seinen drei Seiten (Bogen) in dreisolchen 
Puncten u 7 v, w beriihrt, welche die Ecken eines der Ellipse 
eingeschriebenen grossten Dreiecks sind; die Ecken jenes 
Dreiecks u 2 v 2 w 2 sind Riickkehrpuncte der Curve (r 3 , die Riick- 
kehrtangenten gehen alle drei durch den Mittelpunct der Ellipse 
und respective durch die genannten Beruhrungspuncte u, v , w; 
bis zu diesen Puncten genommen sind sie gerade doppelt so 
gross, als die auf ihnen liegenden Durchmesser der Ellipse. 
Der Inhalt des Curven dreiecks ist zweimal so gross als die 
Flache der Ellipse, und jeder der drei Arbelen zwischen beiden 
Curven ist einem Drittel der Ellipsen-Flache gleich. 



Ueber die Flachen dritten Grades. 

Crelle’s Journal Band LIII. S. 133 — 141. 

(Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 31. Januar 1856.) 




Ueber die Elaclien dritten Grades. 


Die hoheren algebraischen Flachen sind rticksiehtlich ihrer charak- 
teristischen geometrischen Eigenschaften noch wenig erforscht. Aus den 
langjahrigen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand wird ein Theil der- 
jenigen Resultate mitgetheilt, die sich auf die Flachen dritten Grades be- 
ziehen. Es ist daraus zu sehen, dass diese Flachen fortan fast ebenso 
leicht und einlasslich zu behandeln sind, als bisher die Flachen zweiten 
Grades. Von den schonen Eigenschaften der ersteren mogen hier in ge- 
drangter Kiirze nachstehende angeftihrt werden. 

Zuerst werden mehrere verschiedene Erzeugungsarten der Flachen 
dritten Grades gezeigt, aus welchen die wesentlichsten Eigenschaften dieser 
Flachen unmittelbar hervortreten, und wovon folgende die beachtens- 
werthesten sind. 

I. Durch die 9 Geraden, < 7 , in welchen die Flachen zweier 
belie’bigen gegebenen Trieder einander gegenseitig schneiden 
und durch irgend einen gegebenen Punct, P, ist eine Fliiche 
dritten Grades, / 3 , bestimmt. Namlich jede durch den Punct ge- 
legte Ebene schneidet die 9 Geraden in 9 Puncten, welche mit jenem zu- 
sammen irgend eine Curve dritten Grades bestimmen, und der Ort aller 
dieser Curven ist die genannte Flache. — Unter den 9 Geraden g giebt 
es sechsmal drei solche, welche einander nicht schneiden, und welche 
also ein Hyperboloid bestimmen; jedes dieser 6 Hyperboloide schneidet 
die Flache f z noch in drei neuen Geraden, so dass also dieselbe 
27 Geraden enthalt. Rucksichtlich der zwei Schaaren Geraden, die jedes 
Hyperboloid enthalt, gehoren die je drei bestimmenden Geraden zur einen 
und die drei neuen Geraden zur anderen Schaar, diese drei schneiden 
also jene ; aber einander nicht. 

II. Werden ein gegebener Flachenbuschel zweiten Grades, 
jB(/ 3 ), und ein gegebener Ebenenbiischel B(E ), proj ectivisch 
auf einander bezogen, so erzeugen sie irgend eine Flache 
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dritten Grades, f 3 , welche durch die Grundeur 
ersten, sowie durch die Axe, g, des anderen Bii 
d. h. alle Kegelschnitte , C' 2 , in welchen die einzelnen I 
Grades,/ 2 , von den ihnen entsprechenden Ebenen, E, geschn 
liegen in einer Flache dritten Grades. Dabei giebt es 
E, welche die ihnen entsprechenden Flaclren / 2 
dass der zugehorige Kegelschnitt 6' 2 in zwei Gen 
fallt, u. s. \v. 

III. 1st ein Flachenbiischel zweiten Grades, B 
so ist die Pampolare jedes beliebigen Poles, P, 
denselben irgend eine Flache dritten Grades /’, 
durch die Grundcurve R l des Biischels und auch c 
P geht. Das heisst, der aus dem Pol P jeder Fliiehe, f\ 
Biischels umschriebene Kegel beriihrt sie kings ernes Kc 
und alle diese Kegelschnitte liegen in einer Fliiehe dritten 
Ebenen der Kegelschnitte, als Polarebenen des Poles in 
respectiven Flachen des Biischels, gelien saiumtlieh (lurch 
Gerade, g, welche auch in der Fliiehe/ 3 liegt. Der go] 
biischel enthalt insbesondere vier Kegel, wie Ponce let zu< 
fiir jeden derselben zerfiillt der genannte KegelscliniW V s ii 
g die sich im Scheitel des Kegels kreuzen und in it jeuei 
Dreieck bilden; auch bei derjonigen Fliiehe des Biischels 
den Pol P geht und dahor daselbst von ihrer Polurobon 
zerfiillt der Kegelschnitt C* **) in zwoi Geradcn, g 9 , die sich 
und gleichfalls xnit jener Geradcn <j ein Dreieck bilden 
sarnmen bereits 11 in der Fliiehe /* liegende CJorailim. 
beiden zuletzt genannten Geradcn r/ 2 lassen sich vier sold: 
welche die Grundcurve R* des Biischels beriihren, und jed 
schneidet die Fliiehe /“ in zwei neuen Goraden, die sich 
punct (der Ebene mit der Curve) kreuzen, was m it jono 
in der Flache f 3 liegende Goraden ausmacht. 

IV. Sind irgend drei Flachen zweiten Gra 
so schneiden sich die drei Polarebenen jedes P 
zug aufdieselben im Allgemeincu in je oinein ai 


*) Das heisst, die Raumeurvo vierton Grades, die der gemeii 
Flachen des B (/*) ist. 

**) Die projectivische Be/.ichung der gegebenen Biischel geschi 
dadurch, dass man in irgend einom Puncto P dor Curve K* tin alb* < 
biischels B(f*) Beriihnmgsebenen logt, die oinon Ebencnhiiscltel i 
sodann mit dem gegebenen Eboncnbiisehel B(./i) durch willkiirljelw 
Paar sich entsprechender Ebenen, E und E t , project i visch licziol 
Stelle jeder Ebene E i diejenige Flache /' J nimmt, welche sio bertihr 
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JP ; bewegt sich der Pol P in einer. beliebigen gegebenen 
Ebene, so beschreibt der Punct P, irgend eine Flache dritten 
Grades. Oder: Denkt man sich alle Flachen zweiten Grades, 
welche durch beliebig gegebene sieben Puncte gehen, so 
liegen die irgend einer gegebenen Ebene in Bezug auf die- 
selben entsprechenden Pole sammtlich in einer Flache dritten 
G rades. Die vielen weiteren interessanten Umstande, welche dabei noch 
stattfinden, natissen hier ubergangen werden. 

Aus diesen Entstehungsarten — nnd weiterhin durch Hiilfe einiger 
Polaritats-Satze — ergeben sich nachstehende merkwiirdige Haupteigen- 
scliaften der Flachen dritten Grades: 

„Eine allgem eine Flache dritten Grades f z enthalt 27 
gerade Linien g (reelle oder imaginare); jede derselben wird 
von 10 der iibrigen geschnitten, und zwar von fiinf Paaren, 
die einander selbst schneiden, so dass sie mit jener fiinf 
Dreiecke bilden. Alle 27 Geraden g schneiden sonaeh ein- 
ander zu zw T eien in 135 Puncten 8 und bilden im Ganzen 
45 Dreiecke A. Die fiinf Paar Schnittpuncte, 6, in jeder Ge- 
ra den, g, gehoren zu einem Involutions-Punctensystem; ist 
cl asselbe hyperbolisch, so enthalt es zwei Asymptotenpuncte 
(D oppelpuncte) ic. Die Seiten jedes Dreiecks A enthal ten ent- 
weder 1° alle drei hyperbolisches, oder 2° nur eine hyperboli- 
sches und zwei elliptisches Puncten- S y s t e m . “ Oder umfassender: 

„Es giebt 27 verschiedene Systeme von solchen Ebenen, 
JED ^ welche die Flache / 3 in Kegelschnitten, C 3 , schneiden, 
nnd zwar bestehen dieselben aus 27 Ebenenbiischeln, P(i?), 
welche die 27 Geraden g respective zu Axen haben; und um- 
gekehrt, jede Ebene, welche die Flache /* in einem Kegel- 
schnitte schneidet, schneidet dieselbe nothwendig noch in 
einer der 27 Geraden und gehort zu einem der Ebenenb uschel. 
Die Schaar Kegels clmitte, 6 r2 , die den Ebenen eines und des- 
selben Ebenenbiische Is angehoren, schneiden dessen Axe, g 7 
in dem genannten Puncten-System; jede Ebene ist als eine 
di e, Flache f z doppelt beriihrende anzusehen, und die Schnitte 
ilxres Kegelschnittes mit der Axe als die Beriihrungspuncte; 
nnter den Kegels c Imitten giebt es insbesondere zwei, C®, 
welche die Axe beriihren, und zwar in den genannten Asym- 
pt otenpuncten it; ferner giebt es fiinf Kegelschnitte, die in je 
zwei Geraden g zerfallen, so dass die zugehorige Ebene die 
FI ache / 3 in drei P uncten beriihrt, namlich in den Ecken des 
in ihr liegenden Di'eiecks A. Die Ebenen der 45 Dreiecke A sind 
die einzigen, welche die Flache f z in drei Puncten beriihren, 
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Es'giebt ferner 45 Systeme von solchen Flacben zweiten 
Grades, / 2 , welche die Flache dritten Grades / 3 in je drei 
Kegelschnitten G 2 schneiden; jedem Dreieck A entspriclit 
ein solches System, namlich jede drei Ebenen, die beziehlicli 
durch dessen drei Seiten gehen, enthalten drei solche Kegel- 
schnitte C r2 , durch welche allemal irgend eine Flache zweiten 
Grades geht; und umgekehrt: Hat eine Flache zweiten Grades 
p mit der Flache dritten Grades f* irgend drei Kegelschnitte 
gemein, so gehen die Ebenen derselben jedesmal durch die 
drei Seiten eines der 45 Dreiecke A; Oder geht eine Flache 
f 2 durch zwei in der Flache / 3 liegende Kegelschnitte, so 
schneiden sich beide Flachen allemal noch in irgend einem 
dritten Kegelschnitt und die Ebenen der drei Kegelschnitte 
o’ehen durch die drei Seiten eines und desselben Dreiecks A. 

O 

Die Seiten jedes Dreiecks A werden von den vorgenannten besonderen 
Kegelschnitten Cl in ibren Asymptoten - Puncten n beriihrt; die drei 
Paar oder sechs Asymptot'en-Puncte liegen zu drei und drei 
in vier Geraden, l, und durch die je drei zugehorigen Kegel- 
schnitte Cl geht ein Kegel zweiten Grades, /“, welcher die 
Ebene des Dreiecks Dings der zugehorigen Geraden / beriihrt, 
und die Scheitel aller vier Kegel liegen in oiner Geraden. 
Ausserdem enthalt das dem Dreieck ontsprechende Flachensystem zweiten 
Grades,/ 2 , nocli unendlich viele Kegel ; ihre Scheitel liegen sammt- 
lich in einer Flache vierten Grades. 

Die drei Kegelschnitte 6' 2 , durch welche je eine Flache zweiten Grades 
f geht, konnen insbesonderc aucli aus drei Paar Geraden g bestehen, 
wobei dann die Flache ein einf'aches Hyperboloid, h'\ ist. N immt man 
von den 27 Geraden g irgend drei, welche oinandor niclit 
schneiden, so bestimmen sie ein solches Hyperboloid, denn 
dasselbe schneidet die Flache /* allemal noch in drei un- 
der e n Geraden g, welche jene drei trcffen, aber einander 
nicht. „Es gicbt imGanzon 360 solche Hyperboloide A s ; jedes 
der 45 Systeme Flachen zweiten Grades cntlnilt 48 derselben, 
und jedes Hyperboloid kommt in 6 vorschiedenen Systemcn vor.“ 

Wiihlt man von den 45 Drcieoken A zwei solche, welche keine Ge- 
rade g gemein haben, deren Ebenen sich also in einer andcren Geraden, 
etwa k, schneiden, die ihre K ante heisst, so trcffen sich die Seiten beider 
Dreiecke paarweise auf dieser Kante, in drei Puncten 3. Bezcichnet man 
die Dreiecke durch A und B, ihre Seiten (die Geraden g sind) beziehlicli 
durch a, a,, « 2 und b, b t , so schneiden sich etwa die Paare a und b, 
a i und b n « a und b t auf der Kante k, und sodann sind dicse Paare 
Seiten von drei anderen Dreiecken A: abc, oder A,, B v 6j, 
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deren dritte Seiten c , , c 2 , far sich, die Seiten eines seclisten Dreiecks 

A oder C sind. Die Ebenen der Dreiecke A , B, C bilden ein Trieder, 
T, auf dessen drei Kanten k ihre Seiten einander paarweise schneiden, 
und ebenso bilden die Ebenen der Dreiecke A 19 B l , C x ein Trieder, T 19 
auf dessen Kanten ihre Seiten einander treffen; jene Dreiecke, wie diese, 
liaben die namlicben 9 Geraden g oder aa x a.fib^b^cc Y c^ zu Seiten, und die 
Flachen beider Trieder schneiden einander gegenseitig in denselben (wie 
oben I.). Zwei solche Trieder heissen conjugirte Trieder. 

„Die Ebenen der 45 Dreiecke A bilden auf diese Weise im 
Ganzen 240 Trieder, oder 120 Paare conjugirter Trieder T und 
T r u Diese Paare ordnen sich zu drei und drei in 40 Gruppen, wovon 
jede Gruppe alle 27 Geraden g enthalt. 

„Jedes Dreieck^A kommt in 16 verschiedenen Triedern 
vor, so dass also 16 Trieder-Scheitel in seine Ebene fallen; 
diese 16 Scheitel liegen allemal in einer Curve vierten Grades, 
welche die Seiten des Dreiecks zu Doppeltangenten hat, und 
zwar dieselben in ihren Asymptotenpuncten tc beriihrt.“ 

Die 240 Trieder haben zusammen 720 verschiedene Kanten k; also 
liegen die 1B5 Schnittpuncte o der 27 Geraden g zu drei und 
drei in 720 Geraden k , welche sich zu drei und drei in 240 
neuen Puncten T (Scheiteln der Trieder) treffen. Durch jeden 
Schnittpunct o gehen je 16 Gerade k, wovon jede noch durch zwei andere 
Schnittpuncte, etwa o L und o 2 (statt o), geht; nimmt man in jeder der- 
selben einen vierten Punct, X, so, dass 88, Xo 2 harmonisch sind, so 
liegen die 16 Puncte X zweimal zu vier und vier ip. vier Ge- 
raden, und diese 8 Geraden sammt den zwei Geraden g, deren 
Schnitt jener erste Punct 8 ist, liegen in einem Hyperboloid. 

Wird durch irgend einen in der Flache / 3 liegenden Kegelschnitt C 2 
eine beliebige Flache zweiten Grades, / 2 , gelegt, so schneidet sie jene 
Flache im Allgemeinen noch in einer Raumcurve vierten 
Grades, R\ durch welche allemal. unzahlige andere Flachen 
zweiten Grades gehen, oder ein Flachenbiischel zweiten Grades 
geht; unter diesen Flachen befinden sich 5 solche, welche die 
gegebene Flache /* in je einem Puncte beriihren, und die Be- 
rtihrungs ebenen in diesen fiinf Puncten sammt der Ebene jenes 
Kegelschnittes C 2 gehen durch eine und dieselbe Gerade g; 
zudem enthalt jede der 5 Beriihrungsebenen noch zwei andere 
Gerade g, die sich im Beriihrungspunct kreuzen, so dass also 
jede einDreieck A enthalt. — Legt man durch irgend zwei einander 
nicht schneidende Gerade g ein belie biges Hyperboloid, so schneidet 
dasselbe die Flache./ 3 ausserdem noch in einer solehen Raum- 
curve vierten Grades, durch welche keine andere Flache 
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zweiten Grades geht; diese Curve ist also wesentlich verschieden von 
der vorigen P 4 , welche als der Schnitt irgend zweier Flachen zweiten 
Grades anzusehen ist, und welche man bister fur die einzige 
Raumcurve vierten Grades Melt. Die beiden Curven unterscheiden 
sich namentlich noch in folgenden Eigenschaften. „Die Tangenten- 
flache der Curve J?J (d. h. die Flache, in welcher alle ihre 
Tangenten lieg.en) ist vom sechsten Grad und von der sechsten 
Classe; wogegen die Tangentenflache der Curve P 4 vom achten 
Grad und von der zwolften Classe ist/ Ferner: „Von den zwei 
Schaaren Geraden, welche in dem durch die Curve P 4 gehenden 
einzigen Hyperboloid liegen, schneidet jede Gerade dereinen 
Schaar die Curve in drei und jede Gerade der anderen Schaar 
nur in einem Punct; wogegen bei jedem Hyperboloid, welches 
durch die Curve P 4 geht, jede Gerade aus der einen oder 
anderen Schaar dieselbe in zwei Punct en trifft. 

„Somit giebt es zwei wesentlich verschiedene Arten von 
Raumcurven vierten Grades, R l und PJ/ 

Wird der gegebenen Flache dritten Grades, f\ aus irgend einem 
Puncte oder Pol Pe in Kegel umschrieben, so ist derselbe vom sechsten 
Grad und beruhrt die Flache langs einer Raumcurve sechsten Grades, 
durch die jedesmal irgend eine Flache zweiten Grades, /*, geht, welche 
die erste Pol a re des Poles Pin Bezug auf die gegebene Flache / 3 heisst, 
Es giebt unendlich viele solche besondere Pole, deren erste Polare je ein 
Kegel zweiten Grades,/*, ist, und es • findet das Gesetz statt: „ dass, 
wenn 1\ der Scheitel dieses Kegels ist, dann aucli seine erste 
Polare gleichfalls ein Kegel ist, und dass der Scheitel des- 
selben in jenem ersten Pol liegt. a Solche zwei Puncte P und 1\ 
heissen reciproke Pole in Bezug auf die Flache/ 3 . 

„Der gemeinsame Ort aller rociproken Pole ist cine be- 
stimmte Flache vierten Grades, P 4 ,“ welche die Kernflache der 
gegebenen Flache dritten Grades / a gonannt wird. 

„Die Kernflache P 4 geht namentlich aucli durch die Scheitel 
der obigen 240 Triecler, und zwar sind die Scheitel jedes der 
120 Paar conjugirter Trieder T und T x aucli ein Paar reciproke- 
Pole/ Dabei findet noch der nahere Umstand statt, dass der Polar- 
kegel fl des Scheitels T dem conjugirten Trieder 7.\ um- 
schrieben ist, d. h. durch dessen drei Kan ten k geht, undebenso 
aucli umgekehrt. 

„Ferner sind auch die zwei Asymptotenpuncte % in j e der 
der 27 Geraden g ein Paar reciprokcr Pole P und P i? und zwar 
wird die Gerade in donselbon von der Kernflache P* be- 
riihrt.“ — 
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„Es giebt im Ganzen 10 solche specielle Pole P, oder P 0 , 
<3- eren Polarkegel f\ in zwei Ebenen, Pund P 15 zerfallt (so dass 
auch der aus dem Pol der Flache/ 3 umschriebene Kegel in 
zwei Kegel dritten Grades und ebenso die Beriihrnngs curve 
in zwei ebene Curven dritten Grades zerfallt); dabei ist dann 
der reciproke Pol, P 1 , nicht mehr absolut bestimmt, sondern 
er liegt langs der Schnittlinie oder Kante, p u der beiden 
Ebenen liberall, so dass fur jeden in dieser Kante liegenden 
PunctP, die erste Polare ein Kegel/ 3 ist, und dass die Scheitel 
all er dieser Kegel in jenem Pol P 0 vereinigt sind.“ „Den 
lO Polen P 0 entsprechen demnach 10 reciproke Geraden p r “ 
„Die 10 Pole sind Knotenpuncte der Kernflache P 4 und die 
XO Geraden liegen ganz in derselben." Die gegenseitige Lage 
dieser Pole und Geraden ist der Art, dass in j oder Kante p l je drei 
der 10 Pole liegen, und dass auch durch jeden Pol P 0 j e drei 
der 10 Kanten gehen. Oder genauer: „Die 10 Pole P 0 und die 
XO Geraden p 1 sind die Ecken und Kanten eines vollstiindigen 
Eentaeders, d. h. es giebt 5 bestimmte Ebenen, E 0 , die sich 
paarweise in den 10 Geraden und zu je drei in den 10 Polen 
schneiden, wobei die Schnittlinie je zweier Ebenen und der 
S c lmittpunct der j edesmaligen drei anderen reciprok sind.“ 
Die Kernflache P 4 wird hiernach von jeder der 5 Ebenen E 0 
in je vier Geraden p 1 geschnitten. Die durch jede Kante p 1 
gehenden, vorgenannten zwei Ebenen F und P, sind zu den 
zugehorigen zwei Ebenen E 0 zugeordnet harmonisch. Die 
zehn Ebenenpaare F und F l haben auch noch interessante gegen- 
seitige Beziehungen unter sich. 

Es giebt nun ferner auch noch solche Pole P, deren Polarkegel /’ 
insbesondere Cylinder sind. „Der Ort dieser Pole ist eine auf der 
Kernflache liegende Raumcurve sechsten Grades, R°, welche 
durch die 10 Knotenpuncte P 0 derselben geht“ (da deren Polaren, 
F und F 1 , auch als Cylinder anzusehen sind). „Die Axe, a, jedes 
Cylinders schneidet die Curve R s in drei Puncten, und durch 
jeden Punct der Curve gehen je drei Axen.“ Der gemein- 
schaftliche Ort aller Cylinder- Axen a ist eine (geradlinige) 
Flache achten Grades, a s , welche die Curve R a zur dreifachen 
Dinie hat, und in welcher namentlich auch die 10 Kanten p x 
des vorgenannten Pentaeders liegen. “ Mehrere merkwiirdige 
Eigenschaften dieser Flache konnen hier nicht entwickelt werden. 

Die Kernflache P 4 schneidet die gegebene. Flache / 3 langs einer 
Daumcurve zwolften Grades, P 12 , welches fur die letztere Flache sehr 
claarakteristisch ist. Zunachst gelit diese Curve durch die 
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54 Asymptotenpuncte -it der 27 Geraden g und beriihrt sie in 
denselben, so dass sie also jede Gerade zur Doppeltan- 

gente hat. - l 

„Sodann scheidet die Curve R n auf der Flache f 3 die- 
jenigen Regionen von einander ab, wo das Kriimmungsmaass 
positiv und wo dasselbe negativ ist; langs der Curve selbst 
ist dasselbe Null." 

,Ferner ist die Curve R 12 der Ort aller derjenigen Puncte 
auf der Flache / 3 , in welchen die zugehorige Beriihrungsebene 
die Flache mit Riickkehrpunct schneidet, d. h. in einersolchen 
Curve dritten Grades C 3 schneidet, welche den Punct zum 
Riickkehrpunct hat, so dass also die Riickkehrtangente, t, 
der Curve C 3 die Flache / 3 in demselben Puncte osculirt odor 
dreipunctig beriihrt." 

Der Ort aller dieser Riickkehrtangenten * ist eine ab- 
wiclcelbare Fliiche dreissigsten Grades, i 30 , welche die Flache 
f 3 liings der Curve R' 3 osculirt und die 27 Geraden g zu Doppel- 
linien & hat, so dass also die Schnittcurve' beider Flachen, t M 
und /, die vom neunzigsten Grad sein muss, aus der drei- 
fachen Curve R li und aus den doppelt zu ziihlenden27 Geraden 
g besteht." TJ. s. w. 

Eine beliebige Ebene, E, schneidet die gegebene Fliiche/ 3 in einer 
Curve dritten Grades; die der Flache liings dieser Curve um- 
schriebene abwickolbare Flache, 4>, ist vom zwolften Grad 
und von der sechsten Classe, und ihre Riickkehrlinie (arete 
de rebroussement) ist vom aohtzehnton Grad. Die zweito Polare 
irgend eines Poles P in Bezug auf die gegebene Fliiche f ist eine Ebene, 
etwa e. „Bewegt sich dor Pol P in joner festen Ebene E, so ist 
die Enveloppe seiner Polarebene e eine Fliiche dritten Grades 
e 3 und nur vierter Classe*), welche vier Knoten puncte, 
hat, und jener abwickolbaren Flache <I> eingeschrieb en ist: 
auch ist die Flache e* allomal der Kornflacho P 4 eingeschrieben 
und beriihrt dieselbc liings einer Raumcurve sechsten Grades 
R\ in welcher namentlich auch die 4 Knotenpuncte Q 0 sich 
befinden, so dass also letztore jedcsmal in der Kcrnfliiclie I" 
liegen." Die Flache e 3 lieisst die zweito Polare der Ebene E in 
Bezug auf die gegebene Flache /*. Diesclbe hat (vor andcron Flachen 
gleichen Grades) die merkwiirdige bosondere Eigonschaft : dass derails 

*) Eine allgemeine Flache dritten Grades ist von der zwolften Classe; im olngcn 
Fall wird die Classe durch jedon Knotcnpunct urn 2 omiedrigt, chonso wie nach Pm- 
eelets Satz bei den ebenen Ourven die Klasso durch joden Doppelpunct um 2 vor- 
ringert wird. 
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irgend einem in ihr liegenden Puncte ihr umschriebene Kegel 
(der fur andere Puncte vom sechsten Grad ist) in zwei Kegel 
zweiten Grades und in die zugehorige Beriilirungsebene zer- 
fallt; letztere beriihrt beide Kegel, und diese gehen stets beide 
durch die vier Knotenpuncte Q 0 . Yersetzt man die Ebene 
E ins Unendliche, so ist ihre zweite Polare e z die Enveloppe 
aller Durchmesser-Ebenen der gegebenen Flache / 3 ; dieselbe 
behalt alle angegebenen Eigenscliaften, sie ist den Flachen P 4 
und <I> eingeschrieben, etc., die letztere, O, ist in diesem Falle eine 
Art asymptotischer Flache der gegebenen Flache / 3 . 

Bewegt sich der Pol P in irgend einer festen Geraden D, so ist die 
Enveloppe seiner Polarebene e ein Kegel zweiten Grades, etwa 
<P, welcher die zweite Polare der Geraden D in Bezug auf die gege- 
bene Flache / 3 heisst. 

„Es giebt im Ganzen 100 solche besondere Geraden D, deren 
zweite Polare sich auf eine Gerade dreducirt, d. h. wobei jener 
Kegel d 2 sich auf seine Axe d reducirt, so dass alle Polare.benen 
e einen Biischel um dieselbe bilden.“ Den 100 Geraden D ent- 
sprechen jedoch zusammen nur 25 Geraden d , indem jede der letzteren je 
vier von jenen entspricht. Die 25 Geraden d bestehen aus den 
10 Kanten p L des obigen Pentaeders und aus den 15 Diagonalen 
desselben. 
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Yermisckte Satze mid Aufgaben. 

i. 

1. Zieht man durch irgend einen Punct, p, in der Ebene einer all- 
gemeinen Curve n tm Grades, C n , beliebige Geraden A, B, C, ... und be- 
zeichnet ihre Scbnittpuncte mit der Curve durch. a , a x , ... ««■— 1 ; b, b x , 

. . . c, c lt . . . Cn_i; etc., und bildet die Producte aus den Abschnitten 
jeder Geraden von diesen Schnitten bis zu dem Puncte p genommen, also 
die Producte pa, pa ,, . . . pa n - 1 ; pb, pb y , . . . pb n —i\ etc., so bleibt be- 
kanntlich das Verhaltniss dieser Producte constant, wenn die Geraden 
sammt ihrem gemeinsamen Puncte p unter Beibehaltung ihrer Richtungon, 
also jede sich selbst parallel bleibend, in der Ebene der festen Curve be- 
liebig verschoben werden. 

Denkt man sich alle moglichen Geraden durch den Punct p, 
den Strahlbiischel, so giebt es unter denselben im Allgemeincn 
je 2n Gerade, deren Abschnitte gleich grosse Producte gebcn. 
Und insbesondere giebt es unter denselben n solcbe Gerade, 
deren Producte relative Minima sind. An die Stelle eines sol- 
chen Minimums tritt so oft ein Maximum, als die Curve ein 
Paar imaginarer Asymptoten hat. — Bei paralleler Verschie- 
bung' des Strahlbuschels behalten die niimlichen Geraden die 
angegebene Eigenschaft. 

2. Mmmt man in jeder durch denselben Punct p gelienden Geraden 
A denjenigen Punct q, dessen Abstand vom Puncte p der mittlere Factor 
zwischen den vorgenannten n Abschnitten der Geraden ist, so dass 

pq n = pa.pa 1 .pa 3 . . . pa n - 1 , 

so ist der Ort dieses Punctes q eine Curve 2 w ten Grades, Q~ n , 
welche n durch den Punct p gehende Doppelasym-ptoten hat, 
und welche die gegebene Curve im Endlichen in 2 n(n — 1) 
Puncten r schneidet, wo in jedem der Punct q mit einem der 
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n Schniftpuncte a> a 1? . . . 1 , etwa mit vereinigt ist, so 

class also (lurch den beliebigen Punct p im Allgemeinen 
2n(n—i) solche Geraden A gehen, in denen einer der n Ab- 
schnitte der mittlere Factor zwischen den n — 1 iibrigen Ab- 
schnitten ist, also 

pr n ~ 1 = pa n ~ x — pa t . pa 2 . . . pa n — x . 

Durch die 2n(n— 1) Puncte r konnen Curven (2 n — 2) ten Grades 
gehen. 

In den vorgenannten besonderen n Geraden, fiir welche das Product 
der n Abschnitte ein Minimum ist (1.), ist auch” der Abstand des 
Punctes q vom Puncte p ein Minimum, so dass die Gerade im 
Puncte q auf dessen Ortscurve Q 2n normal steht. Und zwar ist 
solche Gerade eine Doppelnormale der Curve, weil der Punct q in jeder 
Geraden A immer doppelt vorhanden ist, zu beiden Seiten vom Puncte 
p in gleichem Abstande, so dass also die Curve Q 2n den Punct p zum 
Mittelpunct und zugleich zum vielfachen singularen Punct hat. 

3. Die in (1.) und (2.) angegebenen Eigenschaften finden gleicher- 
weise statt, wenn die gegebene Curve C n durch beliebige n Gerade vor- 
treten wird. Seien z. B. drei Gerade gegeben, so haben die durch einen 
beliebigen Punct p gehenden Geraden ocler Transversalen zu je 6 unci 6 
gleiche Producte, und insbesondere giebt es drei Transversalen, cleren Pro- 
clucte relative Minima sind. Welche weitere Beziehung haben diese clrei 
Transversalen unter sich und zu den drei gegebenen Geraden? und welche 
Relation haben jede der erstgenannten sechs Transversalen unter sich? 

4. Ist die gegebene Curve nur ein Kegelschnitt, so verhalten sich 
die Producte (hier Rechtecke) der Abschnitte der durch irgend 
einen und denselben Punct p gehenden Transversalen wio die 
Quadrate der den Transversalen parallelen Durchmcsser des 
Kegelschnittes. Demzufolge verhalten sich die aus dem Puncte 
p an den Kegelschnitt gelegten Tangenten wie die ihnen pa- 
rallelen Durchmcsser. Die Transversalen haben im Allge- 
meinen zu je vier gleiche Producte; diejenigen zwei Trans- 
versalen insbesondere, welche den Axon des KegcLsolniittos 
parallel sind,* enthalten die Minima des Productes. Diese Eigen- 
schaften gestalten sich jedoch nach der Art des Kegelschnittes verschiederi, 
und zwar, wie folgt. 

a. Ist der Kegelschnitt Ellipse, so haben die Transversalen nur 
zu je zwei gleiche Producte. Die der kleinen Axe parallele Tramversale 
enthalt das Minimum, wahrend die der grossen Axe parallele das Ma- 
ximum des Productes enthalt. Je zwei Transversalen, welche gleiche 
Producte enthalten, bilden mit jeder Axe gleiche Winkel, odor die den 
Axen parallelen Transversalen halfton die Winkel zwischen jedem solehen 
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Paar, so dass also alle diese Paare leicht zu finden sind. Jedes Paar 
bildet in der Ellipse zwei Sehnen (reell oder ideell); die durch die 
Mitten dieser Sehnen gehende Gerade hat constante Richtung, 
d. h. alle solche Geraden sind parallel. Die vier Schnittpuncte 
jedes Paares mit der Ellipse liegen in einem Kreise; welchen Ort haben 
die Mittelpuncte aller dieser Kreise? und welche Enveloppe 
haben die letzteren? 

b. 1st laingegen der Kegelschnitt Hyperbel, so haben von den 
Transversalen je vier gleiche Producte. In der That sind auch die Durch- 
messer der Hyperbel zu je vier gleich gross, wofern man die imaginaren 
Durchmesser auch als reell annimmt, oder die conjugirte Hyperbel mit in 
Betracht zieht. Ein mit den conjugirten Hyperbeln concentrischer Kreis 
schneidet clieselben in den Endpuncten von je vier gleichen Durchmessern. 
Demgemass ordnen sich nun auch jede vier Transversalen, welche gleiche 
Producte enthalten, in zwei Paare, wovon das eine den zwei reellen und 
das andere den zwei imaginaren Durchmessern parallel ist; zudem sind 
die beiden Paare darin verschieden, dass bei dem einen die Schnittpuncte 
mit der Hyperbel auf gleicher, dagegen beijn anderen auf entgegengesetzten 
Seiten des Punctes p liegen; die Paare wechseln jedoch diese Eigenschaft, 
jenachdem der Punct p innerhalb oder ausserhalb der gegebenen Hyperbel 
liegt. Jedes Paar bildet mit jeder Axe der Hyperbel gleiche Winkel, oder 
die den Axen parallelen Transversalen halften die Winkel zwischen jedem 
Paar und enthalten die beiden Minima des Productes. Die Geraden, 
welche b eziehlich durch die Mitten der in den einzelnen Paaren 
liegenden zwei Sehnen gehen, sind sammtlich parallel. Die vier 
Schnittpuncte jedes Paares mit der Hyperbel liegen in einem Kreis. 
Welches ist der Ort der Mittelpuncte dieser Kreise? und-welche 
Enveloppe haben die letzteren? — Ist die Hyperbel gleichseitig, 
so ist von den je zwei zusammengehprigen Paaren, welche gleiche Pro- 
ducte enthalten, jede Transversale des einen Paares zu einer des anderen 
Paares rechtwinklig; oder jede zwei zu einander rechtwinkligen Durchmesser 
der gleichseitigen Hyperbel sind gleich gross. Daher der folgende bekannte 
Satz: „Zieht man aus einem beliebigen Punct p zwei zu ein- 
ander rechtwinklige Transversalen durch eine ' gleichseitige 
Hyperbel, so enthalten dieselben allemal gleiche Producte.“ 
Die Schnittpuncte solcher zwei Transversalen haben verschiedene Lage 
gegen den Punct p und liegen nicht in einem Kreise; dagegen ist jeder 
der Hohenschnitt des durch die drei ubrigen bestimmten Dreiecks, u. s. w. 

Durch Umkehrung ergiebt sich unter anderem folgendes: 

Wird ein beliebiger Kegelschnitt von einem Kreise in vier Puncten 
a, by c, d geschnitten, die ein vollstandiges Viereck bestimmen, so sind 
von den drei Paar Strahlen, welche die Winkel zwischen den 
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drei Paar Gegenseiten (ab und cd, ac und Id, ad und bo) des Vier- 
ecks halften, drei und drei parallel, und zwar den Axen ties 
Kegelsclmittcs parallel. Bleibt der Kegelschnitt und eine Seite des 
Yierecks, etwa ab, fest, wahrend der Kreis sich andert, so bewegt sicli 
die Gegenseite, cd, sich selbst parallel; u. s. w. 

1st einem vollstandigen Yiereck ein Kreis umschrieben, so sind von 
den Strahlen, welche die Winkel zwischen dessen drei Paar Gegenseiten 
halften, drei und drei parallel, und mit denselben sind auch die Axen allcr 
dem Yiereck umschriebenen Kegelschnitte parallel. 

5. Werden aus einem beliebigen Puncte p Transversalen 
durch einen gegebenen Kegelschnitt gezogen und fiber den 
Sehnen, als Durchmessern, Kreise beschrieben, so habon dieso 
Kreise in Bezug auf irgend einen anderen bestimmten Punct q 
gleiche Potenzen, so dass jedor einen bestimmten anderen 
Kreis, der diesen Punct q zum Mittelpunct hat, entweder roclit- 
winklig oder im Durchmesser schneidct. 

Der Punct q wird durch irgend drei der genannten Kreise gefunden; 
nebstdem wird seine Lage auch, wie folgt, bestimmt. Nimmt man die IV 
lare des Punctes p in Bezug auf den Kegelschnitt und errichtct in Hirer 
Mitte, d. i. in dem Puncte, in welchom sie von dem ihr conjugirten Durch- 
messer getroffen wird, die zu ihr Senkrechte, so geht diese durch den 
Punct q. Und wahlt man unter den genannten Sehnen zwei sol die, welche 
mit einer Axe des Kegelsclmittcs gleiche Winkel bilden, logt durch Hire 
Mitten eine Gerade und fiillt auf letztere aus dem Puncte p das Per- 
pendikel, so geht auch dieses durch den Punct q. — 1st der Kegelschnitt 
Hyperbel, und nimmt man die den Asymptoton parallel on Transversalen,' 
etwa par und pb, errichtet auf denselben in ihren Schnittpuncten a, h mit 
der Hyperbel Perpendikel, so treffen sich diese im Puncte q. Also: Zielit 
man aus irgend einem Puncte p zwei Geraden pa, pb den Asym- 
ptoten der Hyperbel parallel und errichtet in ihren Schnitt- 
puncten a, b mit der Hyperbel Perpendikel auf denselben, so 
treffen sich diese mit der auf die Polare des Punctes p in doren 
Mitte errichteten Senkrechten in einem Puncte q. 1st der Kegd- 
schnitt Parabel und errichtet man auf der dor Axe parallelen Tranaversale, 
pa, in ihrem Schnittpunct, a, mit der Parabel die Senkrechte, so geht 
dieselbe durch den Punct q. — Bosteht der Kegelschnitt aus zwei Ge- 
raden S und T, die oinander in einem Puncte r sclmeiden, und niimnt 
man die ihnen parallelen Transversalen pt und ps, niimlich pt -h- S und 
ps -H- T, errichtet auf denselben in ihren Schnittpuncten t und a mit den 
ihnen nicht parallelen Geraden Perpendikel, so sclmeiden sich diese im 
fraglichen Puncte q. Hierbei ist also der Punct q zugleich der Hiihtii- 
schnitt des Dreiecks rst. 
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Jeclem Puncte p in der Ebene eines gegebenen Kegelschnittes ent- 
spricht also auf die angegebene Weise irgend ein bestimmter anderer Punct 
q; aber der letztere entspricht in gleichem Sinne vier verschie- 
clenen Puncten p, welche die Ecken eines Parallelogramms sind, 
dessenSeiten den Asymptoten des Kegelschnittes parallel laufen. 

Wenn der Punct p sich in einer Geraden bewegt, wahrend der Kegel- 
schnitt fest bleibt, welche Curve durchlauft dann der ihm entsprechende 
Punct q? In dem besonderen Falle, wo der Kegelschnitt aus zwei Geraden 
besteht, durchlauft der Punct q eine Hyperbel, deren Asymptoten 
beziehlich auf den Geraden senkrecht stehen. 


II. 

1. Sind in gleicher Ebene irgend zwei Curven, die eine 
vom £> teu , die andere vom # ten Grad, in fester Lage gegeben, und 
bewegen sich die Endpuncte einer constanten Strecke ab einer 
Geraden S beziehlich in denselben, so umhiillt die Gerade eine 
Curve 4 pq tev Classe, welche die im Unendlichen liegende Ge- 
rade zur 2 p$-fachen Tangente hat. 

2. Bewegen sich die beiden Endpuncte der constanten 
Strecke ab in einer festen Curve n tQn Grades, C*\ so umhiillt die 
Gerade S eine Curve 2 n(n — l) ter Classe, welche die gegebene 
Curve in jedem ihrer im Unendlichen liegenden n Puncte vier- 
punctig beriihrt, und welche die Gerade zur n(n — l)-fachen 
Tangente hat. Demzufolge giebt es in der gegebenen Curve nach jeder 
bestimmten Richtung nur je n(n — 1) Sehnen von irgend einer gegebenen 
Lange ab . Die Mitten solcher n(n — 1 ) gleichen und parallelen 
Sehnen liegen allemal in irgend einer Curve (n — l) tea Grades, 
und in gleichen Curven liegen auch die nach gleicher Seite hin liegenden 
Endpuncte der Sehnen. 

3. 1st die gegebene Curve vom vierten Grad , C 4 , so umhiillt die 
constante Sehne ab, oder ihre Gerade S, eine Curve vierundzwanzigster 
Classe. Beide Curven haben 12X24 = 288 gemeinschaftliche Tangenten, 
wovon 16 auf die vier Asymptoten der gegebenen Curve fallen, d. h. jede 
Asymptote zahlt fur vier gemeinschaftliche Tangenten; von den 272 
iibrigen soil jede durch S 1 bezeichnet werden. Beriihrt eine der letzteren 
die gegebene Curve etwa im Puncte a und schneidet sie in den Puncten 
P und 7 , so liegt die constante Sehne entweder zwischen diesen Schnitt- 
puncten, oder zwischen einem derselben und dem Beruhrungspunct, also 
entweder ist = ab, oder es ist a(3 oder ay = ab. Im letzteren Ealle 
beriihren sich die Curven im Puncte a und dann zahlt S 1 fiir zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten. Bezeichnet man die Zahl der Falle, wo 
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wo a(3 Oder ay = ab, durch x und die Zahl der Falle, wo py = ah, durch 
y, so ist 

2x-\-y = 272. 

Die Zahlen a und y zu finden. 

4. Bewegt sich die constante Sehne ab in einer festen Curve dritten 
Grades, C s , so umhullt sie eine Curve zwolfter Classe, welche mit jener 
6X12 = 72 gemeinschaftliche Tangenten hat, wovon 12 auf die drei 
Asymptoten der Curve C 3 fallen, und daneben noch 60 gemeinschaftliche 
Tangenten S 1 bleiben. Jede von diesen .beruhrt die angegebene Curve iu 
einem Puncte a und schneidet sie in einem anderen Puncte [1 und es ist 
ap = ab ; aber dabei beruhren sich die beiden Curven im Puncte a so 
dass also S 1 fur zwei gemeinschaftliche Tangenten zahlt, und folglich nur 
30 solche G, stattfinden, d. h. 

Eine beliebige Curve dritten Grades hat im AUgemeinen 
je 30 solche Tangenten, welche vom Beriihrungspunct a bis 
zum Schnittpunct p genommen irgend cine gegebene Lau rr C 
ab ha ben. 

Betrachtet man bei derselben gegebenen Curve dritten Grades zwei 
Ortscurven zugleich, welche zwei verschiedenen Sehnen ab und' a l b l ent- 
sprechen, so ergiebt sich der folgende Satz: 

In einer beliebigen Curve dritten Grades sind je 60 Trans- 
versalen S moglich, welche dieselbe in solchen drei Puncten 
a, p, y schneiden, dass die Strecken 0 $, ay beziehlicli die ge- 
gebenen Langen ab, a 1 b 1 haben. 

Bei wie vielen von diesen 60 Transversalen liegen die Puncte p und 
y auf gleicher und bei wie vielen auf entgegengesetzter Seite vom 
Puncte a? 

5. Bewegt sich eine constante Selmo ab in einem festen Kogolschnitt, 
so umhullt sie eine Curve vierter Classe. Durch jeden Punct p in dev 
Ebene des Kegelschnittes gelien also im Allgcmeinen je vier Sehnen von , 
irgend einer gegebenen Lange. 

Die Mitten solcher vier gleichcn Sehnen liegen allemal in 
einem Kreise, und wenn die Sehne ihre Grosse iindert, wahrend 
der Punct p fest bleibt, so haben alle zugehorigen Kreise den 
namlichen Mittelpunet q. 

Gleiten die Endpuncte der constanten Sehne ab beziehlicli auf zwei 
sich schneidenden festen Geraden /S und T, so umhullt dieselbe eine 
Curve vierter Classe, welche einer bestimmten Hypocycloide pa- 
rallel ist. Hierin ist die einst beriilunte Aufgabe inbegriffen, niimlich: 

„Wenn in einer Ebene zwei sich schnoidende Geraden S, T und ein 
Punct p gegeben sind, durch letzteren cine Transversale so zu ziehen, 
dass sie zwischen den Geraden eine Strecke von gegebener Liinge ah hat." 
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Fur jede Lange der Strecke giebt es im Allgemeinen vier Losungen, 
und die Mitten der vier Stricken liegen in einem Kreise, nnd 
alle Kreise, die entstehen, wenn die Lange sich andert, aber 
der Punct p fest bleibt, haben einen und denselben Mittel- 
punct q. 

Der Her betrachtete Punct q ist tibrigens der namliche wie der oben 
(I. 5.) gleiclibenannte Punct und wird also nach den daselbst angegebenen 
verscliiedenen Arten gefunden. 


III. 

1. Jeder Punct p in der Ebene eines beliebigen gegebenen Dreiecks 
ABC ist zugleich der Mittelpunct eines dem Dreieck umschriebenen 
Kegelschnittes P 2 und eines demselben eingeschriebenen Kegelschnittes 
P*. Die Kegelschnitte sind jedesmal von gleiclier Art, entweder beide 
Ellipsen, oder beide Hyperbeln, oder beide Parabeln. 

„Sollen die beiden Kegelschnitte gleichen Inlialt haben, 
oder sollen die Producte.ihrer Halbaxen gleich sein, so besteht 
der Ort ihres gemeinsamen Mi ttelpunctes p aus zwei ver- 
schiedenen Curven dritten Grades P 3 und P\A 

„Die eine dieser Curven, P 3 , ist in der Art speciell, dass 
ihre drei Asymptoten sich in einem Puncte und zwar im 
Schwerpunct des Dreiecks schneiden, und dass dieselben zu- 
gleich Wende tangenten (WendeasymptoTten) und zudem .den 
Seiten des Dreiecks parallel sind. Die drei hyperbelartigen 
Zweige der Curve liegen in den drei Raumen uber den Seiten 
des Dreiecks und beruhren die respectiven Seiten in ihren 
Mitten. Fiir jeden Punct p in dieser Curve sind die zuge- 
h ori gen Kegelschnitte Hyperbeln. cc 

„Die andere Curve, P 3 , besteht aus zwei getrennten 
Theilen, der eine ist ein sogenanntes Oval und der andere 
hat drei hyperbelartige Zweige; das Oval liegt innerhalb des 
Dreiecks und berxihrt dessen Seiten in ihren Mitten; der andere 
Theil hat die Seiten des dem gegebenen Dreieck parallel um- 
schriebenen Dreiecks zu Asymptoten und seine drei Zweige 
liegen in den Scheitelwinkeln dieses Dreiecks. Fur jeden 
Punct p in diesem dreizweigigen Theil sind die Kegelschnitte 
Ellipsen, dagegen fiir jeden Punct des Ovals sind dieselben 
Hyperbeln." 

Das Oval liegt ganz innerhalb derjenigen Ellipse, welche mit ihm die 
Seiten des gegebenen Dreiecks ABC ebenfalls in ihren Mitten A i: P 15 C x 
beruhrt. Die drei Segmente des Ovals uber den Sehnen A 1 B 1 , A 1 C 11 
B ± C L sind gleich gross, ebenso wie die Segmente der Ellipse; aber wie 
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verhalten sich jene Segmente zu diesen? oder wie gross ist die Fliielie 
des ganzen Ovals? 

Welchen Ort hat der Punct p, wenn die beiden Kegelschnitte P\ 
P\ einander ahnlich sein sollen? (Besteht der Ort aus vier Geraden und 
einer Curve vierten Grades?) 

Wie viele Puncte p giebt es, wenn beide Kegelschnitte irgend einem 
gegebenen Kegelschnitte ahnlich sein sollen? Giebt es im Allgemeineii 
weniger als 16 Losungen? 

2. Wenn zwei Kegelschnitte P 2 und P\ den namlichen Mittelpunot /» 
haben, so kann moglicherweise nur dann ein Dreieck dem einen eingeschrieben 
und zugleich dem anderen umschrieben sein (1.), wenn dieselben gleioli- 
artig sind; ist also insbesondere einer derselben ein Kreis, so muss dor 
andere eine Ellipse (oder er kann auch ein Kreis) sein. Sobald alter 
irgend ein Dreieck ABC etwa dem Kegclschnitt P 2 eingeschrieben und 
zugleich dem Kegelschnitt P\ umschrieben ist, so flndet alsdann nach Bon- 
celetfs Satz allemal eine Schaar solcher Dreiecke statt, die alle dem P" ein- 
geschrieben und zugleich dem P\ umschrieben sind. Nelimen wir an, die 
Kegelschnitte befinden sich in diesem Falle und bezeichnen wir ihre Ilalli- 
axen beziehlich durch a und b, a, und sowie ferner jeden Kreis, dor 
einem der Dreiecke umschrieben ist, durch K\ seinen Mittelpunct durch 
m und seinen Radius durch r, so hat man unter anderen folgende Siitze: 

a. Werden aus dem Mittelpuncte p auf die Soiten jedes 
der genannten Dreiecke ABC Perpendikel a, (3 , y gefiillt, su 
andern sich zwar die vier Grossen a, p, y und r von einem 
Dreieck zum anderen, aber ihr Product bleibt constant, und 
zwar ist es stets dem halbon Product der Halbaxen beider 
Kegelschnitte gleich, also 

rapy = \aba l b 1 . 

Und fallt man aus dem Puncte p auf die Seiten derjenigen 
Dreiecke welche die Mitten der Seiten der Dreiecke 

ABC zu Ecken haben, Lotlie p„ y„ so geben auch diese Lathe 
mit dem zugehorigen Radius r ein constantes Product, niim- 
lich es ist 

ra,p,y, = 

und somit haben die Producte der Perpendikel aus p auf die 
Seiten der zusammengehorigen Dreiecke ABC und A jB^ con- 
stantes Yerhiiltniss zu einander, niimlich 

apy 2 ab 

“TPuT _ “A' 

b. Ist der den Dreiecken ABC umschriebene Kegelschnitt F iu,<- 
besondere ein Kreis und somit der andere, P ] , eine Ellipse, so ist tier 
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Radius des ersteren der Sumrne oder dem TJnterschied der Halbaxen der 
letzteren gleich, also 

a = b = r — a x ±J 19 

und so ist das Product der aus dem Mittelpunct p auf die Seiten jedes 
Dreiecks ABC gefallten Perpendikel constant, namlich 

“Pt = ¥<h \ ± K ) a i h ■ 

Also: Beschreibt man aus dem Mittelpuncte p einer gegebenen 
Ellipse P) mit der Summe oder dem TJnterschied ihrer Halb- 
axen einen Kreis P 2 , so giebt es eine Schaar Dreiecke, welche 
dem Kreis eingeschrieben und zugleich der Ellipse urn- 
schrieben sind, und sodann ist das Product der aus dem 
Mittelpunct auf die Seiten jedes Dreiecks gefallten drei Per- 
pendikel gleich dem halben Product aus den Halbaxen der 
Ellipse in deren Summe oder TJnterschied. Im Falle, wo der 
Radius a = a 1 — b l genommen wird, werden die Dreiecke imaginar, wean 
nicht cn>b 1 oder a x >2b x ist. Ferner ist auch das Product der 
aus dem Puncte p auf die Seiten der vorgenannten Dreiecke 
A 1 B 1 C\ gefallten Lothe a 1? [3 1? ^ constant, namlich 

a B T =_£W_. 

lRlTl 4 fadci,)’ 

und fiir je zwei zusammengehorige Dreiecke ABC und A X B X C X 
hat man demnach 

aPifa^Yi = 

und 

«Pr _ 

“iPiTi a A 

Die den Dreiecken ABC umschriebenen Kreise sind gleich, 
und ihre Mittelpuncte stehen gleich weit vom Puncte p ab; 
ebenso hat der Hohenschnitt jedes Dreiecks ABC constanten 
Abstand vom Puncte und ebenso sein Schwerpunct; u. s. w. 

c. Ist hingegen der den Dreiecken ABC eingeschriebene Kegel- 
schnitt P ] ein Kreis und also der andere, P 2 , eine Ellipse, so ist der 
Radius von jenem die erste Proportionate zu den beiden Halb- 
axen der letzteren und deren Summe oder TJnterschied, also 

7 ab 
0,1 1 azhb ’ 

und so sind die den Dreiecken umschriebenen Kreise K 2 alle 
gleich, also r constant, und zwar 

auch ist der Abstand der Mittelpuncte m dieser Kreise vom 
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Mittelpuncte p 
so ist 


constant, namlich wenn man mp—d sctzt, 


d 2 = r 2 ztz2ra 1 — Pztzab; 


end'lich ist auch das Product der dreiLothe oc 15 (3 1? *( 1 constant, 
welche aus dem Mittelpuncte p auf die Seiten derjenigen 
Dreiecke AJS& gefallt werden, welche den Dreiecken ABC 
parallel eingeschrieben sind, und zwar ist 
a _ aW 

a ‘ PlTl — 2 ab — 2 (aztb) 5 ’ 

und die Mittelpuncte der den Dreiecken A 1 B 1 C 1 umschriebenen 
Kreise stehen gleich weit vomPunctep ab; ebenso haben die 
Hohenschnitte der Dreiecke ABC gleichen Abstand vom 
Puncte p, desgleichen ihre Schwerpuncte. 

Durch d 2 — r 2 oder r 2 — d 2 wird die Potenz des Punctes p in Bezug 
auf jeden der Kreise K 2 ausgedrtickt, jenachdem p ausser- oder imierhalb 
K? liegt, und wird beziehlicli die aus p an den Kreis gelegte Tangento 
oder die durch p gehende halbe kleinste Sehne desselben durch t be- 
zeichnet, so driickt auch t 2 dieselbe Potenz aus. I)a nun nach Vor- 
stehendem 

ab — dz (cl 2 — r 2 ) : 


so ist also auch das Rechteck unter den Halbaxen der Ellipse P * der- 
selben Potenz gleich; zudem sind diese Halbaxen einzeln 
a = d-i-r, und b = dt(d — r). 

Sollen die Inhalte der Ellipse P 2 und des Kreises P\ ein gegebenes 
Verhaltniss zu einander haben, so wird die Form der Ellipse niiher be- 
stimmt, sowie auch das Verhaltniss der Kreise P\ und K 2 zu einander, 
und auch umgekehrt. Soli z. B. die Ellipse P 2 mit dem Kreise P\ 
gleichen Inhalt haben., so ist 


a:b — 3-f-]/5:2, und a i =2 r, 

und alle Kreise IP schneiden den Kreis P 2 rechtwinklig. Soli die Ellipse 
P 2 doppelt so gross als der Kreis PJ sein, so ist 

a — Z>(2-+-]/3), und a x — r, 

also alle Kreise IP sind dem Kreise PJ gleich. Diese Falle kommen nach- 
her noch in Betracht. 

d. Sollen der Ellipse P 2 und dem mit ihr concentrisclien 
Kreise P J nicht allein die vorgenannte Schaar Dreiecke ABC 
beziehlicli eingeschrieben und urns chrie ben sein, sondern soli 
zugleich noch eine andere Schaar Dreiecke umgekehrt dem 
Kreise PJ eingeschrieben und der Ellipse l yi urns chrie ben 
sein, so mxissen sich die Axen der Ellipse wie 3+]/5 zu 2 ver- 
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halten, und ihr Inhalt muss clem des Kreises gleich sein, oder 
der Radius des letzteren muss die mittlere Proportionale 
zu den Halbaxen der ersteren sein, also muss 

a:b — 3 + ]/5:2, und a\—aby 

oder 

a \ — 1 I ]/§) == f— j/5) = a — b 

sein, und alsdann ist =2 r, und alle Kreise K 2 schneiden den 
Kreis P 2 rechtwinklig. 

e. Sieht man bei der obigen Betrachtung (c.) den Kreis P] und 
einen der Kreise K“ als gegeben an, so ist nicht nur das dort betrachtete 
eine Dreieck ABC clem ersten um- und dem ancleren eingeschrieben, 
sondern es findet eine neue Schaar solcher Dreiecke statt, welche gleicher- 
weise dem Kreise P\ um- und dem Kreise K 2 eingeschrieben sind. Oder 
allgem ein: 

Befinden sich zwei gegebene Kreise K 2 und P 2 in solcher 
Lage, dass zwischen ihren Radien, r und a x , und dem Ab- 
stande, d, ihrer Mittelpuncte, m und p> von einander die 
Gleichung 

d 2 = r 2 zt L 2ra 1 

besteht, so findet eine Schaar Dreiecke ABC statt, welche 
dem Kreise K 2 eingeschrieben undzugleich dem Kreise P] um- 
schrieben sind. Und ciann folgt ferner: 

Die Schaar Ellipsen P 2 , welche den Dreiecken ABC re- 
spective umschrieben sind und mit dem Kreise PJ denMittel- 
punct p gemeinhaben, sind alle gleich (c ongruent), ihre Halb- 
axen sind d+r und do(d — r), so dass das Rechteck unter den- 
se! ben der Potenz t 2 des Punctes p in Bezug auf den Kreis K 2 
gleich ist, oder dass derjenige Kreis um den Punct p , welcher 
von dem Kreise K 2 entweder rechtwinklig oder im Durch- 
messer geschnitten wird, mit den Ellipsen gleichen In- 
halt hat. 

Zieht man aus dem Mittelpuncte p des eingeschriebenen Kreises P 2 
Strahlen nach den Ecken jedes Dreiecks ABC und errichtet auf clenselben 
im Puncte p.Lothe, so treffen diese die den Ecken .gegeniiberliegenden 
Seiten in solchen drei Puncten, welche in einer Geraden P" liegen:°diese 
Gerade ist fur alle Dreiecke eine und dieselbe; sie steht auf 
der Axe pm senkrecht, ihr Abstand vom Puncte p ist gleich 
(V a\ dy.2d P und ihr Abstand von der Linie der gleichen 
Potenzen der Kreise K 2 und P] ist gleich a]:2d. — Schneidet ein 
clurch p gehender Strahl den Kreis K 2 in zwei Puncten, so sind 
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sie Ecken zweier verschiedenen Dreiecke ABC , und die ihnen 
gegenuberliegenden Seiten treffen einander allemal auf der- 
selben genannten Geraden E. Namlich jeder Punct des Kreises A 3 
ist Ecke eines Dreiecks ABC; liegt er aber innerbalb des Kreises P) 
(falls dieser jenen schneidet), so sind die anliegenden Seiten nebst den 
beiden anderen Ecken imaginar, und nur die ibm gegenuberstehende Seite 
ist auch reell. 

Der Ort der Hohenschnitte der Schaar Dreiecke ABC ist 
ein Kreis, dessen Mittelpunct, q , in der Axe mp liegt, ebenso 
ist der Ort ihrer Schwerpuncte ein Kreis, dessen Mittelpunct, 
s, in der Axe liegt; die vier Puncte m, s, p, q liegen har- 
monisch, und zwar im bestimmten’Verhaltniss 

ms:sp:mq:qp — 2:1:6:S. 

Die Seiten jedes Dreiecks ABC beriihren den Kreis PJ in je'drei 
Puncten A o: P 0 , C 0 ; die Schaar Dreiecke A 0 B 0 C 0 haben denHohen- 
schnitt gemein, und derselbe liegt in der Axe mp . 

Schneiden die gegebenen Kreise einander rechtwinklig, so 
muss a x =2r sein, und dann haben die genannten Ellipsen mit 
dem Kreise P\ gleichen Inhalt. 

Sind insbesondere die Kreise gleich, so ist der Abstand 
ihrer Mittelpuncte von einander, d , der Seite des gleich- 
seitigen Dreiecks gleich, welches einem derselben einge- 
schrieben ist, und alsdann haben die Ellipsen gerade doppelt 
so’ grossen Inhalt als jeder Kreis. — Dieser Fall zeichnet sich nodi 
dadurch aus, dass er der einzig mogliche ist, wo zu den zwei 
gegebenen Kreisen zwei verschiedene Schaaren Dreiecke ge- 
lid ren; namlich hierbei giebt es cine zweite Schaar Dreiecke, welche 
dem Kreise K 2 urn- und dem Kreise P\ eingeschrieben sind. 

f. Sind a, b, c die Seiten und A der Inhalt eines beliebigen Drei- 
ecks ABC, ist r der Radius des ihm umschriebenen Kreises A 3 , sind 
p x , p 2 , p z die Mittelpuncte und r, r 1? r 2 , r 8 die Radien der ihm einge* 
schriebenen Kreise, sind ferner a und b, a x und b x , a 2 und b, 2 , a 3 mid b 3 
die Halbaxen der mit diesen Kreisen concentrischen und dem Dreieck 
umschriebenen vier Ellipsen, und sind endlich P , t], t \ , t\ die Potenzen 
der Puncte p, p x , p 2 , p z in Bezug auf den Kreis K\ so ist 

aba^ajb^a^ = = lG^rr^r.* = r 3 a 2 b 3 r = 16r 4 A 2 . 

g. Wenn ein con vexes Viereck einem Kreise eingeschrieben und zugleiel 
einem Kreise umschrieben ist, so wird jede Seite desselben (lurch 
ihren Beruhrungspunct mit clem letzteren Kreise so getheili, 
dass sich die Abschnitte wie die ihnen anliegenden Seiten 
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verhalten. Sind a und a 15 (3 und y und y 15 8 und die Abschnitte 
derSeiten a , b, c, d nacli ihrer Folge, so ist- ay = = {38 == =?* a , 

wo r der Radius des eingeschriebenen Kreises ist. — Bleiben die Seiten 
des Yierecks constant und eine derselben in ihrer Lage fest, wahrend das 
Yiereck verschoben wird, so andert sich der eingeschriebene Kreis und 
sein Mittelpunct durchlauft einen neuen Kreis, dessen Mittel- 


]/ abed 


ist. 


punct in der festenS.eite liegt, und dessen Radius 

KAJ - 1 — V 

Dieser neue Kreis behalt also dieselbe Grosse, mag von den yier Seiten 
fest bleiben, welche man will. 


h. Welche Eigenschaft mussen zwei Kegelschnitte im Allgemeinen 
haben, damit jedem solche Dreiecke umschrieben werden konnen, welche 
zugleich dem anderen eingeschrieben sind? — Ist die Aufgabe auch fur 
Yierecke, Fiinfecke etc. mbglictf? 

Konnen zwei Kegelschnitte so beschaffen sein, dass dem einen Drei- 
ecke umsebrieben, welche dem.* anderen eingeschrieben, und zugleich diesem 
Vierecke umschrieben, welche jenem eingeschrieben sind? 

3. Unter den gesammten Kegelschnitten, welche einem gegebenen 
Dreieck umschri'eben sind, giebt es je eine Schaar von Kegelschnitten, die 
unter sich ahnlich, oder die irgend einem gegebenen Kegelschnitte ahn- 
lich sind. 

Die Mittelpuncte jeder Schaar unter sich ahnlicher und 
dem gegebenen Dreieck umschrieb ener Kegelschnitte liegen 
in einer Curve vierten Grades, welche die Mitten der Drei- 
ecksseiten zu Doppelpuncten hat, und die Schaar Kegel- 
schnitte umhiillen eine andere Curve vierten Grades, welche 
die Ecken des Dreiecks zu Doppelpuncten und nur vier Doppel- 
tangenten hat. — In solcher Kegelschnittschaar giebt es keine zwei, 
welche ahnlichliegend sind. 

Welches ist der Ort der Brennpuncte von solcher Kegelschnittschaar, 
und welche Curve wird von ihren Axen umhullt? 

Ist der gegebene Kegelschnitt, dem die Schaar ahnlich sein soil, sehr 
specieller Art, wie Kreis, gleichseitige Hyperbel oder Parabel, so mo- 
dificiren sich die beiden genannten Curven vierten Grades wesentlich. 

4. Jede Schaar unter sich ahnlicher und einem gegebenen 
Dreieck ABC eingeschriebener Kegelschnitte hat ihre Mittel- 
puncte in irgend einer Curve vierten Grades. Sind die Kegel- 
schnitte ahnliche Ellipsen, so besteht die Ortscurve ihrer 
Mittelpuncte aus vier getrennten Theilen, und zwar aus vier 
Ovalen. Sind dieselben Parabeln, so besteht die Ortscurve 
aus vier Geraden, namlich aus Gr.j, und den drei Seiten des 
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clem gegebenen Dreieck parallel eingeschriebenen Dreiseits 

ABA. 

Welche Curve wird von solcher Schaar Kegelschnitte umhiillt? In 
welcher Curve liegen ihre Brennpuncte, und welche Curve wird von ihren 
Axen umhiillt? 

Die Glieder solcher Schaar Kegelschnitte sind zu vier 
und vier ahnlich liegend, cl. h. es giebt im Allgemeinen je 
vier clem gegebenen Dreieck eingeschriebene Kegelschnitte, 
welche irgend einem gegebenen Kegelschnitte ahnlich und 
mit ihm ahnlichliegend sind. 

Sind die vier Kegelschnitte Ellipsen, so sind ihre Mittol- 
puncte allemal die Ecken eines vollstandigen Vierecks, desson 
clrei Paar Gegenseiten sich in den Ecken des gegebenen Drei- 
ecks schneiden. Und umgekehrt: schneiden sich die Gegenseiten 
eines vollstandigen Vierecks in den Ecken des gegebenen 
Dreiecks und liegt eine Ecke desselben innerhalb desjenigen 
Dreiecks, welches diesem parallel eingeschriebcn ist, so sirnl 
seine Ecken die Mittelpuncte von vier Ellipsen genannter 
Art. — Ist eine Ecke des Vierecks gegeben, so sind die clrei an- 
deren bestimmt und leicht zu linden; denn die Gegenseiten sind zu 
clen Dreiecksseiten, welche ihrem Schnittpuncte anlicgen, zugcordnct liar- 
monisch. 

Das Product der Halbaxen solcher vier Ellipsen, die dem 
gegebenen Dreieck eingeschriebcn und ahnlich unci ahnlich- 
liegend sind, ist constant und zwar der vierten Potenz der 
Dreiecksflache gleich. Oder sind r, r 19 r 2 , r 3 die Radien der- 
jenigen vier Kreise, welche mit den Ellipsen gleichen Inhalt 
haben, so ist rr 1 r 2 r 3 = A 2 . 

Jede Seite des Dreiecks, wie ctwa AB, wird von den Ellipsen in 
vier Puncten 21, 25, 6, 35 beruhrt, woven zwei, etwa 23 und 6, zwiselien 
A und B } dagegen die zwei anderen 21 und 3) beziehlich jenseits A und It 
liegen; ihre Abstancle von den Ecken A und B sind, in gewisser Ordnung 
genommen, paarweise gleich, namlich es ist 

A% = B5) und AS) = m, a123 = B& unci A& = B2b. 

Bezeichnet man diese Abstande durch a, b, c, b und die aus den 
Mittelpuncten der Ellipsen auf die Seite AB gefallten Perpendikel durcli 
c y c\y c 2 y c* 3 , so ist das Product diescr acht Grossen constant urn! 
zwar der vierten Potenz der Dreiecksflache gleich, also 

a 'bcbcc l c u c i = Ah 

Denkt man sich diejenigen vier Ellipsen, welche mit den 
vorigen die Ecken desselben Vierecks zu Mittelpuncten babe 
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aber clem Dreieck umschrieben sind, und ferner diejenige 
Ellipse, welche durch die Mitten der seeks Seiten des Vier- 
ecks (und durch die Ecken des Dreiecks) geht, so ist das 
Product der Halbaxen der vier ersteren, dividirt durch das 
Product der Quadrate der Halbaxen der letzteren, constant und 
zwar gleich 16A 3 . 

Hie vorstehenden Satze, die einfachheitshalber nur filr‘ die Ellipsen 
ausgesprochen sind, gelten analogerweise auch fiir Hyperbeln. 

Seien A i: B v C 1 die Mitten der Seiten des gegebenen Drei- 
ocks ABC. Fallt man aus den Ecken irgend eines vollstandigen 
Vierecks, dessen Gegenseiten sich in den Ecken des Dreiecks 
ABC schneiden, auf die Seiten desselben die Perpendikel a , 

a 2 , a 8 ; b, & 15 & 8 , Z> 3 ; c, c 2 , c 3 und ebenso auf die Seiten des 
Dreiecks A 1 B l C l die Perpendikel a, a 1? a 3 , aj,; (3, [3 19 (3 3 , fJ 8 ; y, y x , 
y 3 , y 3 : so ist allemal 

(aa l a 2 a 3 bb l \ b 3 cc x c 2 c z )' 2 

aa i a 2 a $Ql P2P3TT1T2T3 

-r 3 (a+a 1 +a 2 H-a 3 ) 2 (p+p Jl H-p 3 H-p 3 y(yH-y 1 H-y 2 +T 3 ) i ' 

a 4 b 4 c 4 

‘ 5 

wo a 0 , S 0 5 6* 0 und a 0 , (3 0 , y 0 die Perpendikel aus dem Schwer- 
puncte der vier Ecken des Vierecks auf die Seiten der beiden 
Dreiecke sind, r der Radius des dem Dreieck ABC umschrie- 
bcnen Kreises und a, b, c dessen Seiten. Die Vorzeichen in den’ 
Klammern werden nach Umstanden bestimmt. 

5. Die Mittelpuncte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche einem gegebenen Dreieck ABC eingeschrieben sind, 
liegen in einem Kreise, welcher den Hohenschnitt des Drei- 
ecks zum Mittelpunct hat, und welcher der aussere Potenz- 
kreis der beiden Kreise ABC und A l B 1 C l ist. 

So viel mir bekannt, ist dieser Satz neu, nur habe ich ihn schon 
vor zwolf Jahren gefunden. Es ist auffallend, dass derselbe so lange ver- 
borgen bleiben konnte, trotzdem dass der analoge Satz fiber die dem 
Dreieck umsehriebenen gleichseitigen Hyperbeln langst allgemein be- 
kannt war. 

Einem spitzwinkligen Dreieck kann keine (reelle) gleich- 
seitige Hyperbel eingeschrieben sein. 

6. Die Axen aller einem gegebenen Dreieck eingeschrie- 
benen Parabeln umhiillen eine specielle Curve dritter Classe 
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und vierten Grades, welche die Gerade G x zur ideellen JJop- 
peltangente und drei Riickkehrpuncte hat; namlich die Curve 
ist eine bestimmte dreispitzige oder dreibogige Hypocyeloide- 
ihre dr.ei Riickkehrtangenten treffen sich im Mittelpuncte des 
dem Dreieck umschriebenen Kreises unter gleichen Winkeln 
= 120°, und sind gleichlang, und zwar dem dreifachen Radius 
des Kreises gleich; die drei Riickkehrpuncte liegen daher in 
einem mit dem letzteren concentrischen Kreise; derselbe ist 
die Basis der Hypocyeloide, und der sie erzeugende rollende 
Kreis ist gerade dem erstgenannten Kreise gleich. — Die wei- 
teren merkwiirdigen Eigenschaften dieser Cycloide sind bereits in einem 
friiheren Aufsatze ( Borchardfs Journal Bd. 53)*) angegeben. 

7. Wenn in einer Ebene irgend zwei Dreiecke ABC und 21SSE «e- 
geben sind, so ist jeder Punch p der Ebene zugleich der Mittelpunct von 
zwei Kegelschnitten P 2 und P% die dem ersten, und von zwei Kegel- 
schnitten und $ 2 , die dem anderen Dreieck beziehlich urn- und ein- 
geschrieben sind. 

Sollen entweder die beiden Kegelschnitte 

P ! und ip 2 , oder P 2 und 5J$ 2 , oder P a und 
gleichen Inhalt odor gleiches Axenproduct haben, so ist der 
Ort des Punctes p beziehlich eine Curve neunten, dritten 
sechsten Grades. 

Soil eines derselben drei Paare ein gegebenes Axenpro- 
duct haben, so ist die Zahl der Losungen beziehlich 36, 9, 18. 

Welches ist der Ort des Punctes p, wenn die Kegelschnitte 
eines der namlichen drei Paare ahnlich sein sollen? 

Und wie gross ist die Zahl der Losungen, wenn die Kegel- 
schnitte eines der drei Paare ahnlich und ahnlichliegend 
sein sollen? 

8. Einem beliebigen Viereck ABCD sind eine einfache Schaar oder 
ein Biischel Kegelschnitte, P(P 2 ), umschrieben, .deren Mittelpuncte in 
irgend einem bestimmten anderen Kegelschnitte M 2 liegen. Die Form 
des Vierecks bedingt zum Theil die Art dor Kegelschnitte P 2 , sowie des 
Kegelschnittes AP, namlich wie folgt. 

1°. Ist das Viereck convex, schneiden sich zwei Paar Gegenseiten 
desselben in ihren Verlangerungen, so ist dor Kegelsclmitt JP Hyperbel 
und die Kegelschnitte P(P 3 ) bestehen aus einer Gruppe Hyperbeln und 
einer Gruppe Ellipsen und aus zwei Parabeln; die Mittelpuncte der 
Hyperbeln liegen in dem einen und die Mittelpuncte der El- 
lipsen liegen in dem anderen Zweige der Hyperbel AP; die drei 
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Schnittpuncte der drei Paar Gegenseiten des Vierecks liegen also immer 
im gleiclien Zweige der Hyperbel M 2 , namlich im erstgenannten. Unter 
der Gruppe Hyperbeln ist allemal eine, aber nur eine gleieliseitig. 

2°. Ist das Yiereck so beschaffen, dass der Sclinittpunct jedes Paares 
Gegenseiten in der Verlangerung bloss einer Seite liegt, oder dass von den 
vier Puncten A } B, C, D einer innerhalb des durch die drei ubrigen be- 
stimmten Dreiecks liegt, so ist die Mittelpunctscurve M* Ellipse, und 
dann sind die Kegelschnitte B(P 3 ) sammtlich Hyperbeln, von denen im 
Allgemeinen wieder nur eine gleieliseitig ist; sind insbesondere zwei der- 
selben gleieliseitig, so sind es aucli alle ubrigen, und alsdann sind alle 
Paare von Gegenseiten des Vierecks zu einander rechtwinklig, und auch 
umgekehrt. 

3°. Liegt insbesondere einer der vier Eckpuncte des Vierecks im 
Unendliclien, so ist M 2 Parabel und B(P 2 ) besteht aus Hyperbeln und 
einer einzigen Parabel; von den ersteren ist wieder nur eine gleichseitig. 
— Liegen zwei der vier Puncte im Unendliclien, so besteht B(P 2 ) aus 
ahnlichen und ahnlichliegenden Hyperbeln, deren Mittelpuncte in einer 
Geraden liegen. — Sind zwei der vier Puncte imaginar, etwa C und D, 
so ist M 2 entweder Ellipse oder Hyperbel, jenachdem die ideelle Sekante 
CD zwischen den Puncten A und B durchgeht oder nicht, und deni ent- 
sprecliend besteht dann B(P 2 ) nur aus Hyperbeln, oder aus einer Gruppe 
Hyperbeln, einer Gruppe Ellipsen und zwei Parabeln. Sind alle vier 
Puncte imaginar, so ist M 2 Hyperbel und B (P 2 ) enthalt eine Gruppe 
Hyperbeln, eine Gruppe Ellipsen und zwei Parabeln. — Zur obigen ersten 
Form des Vierecks (1°.) gelioren aucli nocli die zwei besonderen Falle, 
wo ein Paar Seiten und wo zwei Paar Seiten unter sich parallel sind, und 
wobei M 2 in zwei Gerade zerfallt. 

Beachtet man der Kurze halber bloss die beiden ersten Formen (1°. 
und 2°.), so sind folgende Angaben zu machen. 

a. Die dem Viereck umschr iebenen Kegels chnitte sind paar- 
weise einander ahnlicli (aber keine zwei sind ahnlicli und almlich- 
liegend). Esgiebt unter denselben zwei einzelne, welche keinem 
anderen ahnlicli sind; der eine derselben ist die gleichseitige 
Hyperbel, und der andere ist beim Viereck (1°.) diejenige 
Ellipse, welche dem Kreise am nachsten kommt, und beim 
Viereck (2°.) diejenige Hyperbel, welche am meisten von der 
gleichs eitig en abweicht. Die Geraden, welche durch die Mittel- 
puncte der sich ahnlichen Paare gelegt werden, sind sammtlich 
parallel, und mit ihnen sind aucli die in den Mittelpuncten 
der zwei einzelnen Kegelschnitte an die Mittelpunctscurve M 
gelegten Tangenten parallel. Die Mittelpuncte der beiden 
einzelnen Kegelschnitte sind- somit die Endpuncte ein.es Durch- 
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messers des Kegelschnittes M\ Da nun der Mittelpunct des Kegel- 
schnittes M\ sowie der Mittelpunct der genannten gleichseitigen Hyperbel 
leicht zu finden ist, so gelangt man also auch leicht zum Mittelpunct der 
am meisten von der gleichseitigen abweichenden Hyperbel oder der dem 
Kreise am nachsten kommenden Ellipse. Diese Ellipse war schon friilier 
der Gegenstand einer von Gergonne gestellten Frage, welche ich im zweiten 
Bande des Orelle ’ schen Journals, pag. 64*) beantwortet habe. Durch die 
dortigen und gegenwartigen Angaben wird die Lage dieser Ellipse voll- 
kommen bestimmt. 

b. Von den dem Viereck umschriebenen Kegelschnitten 
haben im Allgemeinen je sechs gleichen Inhalt oder gloiches 
Axenproduct. Es giebt unter denselben drei solche, deren 
Axenproducte relative Maxima oder Minima sind. Nitmlich 
beim Viereck (1°.) giebt es eine Ellipse, deren Inhalt ein Mi- 
nimum ist, und zwei Hyper beln, deren Axenproducte relative 
Maxima sind; und beim Viereck (2°.) giebt es drei Hyperbeln 
deren Axenproducte Maxima sind. — Die Mittelpunct© dieser drei 
ausgezeichneten Kegelschnitte zu finden. Welches ist ihr Sehworpunct? 
Und welches ist ihr Schwerpunct, wenn ihnen Gewichte beigelegt worden 
die sich verhalten wie die zugehorigen Axenproducte? 

Unter der Schaar einem beliebigen Dreieck umschriebener 
gleichseitiger Hyperbeln giebt es drei, deren Axon Maxima 
sind. Welche Lage haben ihre Mittelpuncte? 

9. Einem beliebigen vollstiindigen Vierseit 21S6G2) ist cine einl'achc 
Schaar Kegelschnitte, BOp 2 ), eingeschrieben ; die Mittelpuncte derselbon 
liegen in einer Geraden 3D?, welche durch die Mitten a, [3, y der drei 
Diagonalen des Vierseits geht. Der im Unendlichen liegendo Punct der 
Geraden SD? heisse 8. Die Kegelschnitte ordnen sich nach der Lam; 
ihrer Mittelpuncte in zwei Gruppen Ellipsen und in zwei Gruppcn Hy- 
perbeln. Die Strecken a[3 und yo der Geraden 3D? onthalten bozichlicli 
die Mittelpuncte der beiden Gruppen Ellipsen, und in den Strecken 
Py und 8a liegen die Mittelpuncte der beiden Gruppen Hyperbeln. Die 
Grenzpuncte a, p, y, 8 sind als die Mittelpuncte von vior Parabeln an- 
zusehen. 

a. Die dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte sind 
im Allgemeinen zu je vier einander iihnlich, und jede vier iihn- 
liche gehoren paarweise den beiden betreffenden Gruppen an, 
so dass man also auch sagen kann, die Kegelschnitte j oder 
Gruppe, fur sich b etrachtet, seien paarweise iihnlich. In 'jeder 
Gruppe giebt es einen einzelnen Kegelschnitt, welcher keinern 
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anderen derselben Gruppe ahnlich ist, sein Mittelpunct liegt 
zwischen den Mittelpuncten jedes Paares und sein Axenver- 
haltniss, b:a, ist ein Maximum. In jeder Gruppe Ellipsen 
befindet sich also eine solche, welche unter alien dem 
Kreise am nachsten kommt (oder insbesondere selbst ein Kreis 
ist), und in jeder Gruppe Hyperbeln giebt es eine, deren Axen- 
verhaltniss ein Maximum oder ein Minimum ist. — Diese 
vier besonderen Kegelschnitte zu finden oder die Lage ihrer Mittelpuncte 
anzugeben. 

Unter den gesammten Kegelschnitten jB(§P 2 )- giebt es im 
Allgemeinen keine zwei, welche ahnlich und ahnlichliegend 
sind; wenn es aber insbesondere ein solches Paar giebt, so sind 
alsdann alle iibrigen auch paarweise ahnlich und ahnlichliegend; 
namlich yon den genannten je vier ahnlichen Kegelschnitten, 
die paarweise zweien gleichartigen Gruppen angehoren, ist 
alsdann jeder von der einen Gruppe einem von der anderen 
Gruppe ahnlich liegend. Dieser besondere Fall findet statt, 
wenn zwei Diagonalen des Vierseits parallel sind. 

Jedes Paar conjugirter Durchmesser eines der Kegol- 
sclinitte i?($J3 2 ) ist im Allgemeinen mit einem Paar conjugirter 
Durchmesser irgend eines der iibrigen parallel; daher haben 
also die Kegelschnitte auch paarweise parallele Axen. Jeder 
der Kegelschnitte hat aber ein besonderes Paar conjugirter 
Durchmesser, welches mit keinem Paar conjugirter Durch- 
messer irgend eines der iibrigen parallel ist, und es giebt 
im Allgemeinen zwei Kegelschnitte, deren Axen dieses be- 
sondere Paar sind. — Beim genannten Falle, wo zwei Diago- 
lialen des Vierseits parallel sind, hat jeder Kegelschnitt 
ein Paar conjugirter Durchmesser, wovon der eine diesen 
Diagonalen und der andere der dritten Diagonale pa- 
rallel ist. 

b. Die dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte 
haben zu je drei gleichen Inhalt oder gleiches Axenproduct; 
es giebt unter denselben zwei, eine Ellipse und eine Hyper bel, 
welchen ein Maximum des Axenproductes zukommt; auf welche 
Weise die Mittelpuncte dieser zwei Kegelschnitte gefunden werden, habe 
ich schon 1844 in einem ins Italienische iibersetzten Aufsatze angegeben 
(s. Bd. 30 d. Creltt schen Journals, pag. 97)*). 

Unter der Schaar von Parabeln, welche einem gegebenen 
Dreiseit eingeschrieben sind, befinden sich drei, deren Para- 
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meter Maxima sind. Welche Lage haben diese drei Parabeln, oder 
welche Lage haben ihre Axen oder ihre Brennpuncte? 

10. a. Sind in gleicher Ebene zwei beliebige Vierecke 
ABCD und A t B l C 1 D i gegeben, so giebt es in den ihnen um- 
scliriebenen Kegelschnittbiischeln B(P 2 ) und P(P 2 ) im Allge- 
meinen nur ein Paar, P 2 und P 2 , welche ahnlich und ahnlich- 
liegend sind; giebt es im besonderen Falle zwei solchePaare 
so sind dann alle iibrigen Glieder der beiden Biischel aucli 
paarweise ahnlich und ahnlichliegend, und alsdann sind auch 
die beiden Mittelpunetscurven AD und If 2 (8.) ahnlich und 
ahnlichliegend; und umgekehrt, sobald diese letzteren ahn- 
lich und ahnlichliegend sind, ist auch jedes Glied des einen 
Biischels mit irgend einem Gliede des anderen Buschels 
ahnlich und ahnlichliegend, aber dabei brauchen die Vierecke 
selbst einander nicht ahnlich zu sein. 

b. Sind in einer Ebene zwei beliebige Vierseite 202362) und 
21,33, 6,2), gegeben, so giebt es in den ihnen beziolilich eingc- 
schriebenen Kegelschnittschaaren P(5(3 a ) und P(5(3,) im Allge- 
meinen vier Paare ip 2 und $?, welche unter sich ahnlich und 
ahnlichliegend sind. Sind im besonderen Falle fiinf Paare 
ahnlich und ahnlichliegend, so ist jedes Glied dor einen 
Schaar mit irgend einem Gliede der anderen Schaar ahnlich 
und ahnlichliegend, und dann sind auch die drei Diagonalen 
und die durch ihre Mitten gehende Gerade' M (9.) des einen 
Vierseits beziolilich denen des anderen Vierseits parallel- 
und umgekehrt, sind die Diagonalen und die Geraden M 
und A/, beider Vierseite beziehlich parallel, so sind die Kegcl- 
schnitte P(i|3 2 ) und P(i)3 2 ) paarweise ahnlich und ahnlich- 
liegend. Miissen bei diosem besonderen Falle die Vierseite einander 
ahnlich sein? 

c. Sind in gleicher Ebene ein Viercck ABCD und ein Vier. 
seit 212362) gegeben, so giebt es zwei Paar unter sich ahnliche 
und iihnlichliegonde Kegelschnitto, P 2 und s |5 2 , welche den- 
selben beziolilich urn- und eingoschricben sind. 


IV. 

1. Durch fiinf gegebeno Elemente odor durch fiinf Bedingungen ist 
im Allgemeinen ein Kegelschnitt bestimmt, niimlich entweder absolut oder 
inehr oder weniger vieldeutig bestimmt. Bestehen die fiinf Elemente nur 
aus Puncten und Tangenten des Kegelschnittes, so sind die Ldsungen be- 
kanntlich nicht zahlreich und geometrisch construirbar. Wahlt man aber 
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unter clie gegebenen Elemente auch Normalen des Kegelschnittes, so 
werden die Losungen schwieriger und ihre Zalil vermehrt sich mit der 
Zahl der Normalen, so dass sie bis 102 ansteigt. Setzt man die Zahlen 
der gegebenen Puncte, Tangenten, Normalen beziehlich unter die Buch- 
staben P, T, N und die Zalil der Losungen unter P, so liat man fur 
die 21 Falle, welche mit diesen dreierlei Elementen moglich sind, fol- 
gende Tabelle: 



P 

T 

N 

L 

1. 

5 

• 

• 

1 

2. 

• 

5 


1 

B. 

4 

1 


2 

' 4. 

1 

4 


2 

5. 

3 » 

2 


4 

6. 

2 

3 


4 

7. 

4 

• 

1 

3 

8. 

• 

4 

1 

3 

9. 

3 

1 

1 

6 

10. 

1 

3 

1 

6 

11. 

2 

2 

1 

8 

12. 

3 

• 

2 

9 

13. 


o 

O 

2 

9 

14. 

2 

1 

2 

14 

15. . 

1 

2 

2 

14 . 

16. 

2 

• 

3 

23 

17. 

• 

2 

3 

23 

18. 

1 

1 

3 

28 

19. 

1 

• 

4 

51 

20. 

• 

1 

4 

51 

21. 

• 

• 

5 

102. 

2. Werden die 

Ecken A, 

B, C, 

D einer 

gleichseitigen, an der 


Spitze rechtwinkligen, dreiseitigen Pyramide nach irgend einer Riclitung 
auf eine beliebige Ebene projicirt, so ist die Frage, welche Relation 
zwischen den gegenseitigen Abstanden der Projectionen A l , B x , 6 r 17 D x 
stattfinde? 

3. Das Viereck zu bilden, dessen vier Seiten nebst der Geraden, 
welche die Mitten des einen Paares Gegenseiten verbindet, der Grosse nach 
gegeben sind. — Ebenso, wenn die vier Seiten und die Gerade, welche 
die Mitten der Diagonalen verbindet, gegeben sind. 

4. Wenn in einer Ebene drei Geraden A, B, C in fester Lage ge- 
geben sind, so soil eine vierte D so gezogen werden, dass die beiden 
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Dreiseite A CD und BCD gleichen gegebenen Inhalt haben. — Biese Auf- 
gabo 1st geometrisch losbar; die Zahl der reellen Losungen ist grosser 
oder ldeiner, jenachdem der gegebene Inhalt sicli zum Inhalte des gege- 
benen Dreiseits ABC verhalt. Giebt es im giinstigsten Falle seohs reelle 
Losungen? 

5. Sind in einer Ebene vier beliebige Geraden A, B, C, D in fester 
Lage gegeben, so soil eine solche fiinfte E gefunden werden, dass die 
drei Dreiseite EDC, EBB, EDA gleichen Inhalt haben. — Werden die 
gegebenen Geraden verwechselt, so findet die Aufgabe vierfach statt, aber 
jedesmal giebt es nur eine Losung. 


N a c h 1 a s s. 
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Gelien in oiner Ebene drei beliebige begrenzte G-erade aa, Z>p, cy 
durch den namlichen Punct m nnd ist dieser die Mitte jener Geraden, so 
schneiden sicli sowohl die vier Kreise abc , apy, 5ya, cap in irgend einem 
Puncte d, als auch die vier Kreise apy, a be, $ca, yob in irgend einem 
Puncte 6. Die Gerade do geht durch den Punct m und wird in ihm ge- 
halftet ; ferner liegen die acht Endpuncte der vier Geraden in irgend einem 
Kegelschnitte w 2 , welcher die Geraden zu Durchmessern und m zum Mittel- 
puncte hat. Zieht man umgekehrt in einem Kegelschnitte m 2 drei belie- 
bige Durchmesser aa, b§, cy und legt durch je drei Endpuncte verschie- 
dener Durchmesser Kreise, so schneiden sich einerseits die Kreise abc, 
apy, &ya,. ca p in einem Puncte d, und andererseits die vier Kreise apy, 
abc, p ca, y ab in einem Puncte 8. Beide Puncte liegen auf dem Kegel- 
schnitte und sind Endpuncte eines Durchmessers desselben. Durch je 
drei gegebene Durchmesser ist also nicht nur der Kegelschnitt, sondern es 
ist auf diese Weise allemal noch ein vierter, ihnen zugehoriger Durch- 
messer bestimmt, und zwar ist von solchen vier Durchmessern jeder von 
den anderen dreien in der angegebenen Weise abhangig. Aus diesem 
Satze lassen sich nachstehende Folgerungen ziehen: 

Werden in einem gegeben'en Kegelschnitte irgend ein Punct c und 
zwei beliebige Durchmesser aa und 5p angenommen, so schneiden sich 
die zwei Kreise abc und ape allemal in irgend einem neuen Puncte d des 
Kegelschnittes. Lasst man nun die Durchmesser zusammenfallen, so folgt 
ferner: Beschreibt man zwei Kreise, welche durch den namlichen Punct 
c des Kegelschnittes gehen und diesen nebstdem in den Endpuncten a 
und a irgend eines Durchmessers beziehlich beruhren, so liegt auch der 
zweite Schnittpunct d der Kreise auf dem Kegelschnitte, und umgekehrt, 
legt man an zwei gegebene Kreise irgend ein Paar paralleler Tangenten, 
an jeden eine, so giebt es immer einen Kegelschnitt, welcher die Kreise 

Steiner’s Werke. II. 44 : 
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mit den Tangenten in den namlichen Puncten a und a beriihrt, und zudem 
durch die beiden Schnittpuncte c und d der Kreise geht; aa 1st ciner 
seiner Durchmesser. Aus dem vorigen Satze zieht man leicht durch Um- 
kehrung: 

Sind zwei gleiche parallele Gerade ab und ap gegeben, und legt man 
durch ihre Endpuncte beziehlich irgend zwei Kreise, so liegen deren zwei 
Schnittpuncte c und d mit den Endpuncten der Geraden in einem und 
demselben Kegels chnitte. Oder: Zieht man in zwei gegebenen Kreisen 
zwei parallele gleiche Sehnen, in jedem eine, so liegen ihre Endpuncte 
mit den zwei gemeinschaftlichen Puncten der Kreise in irgend einem Kegel- 
schnitte. 

Betrachtet man in Ansehung der drei Geraden oder Durchmesser aa, 
Jp, cy etwa die zwei Kreise abc und ccpy und lasst die Durchmesser ip 
und cy dem festen Durchmesser aa so nahe riicken, dass die Emlpimcte 
b und c als mit a , sowie p und y als mit a vereinigt anzusehen sind, 
so osculirt der erste Kreis den Kegelschnitt in a, der andoro Krois beriihrt 
ihn in a, und beide Kreise mussen sich immer, ausser in a noch in irgend 
einem anderen Puncte cl des Kegels chnittes treffcn. Da der zweite Kreis 
durch die Bedingung, dass er durch a gehen und den Kegelschnitt in a 
beriihren soil, bestimmt ist, so ergiebt sich folgende einfache Construction 
des Krummungskreises des Kegelschnittes in einem gegebenen Puncte 
a: durch den Punct a ziehe man den Durchmesser aa , lege durch seine 
Endpuncte einen Kreis, welcher den gegebenen Kegelschnitt in a be- 
riihrt und ihn noch in irgend einem neuen Puncte d schneidet, durch 
diesen Punct denjenigen Kreis, welcher m 2 in a beriihrt, so ist dies der 
gesuchte Kriimmungskreis. Durch Umkehrung hat man ferner: Schneiden 
sich zwei gegebene Kreise in zwei Puncten a, d> und legt man in a an 
den einen Kreis die Tangente, und an den anderen Kreis eine parallele 
Tangente, deren Beriihrungspunct a heissen soil, so giebt es allemal einen 
Kegelschnitt, welcher den ersten Kreis in a osculirt, den zweiten Kreis 
in a beriihrt und zudem durch den zweiten Sehnittpunet der Kreise geht; 
auch hat derselbe die Gerade aa zum Durchmesser. Da zwei Tangenten 
an den zweiten Kreis moglich sind, welclie der gonannton Tangente des 
ersten Kreises parallel sind, so entsprechen ilmen auch zwei Kegelsehnitte, 
welche einander in a osculiren und nebstdem noch in d schneiden. 


IL 

Werden die drei Durchmesser aa , h% cy insbesondero so angenommen, 
dass ihre gemeinsame Mitte m zugleich der Schworpunct des Dreieeks 
abc ist, so ist der Kegelschnitt m a nothwendig eine Ellipse, und das Drei- 
eck gehort zu den ihr eingeschriebenen Dreiecken von grosstem Inhalt, so 
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dass also die Tangenten der Ellipse in den Ecken des Dreiecks den resp. 
Gegenseiten parallel sind; zugleich sind also auch die Tangenten der El- 
lipse in den anderen Endpuncten a, (3, y der Durchmesser beziehlich den 
Seiten be , ca, ab parallel. Der Kreis abc schneidet die Ellipse nocli in 
irgend einem vierten Pnncte d. Nacli einem Satze von Ponceiet hat jeder 
durch die Endpuncte der Sehne ad gehende Kreis mit der Ellipse eine 
Sehne gernein, welche der Sehne be parallel ist; und somit anch umge- 
kehrt: die Endpuncte jeder mit be parallelen Sehne der Ellipse liegen mit 
den zwei festen Puncten a und d in einem Kreise. Da nun die Tangente 
im Pnncte a der Sehne be parallel ist, so beruhrt der durch a, d und a 
gelegte Kreis die Ellipse in a und demzufolge geht der die Ellipse in a 
osculirende Kreis durch den Punct d. Gleicherweise folgt, dass die Kriim- 
mungskreise der Ellipse in b und £ ebenfalls durch den namlichen Punct 
gehen. Also: 

Die drei Krummungskreise der Ellipse in den Ecken eines ihr einge- 
schriebenen grossten Dreiecks abc schneiden dieselbe in einem und dem- 
selben Puncte d der Ellipse, welcher allemal mit den drei Ecken zu- 
sammen in einem Kreise liegt. Und umgekehrt: durch jeden Punct d 
der Ellipse gehen je drei Krummungskreise derselben, welche sie in den 
Ecken eines ihr eingeschriebenen grossten Dreiecks osculiren, und zwar 
liegen diese Ecken mit jenem Puncte allemal in einem Kreise. Diesem 
Satze kann man noch folgendes hinzufiigen: In Bezug auf jeden Punct 
der Ellipse giebt es je drei solche Durchmesser derselben, aa, 5(3, cy, 
welche von dem Puncte aus unter Winkeln gesehen werden, die beziehlich 
denen gleich sind, welche die Durchmesser mit den ihnen conjugirten 
Durchmessern bilden. Die namlichen drei Durchmesser entsprechen in 
gleichem Sinne zugleich auch dem Puncte 6, dem anderen Endpunct des 
durch d gehenden Ellipsendurchmessers, und ihre Endpuncte, in gehoriger 
Ordnung genommen, .sind allemal die Ecken zweier grossten Dreiecke abc, 
apY in der Ellipse, deren umschriebene Kreise beziehlich durch die Puncte 
cl , 8 gehen. Namlich das Dreieck afty hat mit dem ersten, abc, den Punct 
m zugleich zum Schwerpunct, und alles, was vom Dreiecke abc und dem 
ihm entsprechenden Puncte d gesagt worden, gilt gleicherweise vom Dreieck 
afr{ und dem Puncte o. 


III. 

Da die Tangenten der Ellipse m 2 in den Ecken jedes ihr eingeschrie- 
benen grossten Dreiecks abc den resp. Gegenseiten parallel sind, so sind 
die Normalen in den Ecken zugleich die Hohen des Dreiecks und treffen 
sich deshalb in einem Puncte p. Die durch diesen Punct gehende vierte 
Normale der Ellipse hat gerade den vorhin genannten Punct S zum Fuss- 
punct, was iibrigens schon JoachimstJial bemerkt hat. Wie ferner bekannt, 
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liegen die Fusspuncte aller vier Normalen abco sammt dem Puncte p und 
dem Mittelpuncte m der Ellipse in einer gleichseitigen Hyperbel, etwa h\ 
deren Asymptoten den Ellipsenaxen X, Y parallel sind. Dazu kommt 
nun noch, dass die Hyperbel den Ellipsenhalbmesser mb zum Durchmesser 
hat, so dass ihr Mittelpunct h in seiner Mitte liegt. In diesem Betracht 
ergiebt sich, alles zusammengefasst, folgendes: 

Die je drei Normalen der Ellipse to 2 in den Eclcen jedes ihr einge- 
schriebenen grossten Dreiecks abc treffen sich in einem Puncte p, und 
die durch diesen Punct gehende vierte Normale hat denjenigen Punct 8 
zum Fusspuncte, welcher mit den Ecken des Gegendreiecks in einem 
Kreise liegt, oder dessen Gegenpunct d mit abc in einem Kreise liegt. 
Durch die fiinf Puncte abcbp und durch den Mittelpunct m der Ellipse 
geht eine gleichseitige Hyperbel h\ deren Asymptoten allemal den Ellipsen- 
axen X, Y parallel sind, und welche den Ellipsenhalbmesser mb zum 
Durchmesser, also ihren Mittelpunct h in dessen Mitte hat. Die alien 
grossten Dreiecken auf diese Weise entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln 
haben demnach zum Ort ihrer Mittelpuncte eine zweite Ellipse, etwa m- 
welche der gegebenen m a ahnlich, mit ihr iihnlich liegend und concentriscli 
ist und halb so grosse Dimensionen hat als dieselbe; auch sind sannnt- 
liche grossten Dreiecke abc dieser zweiten Ellipse umschrieben, und zwar 
sind sie die kleinsten ihr umschriebenen Dreiecke, indem die Seiten der- 
selben in ihren Mitten beriihrt werden, so dass also m\ zugleich der Ort 
der Mitten der Seiten aller grossten Dreiecke in m 2 ist; und umgekehrt: 

Zieht man durch die Mitte h irgend eines Halbmessers mb der gege- 
benen Ellipse m- zwei ihren Axen parallele Gerade und denkt sich die 
gleichseitige Hyperbel V, welche dieselben zu Asymptoten und jenen Halb- 
messer zum Durchmesser hat, so schneidet sie die Ellipse aussei- im Puncte 
o allemal noch in den Ecken abc eines derselben eingeschriebenen grossten 
Dreiecks. Hieraus ist ersichtlich, auf welche Weise. zu jedem gegebenen 
Puncte 8 oder d das demselben im obigen Sinne zugehorige Dreieck abc 
bestimmt und zu finden ist. 

Jeder Punct x in der gegebenen Ellipse m 2 ist einerseits Ecke eines 
einzigen grossten Dreiecks, und andererseits ist er je einmal 8 oder cl im 
obigen Sinne genommen, d. h. er ist der vierte Fusspunct 8 zu den Ecken 
abc eines bestimmten grossten Dreiecks und er liegt (als d) mit den 
Ecken eines bestimmten anderen grossten Dreiecks in einem Kreise. Die 
Normale der Ellipse im Puncte x schneidet in der That den Ort der Flohen- 
puncte der Dreiecke abc, welcher eine Ellipse (m 2 ) ist, in zwei Puncten 
p, welche den zwei verschiedenen Umstiinden x — 8 und x — d beziehlich 
entsprechen. 

Die der Ellipse m 2 eingeschriebenen grossten Dreiecke sind zu vier 
und vier einander congruent. Die Mittelpuncte der vier solchen Dreiecken 
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entsprechenden gleichseitigen Hyperbeln sind die Ecken eines der Ellipse 
m\ eingeschriebenen Rechtecks, dessen Seiten auf den Asymptoten der viei 
Hyperbeln liegen. Wenn insbesondere eine Ecke des Dreiecks abc in einen 
Axenscheitel der Ellipse m 2 fallt, so fallen die vier Dreiecke paarweise 
zusammen, so dass nur zwei gleiche Gegendreiecke stattfinden, und dabei 
<*eht die dem einen oder dem anderen derselben zugehorige gleickseitige 
Hyperbel in zwei Gerade, ihre Asymptoten, liber. 

Anmerbung. Man vergleiche mit den Satzen dieses und des voiigen 
Paragraplien: OrelW s Journal Band BO, „Lehrsatze und Aufgaben“ No. 6 
(Band II dieser Ausgabe S. 343); Band 32, „Satze liber Curven zweiter 
und dritter Ordnung“ No. 1 (Band II dieser Ausgabe S. 375) und Band 49, 
„Ueber algebraische Curven und Flachen“ I, 3 (Band II dieser Ausgabe 
S. 624). 


IV. 

So weit die obigen Satze die gleichseitige Hyperbel betreffen, lassen 
sich aus ihnen folgende, etwas allgemeinere ableiten: 

Der durch die Endpuncte irgend eines Halbmessers etwa me der ge- 
gebenen Ellipse m 2 und durch die Ecken irgend eines derselben einge- 
schriebenen grossten Dreiecks abc bestimmte Kegelsclmitt ist jedesmal 
eine solche Hyperbel, deren Asymptoten je einem Paar conjugirter Durch- 
messer der Ellipse parallel sind, und welche allemal jenen Ilalbmessei 
zum Durchmesser und somit dessen Mitte h zum Mittelpunct hat. Ver- 
bindet man in diesem Sinne nach einander alle grossten Dreiecke mit 
demselben Halbmesser me, so entsteht eine Schaar concentrischer Hyperbeln, 
die me zum gemeinsamen Durchmesser haben, und deren Asymptoten 
respective den gesammten Paaren conjugirter Durchmesser der Ellipse pa- 
rallel sind. Und werden alle Halbmesser mit demselben Dreieck abc ver- 
bunden, so entsteht ein Buschel von Hyperbeln, welche die vier Puncte 
abcm gemein haben, und deren Mittelpuncte in der Ellipse m ® liegen, mit 
deren conjugirten Durchmessern ihre Asymptoten beziehlich parallel sind. 
Umgekehrt: Zieht man durch die Mitte h eines beliebigen Halbmessers 
me der gegebenen Ellipse mit irgend einem Paar conjugirter Durchmesser 
derselben zwei Gerade parallel und sieht dieselben als Asymptoten einer 
durch die Endpuncte des Halbmessers gehenden Hyperbel an, so schneidet 
dieselbe die Ellipse ausser im Puncte e allemal noch in den Ecken eines 
ihr eingeschriebenen grossten Dreiecks abc; werden die Asymptoten nach 
einander alien Paaren conjugirter Durchmesser parallel angenommen, so 
erhalt man alle grossten Dreiecke, jedes einmal, aber nur einmal. 

Alle durch die Ecken und den Schwerpunct m eines beliebigen ge- 
gebenen Dreiecks gehenden Kegelschnitte sind Hyperbeln; ihre Mittel- 
puncte liegen in derjenigen Ellipse m\, welche durch die Mitten der drei 
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- Seiten geht und den Schwerpunct zum Mittelpunct hat, und ihre Asym- 
ptoten sind einzeln den verschiedenen Paaren conjugirter Durchmesser 
dieser Ellipse parallel. 

V. 

Fur den besonderen Fall, wo die gegebene Ellipse m 3 in einen Kreis 
iibergeht, wobei alle grossten Dreiecke gleichseitig und congruent sind 
modificiren sich einige der vorstehenden Satze. 

Ein gegebener Kreis m 2 wird von jeder gleichseitigen Hyperbel A 2 
welche irgend einen Radius me desselben zum Durchmesser hat, allemal 
in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks abe geschnitten; oder: die Ecken 
jedes dem Kreise eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks liegen mit den 
Endpuncten me jedes beliebigen Radius desselben in einer gleichseitigen 
Hyperbel, welche den Radius zum Durchmesser hat. Und umgekehrt: 
zieht man in einer gegebenen gleichseitigen Hyperbel irgend einen Durcli- 
messer me und beschreibt mit demselben urn einen seiner Endpuncte m 
einen Kreis. m\ so schneidet dieser die Hyperbel ausser im Puncte e alle- 
mal noch in den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks, welches den Punct 
m zum Schwerpunct hat. 

Von den drei Ecken jedes der gleichseitigen Hyperbel eingeschrie- 
benen gleichseitigen Dreiecks liegen immer zwei mit dem Schwerpunct m 
im namlichen Hyperbelzweig, und die dritte Eclce und der Punct e liegen 
im anderen Zweig. 

Jeder in der gegebenen Hyperbel beliebig gewahlte Punct a ist: 

1) Der Schwerpunct von nur einem einzigen eingeschriebenen gleich- 
seitigen Dreieck; 

2) ist er nur einmal Punct e, d. h. er liegt mit den Ecken nur eines 
einzigen solchen Dreiecks in einem Kreise. 

Dagegen ist er 

3) Ecke von. drei verschiedenen solchen Dreiecken, und zwar liegt 
bei dem einen Dreieck der Schwerpunct m (und noch eine andere Ecke) mft 
ihm im namlichen Zweige, wogegen bei den beiden anderen Dreicken der 
Punct e mit ihm im gleichen Zweige der Hyperbel liegt. 

Die diei Dieieclce des letzten halls sind elementar zu bestimmen; 
niimlich ihre Schwerpuncte m liegen mit dem anderen Endpunct des 
durch x gehenden Ilyperbeldurchmessers zusammen in einem Kreise, dessen 
Mittelpunct p. in diesem Durchmesser xx 1 so liegt, dass 
Daraus ist leicht zu sehen, dass die beiden letzten Dreiecke imaginiir 
werden, wenn der Punkt x in einem bestimmt begrenzten Bogen des einen 
Oder des anderen Hyperbelzweiges liegt; diese Bogen werden durch die 
Scheitel gehalftet und fin- ihre Endpuncte beruhrt der genannte Hulfekreis 
p 2 den zugehorigen Hyperbelzweig. 


Greometrische Betrachtungen und Lekrsatze. 


695 


VI. 

Halt man riicksichtlich der anfanglich betrachteten Geraden oder 
Durchmesser aa, 5(3, cy etwa die drei Endpuncte abc in ihrer Lage fest, 
wahrend der Mittelpunct m sich immer weiter, nnd zuletzt ins Unendliclie 
entfernt, wobei zugleich anch die drei anderen Endpuncte afty' der Durch- 
messer ins Unendliche fallen, die Durchmesser parallel werden und der 
Kegelschnitt m 2 in eine Parabel libergeht, so bleibt noch von den dortigen 
vier Kreisen abc , a^, b^a, ca§ nur der erste als eigentlicher Kreis be- 
stehen, wogegen jeder der drei anderen in zwei Gerade zerfallt, wovon die 
eine ganz im Unendlichen liegt, die andere aber durch den ihr zugehorigen 
der Puncte abc geht, und zwar schneiden sich diese drei Geraden mit dem 
Kreise abc zusammen in einem Puncte d der Parabel. Die drei Geraden 
ad, bd, cd als Reprasentanten der drei Kreise haben die Eigenschaft (und 
sind dadurcli bestimmt), dass sie die Durchmesser unter gleichen Winkeln 
schneiden wie die ihnen beziehlich gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks^ 
abc, d. h. dass die Gerade ad und die Seite be mit jedem Durchmesser 
ein gleichschenkliges Dreieck bilden, dessen Grundlinie im letzteren liegt, 
ebenso bd und ac , cd und ab. Daher ist von den zwei Strahlen, welche 
die Winkel zwischen jeder Geraden und ihrer Gegenseite halften, der eine 
zu den Durchmessern senkrecht, und der andere denselben parallel. Daraus 
ergeben sich folgende Satze: 

Nimmt man in einer gegebenen Parabel irgend ein Dreieck abc an, 
und zieht durch dessen Ecken drei Gerade ad, bd, cd so, dass sie und die 
resp. Gegenseiten be, ac, ab mit den Parabeldurclimessern gleiche Gegen- 
winkel bilden, so treffen sich die drei Geraden jedesmal in irgend einem 
Puncte d der Parabel, durch welchen zugleich auch der dem Dreiecke abc 
umschriebene Kreis geht. Durch Umkehrung folgt: 

Liegen die Ecken eines vollstandigen Vierecks abed in einem Kreise, 
so sind von den drei festen Paaren von Strahlen, welche die Winkel 
zwischen den drei Paar Gegenseiten halften, drei und drei parallel, und 
zwar sind sie beziehlich den Axen (oder Durchmessern) der dem Viereck 
umschriebenen beiden Parabeln parallel, so dass also diese Axen zu einander 
senkrecht sind wie jedes Strahlenpaar. Ferner findet noch ein bemerkens- 
werther Umstand statt, dass die beiden Parabelaxen einander im Schwer- 
punct der vier Ecken des Vierecks schneiden; oder: der Schwerpunct der 
je vier Puncte, welche eine gegebene Parabel mit irgend einem Kreise ge- 
mein hat, fallt immer in die Parabelaxe. Auch wenn von den vier 
Puncten zwei, oder alle vier imaginar sind, besteht der Satz gleicherweise ; 
der Schwerp^ot bleibt reel! und ist geometrisch zu bestimmen. Insbeson- 
dere folgt daraus: 

Osculirt ein Kreis die Parabel im Puncte a und schneidet sie nachst- 
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clem im Puncte b, so wird die Sehne ab yon der Parabelaxe stets im ersten 
Viertelspuncte e von a aus geschnitten, so dass ae = \eb ist- oclei- 

Zieht man von einem beliebigen Puncte a der Parabel diejenige Sehne 
ab, welche die Axe unter gleichem Winkel schneidet wie die zugehbri«e 
Tangente, so ist die Sehne allemal viermal so lang als die bis an die Axe 
genommene Tangente, oder, so wird die Sehne von der Axe im ersten 
Viertelspuncte geschnitten. Es folgt weiter: 

Befindet sich unter den Gliedern eines Kegelschnittbiischels ein Kreis 
mogen iibrigens von den Grundpuncten des Biischels alle vier, oder nur 
zwei, oder gar keiner reell sein, so sind die Axen sammtlicher Keo-el- 
schnitte in zwei Abtheilungen parallel, und zwar beziehlich den Axen der 
zwei zum Biischel gehorigen Parabeln parallel; und die Mittelpuncte alien 
Kegelschnitte liegen in einer gleichseitigen Hyperbel, welche die Axen der 
beiden Parabeln zu Asymptoten hat. Sind alle vier Grundpuncte reell 
so sind die drei Paar Gegenseiten des durch sie bestimmten Vierecks als 
specielle Glieder des Biischels anzusehen, sowie die ihre Winkel hiilftenden 
Strahlen als ihre Axen, was mit dem Yorstehenden stimmt; die Gegen- 
seiten heissen conjugate gemeinschaftliche Sehnen der Kegelschnitte ; sind 
zwei Oder vier Grundpuncte imaginar, so.,bleibt immer ein Paar conjimirter 
Sehnen reell. & 

Sind ab und cd ein Paar conjugirter gemeinschaftlicher Sehnen eines 
Kreises und irgend eines anderen Kegelschnittes, so bilden sie mit jedei 
Axe des letzteren ein gleichschenkliges Dreieck, dessen Grundlinie in der 
Axe liegt; und denlct man sich den ganzen Kreisbuschel, welcher mit dem 
Kegelschnitt die erste Sehne ab gemein hat, so miissen demzufolge alle 
zweiten Sehnen cd unter sich parallel sein, was der oben citirte Satz von 
Poncelet ist. Wenn insbesonclere ab Tangente des Kegelsclmitts ist, diesen 
etwa in a beriihrt, so ist es danach leicht, unter den Kreisen denjenmcn 
zu bestimmen, welcher den Kegelschnitt in a osculirt; namlich man zieht 
aus a, diejenige Sehne ad, welche die eine oder die andere Axe des Kemsl- 
schnitts unter gleichem Winkel schneidet wie die Tangente, so liegt °ihr 
anderer Endpunct d im verlangton Kreise. 


VII. 

Die bisherige Betrachtung ist nur ein interessanter specieller Fall einer 
allgemeinen Auffassung, welche hier kurz angedcutet werden mag. Namlich 
zunaclist bleiben alle Satze unverandert, wenn die Kreise durch irgend 
welche ahnliche und iihnlich gelegene Kegelschnitte ersetzt werden. Sodann 
ist auch dies nur ein specieller Fall der folgenden Betrachtung: 

Zieht man in einer Ebene durch einen Punct m drei Gerade act, b% 
cy beliebig, schneidet dieselben mit einer vierten Geraden M beziehlich in 
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den Puncten aT&c und bestimmt sodann ihre Endpuncte a und a , b und p, 
c und y so, dass die je vier Puncte am aa, bvtiflb, cm^c harmonisch sind, 
(gleichviel ob m oder a zwischen a und a etc. liege) so liegen die sechs 
Endpuncte allemal in irgend einem Kegelschnitte abcofri = m 2 , in Bezug 
auf welchen der Pnnct m und die Gerade M sich als Pol und Polare ent- 
sprechen. Und ferner: Wahlt man auf der Geraden M ein Paar Puncte 
r und s beliebig, jedoch beide reell oder beide imaginar, so schneiden sicli 
sowohl die vier Kegelschnitte rsabc, rsafiy, rsby a, rsca$ in einem Puncte cl als 
auch die vier Kegelschnitte rsapy, rsabc, rsfica, rsyab in einem Puncte o, 
und beide Puncte liegen im vorgenannten Kegelschnitt m 2 , und die durch 
sie gelegte Gerade do geht durch den Punct m und wird von der Geraden 
if 'in einem Puncte b so geschnitten, dass cZmob vier harmonische Puncte 
sind. Und umgekehrt: 

Sind in einer Ebene ein Kegelschnitt m 3 und irgend zwei Puncte r 
mid s gegeben, und zieht man durch den Pol m der durch die Puncte 
gehenden Geraden rs drei beliebige Sehnen aa, 5p, des Kegelschnitts, 
legt sodann durch je drei Endpuncte verscMedener Sehnen und durch die 
zwei gegebenen Puncte einen Kegelschnitt, was im Ganzen acht Kegel- 
schnitte giebt, so schneiden sich dieselben zu vier und vier in zwei Puncten 
cl und 6, welche im gegebenen Kegelschnitte liegen und zwar die End- 
puncte einer vierten durch denselben Pol m gehenden Sehne sind. Von 
solchen vier Sehnen ist jede gleicherweise durch die anderen drei bestimmt. 

Dieser Satz lasst sich noch mehrfach umkehren und anders aussprechen, 
und gewahrt wie der beschranktere in I. zahlreiche Folgerungen. 

Beachtet man z. B. von den acht Kegelschnitten nur die beiden 
rsabc = A 2 und rscap = B 2 , und lasst den Endpunct c sich andern, wiih- 
rend die Sehnen aa, 6j3 sowie die gegebenen Elemente fest bleiben, so kann 
man sagen: Gehen zwei Kegelschnitte ^4 2 , B 2 beziehlich durch rsab, rsap 
und zudem beide noch durch irgend einen Punct c des gegebenen Kegel- 
schnittes m 2 , so liegt auch ihr vierter Schnittpunct cl stets in diesem 
Kegelschnitt. Oder: Jeder durch rsab gehende Kegelschnitt A 2 schneidet 
den gegebenen Kegelschnitt m 2 in zwei solchen Puncten c und d : welche 
mit den vier Puncten rsap in irgend einem Kegelschnitt B 2 liegen. Da 
aber vermoge der erwahnten harmonischen Eigenschaft die Sehnen ab und 
ap sowohl als ap und ba sich auf der Geraden M (= rs ) schneiden, etwa 
beziehlich in den Puncten p und q , so kann man auch sagen: 

Sind a und a, b und p, p und q die drei Paar Gegenecken irgend 
eines gegebenen vollstandigen Vierseits, und nimrnt man in einer der drei 
Diagonalen, etwa in pq zwei Puncte rs willkiirlich an, so haben die drei 
Vierecke rsab , rsap, a5ap, sowie auch die drei Vierecke rsba , a&ap 

die Eigenschaft, dass jede zwei Kegelschnitte, die je zweien derselben be- 
ziehlich umschrieben sind, sich in zwei solchen neuen Puncten c und d 
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schneiden, durch welche allemal aach ein dem dritten Viereck umschrie- 
bener Kegelschnitt gekt; oder dass jede drei den Yierecken resp. um- j 
schriebene und durcb irgend einen gegebenen Punct c gehende Kegcl- 
schnitte immer noch einen bestimmten anderen'' Punct d gemein haben 
Oder, was im Grande dasselbe ist: 1 st ein beliebiges Dreieck cratb gegeben' 
und bestimmt man in zwei Seiten desselben, etwa in met und mb, in jeder ' I 
irgend ein Paar zu ihren Endpuncten zugeordnete harmonische Puncte 
resp.^ a, a und b, | 3 , und nimmt in der dritten Seite ab ein Paar Puncte 
rs willkiirlich an, so liaben die zweimal drei Yierecke rsab, rsaft, abaft und 
rsap, rsba, abaft die namliche genannte Eigenschaft. 

Wenn vorhin, wo der Kegelschnitt m 1 gegeben, die Sehne ip der 
Sehne aa unendlich nahe riickt, so folgt: 

Gehen zwei Kegelschnitte A 2 und B 2 durch die gegebenen Puncte r 
und s, sowie durch irgend einen Punct c des gegebenen Kegelschnittes in' 
und beruhren sie diesen beziehlich in den Endpuncten a, a irgend eiuer ; 
durch den Pol nt der Geraden rs gehenden Sehne aa, so fallt ilu- vierter 
Schnittpunct d stets in den gegebenen Kegelschnitt. Da die Tangenten in 
den Beruhrungspuncten a, a sich in irgend einem Puncte p auf der ge- 
gebenen Geraden rs treffen, so folgt umgekehrt: 

Sind zwei beliebige Kegelschnitte A 2 , B 2 gegeben, und legt man aus 
irgend einem Puncte p eine ihrer gemeinschaftlichen Sehnen, etwa rs, an 
jeden eine Tangente, die sie beziehlich in den Puncten a und a beriiliren 
so giebt es allemal einen dritten Kegelschnitt m\ welcher sie in denselben 
Puncten beriihrt und zudem durch ihre anderen beiden gemeinschaftlichen 
Puncte c und d geht. 

Wenn im obigen Falle die drei durch den Pol m gehenden Selmen 
aa, bft, 67 des gegebenen Kegelschnittes m 2 einander unendlich nahe riickeu, 
so dass die Endpuncte b und c als mit a, |3 und 7 als mit oc vereint an- ; 
zusehen, so wird der Kegelschnitt m 2 von dem Kegelschnitte A 2 osculirt, 
und vom Kegelschnitte B 2 in a beriihrt und in a geschnitten, und nebst- \ 
dem gehen alle Kegelschnitte noch durch einen und denselben Punct d, 
Hieraus ergiebt sich die Losung der Aufgabe: Sind ein Kegelschnitt m\ 
in demselben irgend ein Punct a und nebstdem zwei beliebige Puncte r, 
s gegeben, so. soli derjenige Kegelschnitt A 2 gefunden werden, welcher j 
durch die diei Puncte geht und im ersten Puncte den gegebenen Kegel- 
schnitt osculirt. Namlich man construirt zuerst den der Geraden rs in 
Bezug auf den Kegelschnitt entsprechenden Pol m, zieht durch ihn aus f 

dem gegebenen Puncte a die Sehne aa, legt sodann durch rsaa denjenigeu 
Kegelschnitt B , welcher den gegebenen in a beriihrt, so wird er ihn noch 
in irgend einem anderen Puncte d sehneiden; endlich legt man durch d i 

und rsa denjenigen Kegelschnitt, welcher den gegebenen in a beriihrt, so ! 

osculirt er ihn daselbst und ist der verlangte Kegelschnitt A 2 . (Der Punct ; 
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d kann tibrigens nocb einfacher gefunden werden, indem man die Geraden 
ra y sa zieht, die den Kegelschnitt m 3 znm zweiten Male etwa in e, f 
sckneiden, ferner die Gerade ef y die der Geraden rs etwa in q begegnet, 
so trifft die Gerade qa den Kegelschnitt m 2 im Punct d.) 

Irgend drei Puncte a, h, c des gegebenen Kegelschnittes m 2 und die Tan- 
genten A, B y C in denselben bestimmen ein Paar zusammengehorige einge- 
schriebene und umschriebene Dreiecke abc und a l b x c 1 (= Dreiseit ABC), 
deren einander gegeniiberstehende Seiten ab und C (== a x b^) ac und B, be und 
A sich in drei Puncten u y v y w einer Geraden M sebneiden, und durch 
deren entsprechende Ecken c und c x , b und b iy a und a x drei sich in einem 
Puncte m treffende Geraden U y V \ W gehen, welche beziehlich die Polaren 
jener Puncte sind, sowie auch m der Pol der Geraden M ist. Die drei 
Geraden sebneiden den Kegelscbnitt zum zweiten Mai in drei Puncten y, 
a, welche mit den zugehorigen Tangenten gleicherweise ein Paar zu- 
sammengehorige Dreiecke afiy, cqpjj bestimmen, deren entsprechende Seiten 
sich in denselben Puncten u, v, w auf der Geraden M schneiden, und 
deren entsprechende Ecken in den namlichen durch den Punct m gehenden 
drei Geraden TJ y V y W liegen. 

Auf diese Weise gehort also zu jedem dem Kegelschnitt m* einge- 
schriebenen Dreieck abc ein bestimmter Pol m nebst dessen Polaren M, 
aber nicht umgekehrt, denn sind m und M gegeben, so gehoren sie in 
diesem Sinne nicht allein zu dem einen Dreieck abc und seinem Gegen- 
dreieck (nebst den zugehorigen umschriebenen Dreiecken aj)^ 15 
sondern sie gehoren zugleich zu unendlich vielen solchen Dreieckspaaren, 
welche insgesammt folgende Eigenschaften haben: 

Zu jedem Pol m und zu seiner Polaren M rucksichtlich des gegebenen 
Kegelschnittes m 2 gehoren im angegebenen Sinne eine Schaar dem Kegel- 
schnitte eingeschriebener Dreiecke abc , jeder Punct des Kegelschnittes ist 
Ecke eines solchen Dreiecks, aber nur eines einzigen. Die sammtlichen 
Dreiecke sind zugleich einem bestimmten anderen Kegelschnitte m\ um- 
schrieben, welcher den gegebenen in zwei auf der Geraden Afliegenden 
Puncten beriihrt, so dass diese Gerade die (reelle oder ideelle) Beriihrungs- 
sehne beider Kegelschnitte ist. Liegt der Pol m innerhalb des gegebenen 
Kegelschnittes, so sind die Beruhrungspuncte imaginar, also M die ideelle 
Beriihrungssehne der Kegelschnitte, aber in diesem Falle sind alle Theile 
jedes Dreiecks reell; liegt hingegen der Pol m ausserhalb der Kegelschnitte, 
so beruhren sich diese reell, und M schneidet sie in beiden Beriihrungs- 
puncten, aber alsdann ist von jedem Dreieck nur eine Ecke und deren 
Gegenseite reell, dagegen die anderen Ecken und Seiten imaginar. (Ilieraus 
folgt noch fur die Hyperbel, dass bei den ihr eingeschriebenen Dreiecken 
vom grossten Inhalt gleicherweise nur je eine Ecke und deren Gegenseite 
reell, dagegen die zwei anderen Ecken und Seiten imaginar sind. Die 
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reellen Seiten beriihrcn sammtlich eine zweite Hyperbel, welche die ge- 
gebene umschliesst, mit ihr die Asymptoten gemein, aber nur halb so 
gross e Axen als dieselbe hat.) Die Seiten jedes Dreiecks ah, ac, he werden 
von dem zweiten Kegelschnitt m\ in denjenigen Puncten u n v„ w 1 beriilirt 
in welchen sie von den correspondirenden Geraden U, V, W geschnitten 
werden, so dass also der Beriihrungspunct jeder Seite und ihr Schnitt mit 
der Geraden M zu ihren Endpuncten zugeordnet harmonisch sind, d. h. 
uaufi, vav x c, wbw,c sind je vier harmonische Puncte; oder die Beriihrungs- 
puncte sind auch in den Geraden U, V, W harmonisch bestimmt, namlich 
werden diese von der Geraden M in c, b, a geschnitten, so sind c m il} 
a raw, a je vier harmonische Puncte. Die den Dreiecken ale zuge- 
horigen umschriebenen Dreiecke a l b l c l sind insgesammt einem dritten 
Kegelschnitt m\ eingeschrieben, welcher sich mit den beiden ersten in den 
niimlichen zwei Puncten auf der Geraden M bertihrt. 

Nach diesen Angaben ist nunmehr dasjenige Dreieck ahe, welches 
einen gegebenen Punct, etwa a zur Ecke hat, leicht zu finden. Namlich 
man legt in a an den gegebenen Kegelschnitt to 2 die Tangente A, con- 
straint zu ihrem Schnittpuncte w mit der gegebenen Geraden -M die Polare 
W, welche durch den Pol m geht, den Kegelschnitt zum zweiten Male in 
a und die Gerade M in a schneidet, sucht sodann zu den drei Puncten 
ama den vierten, a zugeordneten harmonischen Punct w„ so schneidet die 
Gerade ww 1 den Kegelschnitt in den beiden andoren Ecken be des ver- 
langten Dreiecks. 

VIII. 

Wahlt man in der gegebenen Geraden M zwei Puncte r, s beliebi» 
so bestimmen sie mit den Ecken jedes dor genannten Dreiecke ahe jo einen' 
Kegelschnitt (A) 3 ), welcher den gegebenen Kegelschnitt m~ nocli in einom 
vierten Puncte d schneidet, und sodann giebt es allemal drei Kegelschnittc 
A.\ B\ C\ welche sammtlich durch die drei Puncte rsd gehen und ein- 
zeln den gegebenen Kegelschnitt in den Ecken des Dreiecks abc osculiren. 
Oder: Fixirt man eines der genannten Dreiecke abc nebst irgend einem 
vierten Puncte d des gegebenen Kegclschnittes m\ so schneiden die drei 
Kegelschnittbiischel B(A % B(B 2 ), B(C 2 ), welche durch d gehen und den 
gegebenen Kegelschnitt beziehlich in a, b, c osculiren, die gegebene Gerade 
M im namlichen Punctsystem (Involution), d. h. durch die Puncte r und s, 
in welchen je ein Glied des einen Buschels die Gerade M schneidet, golit 
auch je ein Glied der beiden anderen Blischel, und im gleichen Punctsystem 
wird die Gerade M ferner auch von dem durch alle vier Puncte abcel go- 
henden vierten Kegelschnittbiischel B (D 3 ) geschnitten. 

Und umgekelirt: 

Sind irgend ein Kegelschnitt to 2 , in demselben irgend ein Punct d, 
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und nebstdem zwei willkurliche Puncte r, s gegeben, so giebt es im All- 
gemeinen drei reelle Kegelschnitte A 2 , B 2 , C 2 , welche durch die drei Puncte 
gehen und den gegebenen Kegelschnitt einzeln in drei Puncten a, b, c 
osculiren, und zwar liegen diese drei Puncte allemal mit den gegebenen in 
einem Kegelschnitte D 2 ; ferner sind die drei Osculationspuncte die Ecken 
eines dem gegebenen Kegelschnitte eingeschriebenen solchen Dreiecks abc, 
welches die durch die Puncte rs gehende Gerade M zur zugehorigen Po- 
laren hat, so dass seine Seiten und die Tangenten in den Gegenecken sich 
auf dieser Geraden schneiden. Bleiben die Puncte rs fest, wahrend der 
Punct d den gegebenen Kegelschnitt m 2 durchlauft, so entsteht eine Schaar 
Dreiecke abc, welche sammtlich die Gerade M zur Polaren haben und 
welche alle einem neuen Kegelsclmitt m\ umschrieben sind, der den ge- 
gebenen Kegelschnitt in zwei auf der Geraden If liegenden Puncten beriihrt 
Dabei entspricht also jedem Punct d ein bestimmtes Dreieck abc und auch 
umgekehrt. Aendern aber die Puncte r, s ihre Lage auf der festen Ge- 
raden M (wobei die Schaar der Dreiecke unverandert bleibt), so entspricht 
im Allgemeinen jedem Puncte d ein anderes Dreieck abc als zuvor; bleibt 
insbesondere einem Puncte d dasselbe Dreieck entsprechend, so findet 
dasselbe fur alle statt, und zwar tritt dieser Fall dann ein, wenn das neue 
Punctenpaar mit dem ersten zu-dem Punctsystem gehort, in welchem die 
Gerade M yon dem Kegelschnittbiischel B(D 2 ) der durch irgend einen 
Punct d und die Ecken des ihm zuvor entsprechenden Dreiecks abc geht, 
geschnitten wird. 

Sind die Puncte r, s und d gegeben, so ist das entsprechende Dreieck 
obey in dessen Ecken der gegebene Kegelschnitt m 2 von den genannten 
drei Kegelschnitten A 2 , 5 2 , C 2 osculirt wird, wie folgt, zu bestimmen: 
Durch den Pol m der Geraden M(=rs) ziehe man die Gerade dm, die 
den gegebenen Kegelschnitt m 2 zum zweiten Male in 8 und die Gerade 
M in b schneidet, und nehme auf ihr den Punct h so an, dass butAf vier 
harmonische Puncte sind (dieser Punct h liegt allemal in dem oben er- 
■wahnten Kegelschnitte m 2 ). Ferner suche man auf der Geraden M das- 
jenige Paar Puncte % und y , welche einerseits zu den Puncten r, s zuge- 
ordnet harmonisch (also rxsy harmonisch) und andererseits zugleich con- 
jugate Pole in Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt sind (so dass die 
Polare X von % durch y, und die Polare Y von y durch % geht), und 
ziehe sodann die Geraden hx und hy; so giebt es einen Kegelschnitt Ji 2 , 
welcher diese Geraden in den Puncten x und y beriihrt, zudem durch die 
Puncte m und 8 geht, und welcher den gegebenen Kegelschnitt ausser in 
o in den Ecken des gesuchten Dreiecks abc schneidet. — Beachtet man 
in der Geraden M alle Paare conjugirter Pole as und y in Bezug auf den 
gegebenen Kegelschnitt m 2 und zieht durch jedes Paar aus demselben 
Puncte h die Geraden Tix und hy , denen je ein Kegelschnitt h 2 entspricht, 
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so entsteht eine Schaar Kegelschnitte h 2 , welche die Puncte m, 3 gemein 
haben, und welclie den gegebenen Kegelschnitt einzeln in den Ecken der 
vorgenannten Dreiecke schneiden. U. s. w. 

IX. 

Schliesslich ist zu bemerken, dass auch die vorstehende Betraclituno- 
selbst nur ein specieller Fall einer. allgemeinen ist, wobei statt des Ke^el- 
schnittes und der Geraden eine Curve dritten Grades mit einem Doppel- 
puncte zu Grunde gelegt wird. 

Einer Curve dritten Grades m 3 , welclie einen Doppelpunct cl hat, sind 
unendlich viele vollstandige Vierseite eingeschrieben, jede beliebige Gerade 
ist Seite eines solcben Yierseits, aber nur eines einzigen. Wir wolleu 
jedes solche Yierseit durch $ 4 , seine drei Paar Gegenecken durch a und 
a, b und (3 ; c und y bezeichnen und annehmen, es liegen die drei Ecken 
abc , a(3y, day, cap in je einer Seite; alsdann enthiilt das Yierseit die vier 
Dreiecke a(3y, abc, §ca, y< ab . In den drei Ecken jedes solchen Dreiecks 
wird die Curve von irgencl einem Kegelschnitte beriihrt ; und umgekehrt 
jeder der Curve eingeschriebene Kegelschnitt beriihrt sie in den Ecken 
eines solchen Dreiecks, ’und das zugehorige Vierseit $ 4 jst dadurch bestimmt. 
Die zwei Tangenten der Curve in einem Paar Gegenecken je eines Vier- 
seits treffen sich in irgend einem dritten Puncte der Curve; umgekehrt 
gehen durch jeden Punct der Curve nur je zwei Tangenten, welclie sie 
anderwarts beriihren, aber die beiden Beriihrungspuncte sind Gegenecken 
von unendlichen vielen Vierseiten S‘ l . 

Wahlt man in der gegebenen Curve m 3 zwei Puncte r 9 s beliebio* 
legt durch sie und beziehlich die Ecken der vier Dreiecke a(3y, abc, p ac, 
fab irgend eines eingeschriebenen Vierseits £ 4 vier Kegelschnitte, so troffon 
sich diese allemal in einem Puncte 8 der gegebenen Curve, und zwar blcibt 
dieser Punct fur alle Vierseite der namliche; und legt man ferner (lurch 
die Puncte r, s und durch den Doppelpunct d der Curve und beziehlich 
durch die drei Paaj: Gegenecken a und a, b und (3, c und y je eines cin- 
geschriebenen Vierseits S li drei Kegelschnitte drsaa, drsb$, drscf, so sclmei- 
den sich diese in irgend einem (nicht in der Curve liegenden) Puncte m, 
der gleichfalls fur alle Vierseite derselbe bleibt, oder legt man durch die 
drei festen Puncte r, s und d und beziehlich durch je zwei solche Puncte 
der Curve, deren zugehorige Tangenten sich in einem dritten Puncte der- 
selben schneiden, je einen Kegelschnitt, so schneiden sich diese Kegel- 
schnitte insgesammt in einem vierten Puncte m. Die den angenommenen 
Puncten r und $ solchergestalt entsprechenden zwei Puncte 8 und m liegen 
allemal mit clem Doppelpunct d in einer Geraden, welche von der Geraden 
rs im vierten harmonischen Puncte p, geschnitten wird, namlicli so, dass 
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cZmojjL harmonisch liegen. Legt man aus clem Punct r die beiden Tangenten, 
etwa rx und rx i: an die Curve, und zielit aus demselben die Stralrlen rd 
nnd rm so sind rd, rx , rm, rx 1 vier harmonische Strahlen*, gleicherweise 
sind die Tangenten sc? und scjj und die Strahlen sd, sm aus dem Puncte s 
zugeordnet harmonisch. Danach sind also die Strahlen rm und sm durch 
die jedesmaligen drei iibrigen zu finden, und durch sie findet man den 
Punct m; sodann wird durch die drei Puncte d, p und m auch der Punct 
o gefunden, als vierter, d zugeordneter harmonischer Punct; oder o ist der 
einzige Schnittpunct der Geraden dm mit der Curve ausser d. Ferner ist 
der Punct 8 auch daclurch bestimmt, dass die Curve von einem Kegel- 
sclinitte in r, s und 8 beriihrt wird, oder wenn t der dritte Schnitt der 
Geraden rs mit der Curve ist, class die Tangenten in t und 8 die Curve 
im namlichen Puncte schneiden. Sind r, r x und a, cs 1 die Bertihrungspuncte 
der aus r und s an die Curve gelegten Tangenten, so haben die Kegel- 
sclinitte drsxx 1 und drs(sa t den Punct m zu ihrem vierten Schnittpunct. 
Hat man auf die eine oder andere Art den zu den gegebenen Puncten r, s 
geliorigen Punct m gefunden, so kann man umgekehrt sagen: Jeder durch 
die vier Puncte d, r, s, m gehende Kegelschnitt schneidet die Curve m z 
nocli in je zwei solchen Puncten, deren zugehorige Tangenten sich in irgend 
einem dritten Puncte der Curve treffen. 

Wird nebst den Puncten r, s noch ein beliebiger dritter Punct t in 
der gegebenen Curve m 3 angenommen, so giebt es im Allgemeinen drei reelle 
Kegelschnitte, welche durch die drei Puncte gehen unci die Curve in irgend 
drei anderen Puncten, etwa a, b, c, beziehlich osculiren, und zwar liegen cliese 
drei Puncte allemal mit r, s, t zusammen in irgend einem Kegelschnitte. 
Pegt man durch den Doppelpunct d und durch zwei der drei angenommenen 
Puncte r, s und t, etwa durch r und s, clas Paar Kegelschnitte A 2 und 

wo von der erste durch be geht, und cler andere die Curve m 3 in a 
beriihrt, so heriihren sich dieselben im Puncte d; und legt man ebenso 
durch die drei festen Puncte drs die zwei Paar Kegelschnitte B 2 und B \ , 
£7 2 nnd C\, wovon B 2 und C 2 beziehlich durch die Puncte a und c, a und 
h gehen und B \ , Cl die Curve beziehlich in b, c beruhren, so beriihren 
sich dieselben gleichfalls im Puncte d. Bleiben die Puncte r, s fest, wah- 
rend der Punct t die Curve m z durphlauft, so andern sich gleichzeitig die 
cLrei Osculationspuncte a, b, c, sowie auch die eben genannten drei Kegel- 
sclinitte A 2 , B 2 , C 2 , aber alle diese Kegelschnitte umhiillen insgesammt eine 
rrene Curve dritten Grades m\ , welche mit der gegebenen die Puncte r 
ixnd s, sowie den Doppelpunct d und in diesem die beiden Tangenten 
gexnein hat. Der Beriihrungspunct jedes dieser umhullenden Kegelschnitte 
nait der Curve m\ ist durch harmonische Eigenschaften bestimmt und zu 
jELirden. 

Anmerkung. In der bereits citirten Abhandlung im 32. Bande des 
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Crelli sclien Journals*) finden sich Andeutungen, wie fiir ganz beliebige 
Curven dritten Grades sicb die hier angegebenen Satze gestalten. Hierher 
gehort anch nocb, wie man leicbt erkennt, folgender Satz: Sind ein voll- 
standiges Yierseit <S' 4 und irgend zwei Puncte r, s in einer Ebene beliebio- 
gegeben, so schneiden sich die vier Kegelschnitte rsa$j, rso.bc, rsfica, r&jab 
allemal in irgend einem Puncte 8, und jede durchdie acht Puncte rsabcafij 
gelegte Curve dritten Grades geht gleichfalls durch den Punct 8. Ein 
specieller Fall hiervon findet sich in G-er gome's Annalen Bd. 19 (Band I 
dieser Ausgabe S. 221, 1°.): Die den vier Dreiecken apy, a bc, $ac, jab 
umschriebenen Kreise schneiden sich in einem Puncte 8. 

‘ • 

X. 

Wenn auch die am Anfange der vorhergehenden Betrachtung stehenden 
elementaren Satze durch Polarisiren sich nicht in solche andere umwandeln 
lassen, bei welchen den dortigen acht Kreisen wiederum Kreise entsprechen 
so finden gleichwohl gewisse entgegenstehende Satze statt, bei denen zwar 
die Kreise in viel grosserer Anzahl vorkommen, aber aus denen sich riicksicht- 
lich des zu Grunde gelegten Kegelschnittes analoge Foigerungen ziehen lassen, 
wie dort. Der hier an die Spitze zu stellende Elementarsatz ist folgender: 

Sind in einer Ebene drei Paar parallele Gerade, A und 1, B und S3 
C und 6 gegeben, wovon jedes Paar, fur sich betrachtet, von einem und 
demselben Puncte m gleichweit absteht, so. beriihren alle sechs Geradeu 
irgend einen Kegelschnitt m\ welcher den Punct m zum Mittelpunct, hat. 
Fasst man zunachst die vier Dreiseite ABC, A236, 7161, 6123 ins Auge, 
und bezeichnet jeden der vier Kreise, wclche dem ersten eingeschrieben 
sind, durch IP, ebenso jeden der vier Kreise, welche den ubrigeu Drei- 
seiten eingeschrieben sind, durch Aj 2 , IP‘, IQ, so hat jeder der vier Kreise 
K 2 mit dem Kegelschnitte m" ausser A, B, C noch eine vierte Tangente 
D gemein, und sodann beriihrt diese Tangente allemal zugleich noch je 
einen der vier Kreise aus jeder der drei iibrigen Gruppen Kf, IQ, IQ 
so dass also von den vier Gruppen von Kreisen im Ganzen vier mal vier, 
aus jeder Gruppe je einer, eine gemeinschaftliche Tangente JD haben, 
welche zugleich auch den Kegelschnitt m 3 beriihrt. Gleicherweiso haben 
die den vier Dreiseiten 1236, WBC, 236V1, CAB eingeschriebenen Gruppen 
von je vier Kreisen, zu vier und vier, je aus jeder Gruppe einer, eine ge- 
meinschaftliche Tangente £>, die zugleich auch den Kegelschnitt m 3 be- 
rfihrt. Jeder der vier Tangenten 1) entspricht eine der vier Tangenten S in 
der Art, dass sie parallel sind, und gleich weit vom Puncte m abstehen, 
Um hierbei diejenigen Kreise anzugeben, welche sich in der Hinsiclit 
entsprechen, dass sie eine Tangente D (oder S)) gemein haben, dienen 
folgende Merkmale: 


*) Band II dieser Ausgabe S. 375. 
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Die einem Dreiseit eingeschriebenen vier Kreise unterscheiden sich 
in einen inneren und drei aussere, und die letzteren unterscheiden sicli 
naher dadurch, dass jeder unter einer bestimmten Seite liegt. 

Fixirt man nun irgend zwei der erstgenannten vier Dreiseite, etwa 
ABC und H3BS, welche die Gerade A gemein haben, so entspricht in 
jedem derselben der unter der Seite A liegende Kreis dem inneren Kreis 
im anderen Dreiseit, und sodann entsprechen sicli die iibrigen Kreise ver- 
wechselt, d. h. dem Kreise unter B entspricht der Kreis unter 6, und der 
unter G entspricht dem unter 35. Diese Regel gilt gleicherweise fur je 
zwei zusammengeliorige Dreiseite. 

Oder: bezeichnet man fiir einen Augenblick bloss den inneren Kreis 
im Dreiseit ABC durch K 2 , dagegen die unter den Seiten A, B \ C lie- 
gendon Kreise beziehlich durch A 2 , B 2 , 6 r2 , ferner ebenso den inneren Kreis 
im Dreiseit A356 durch K\ und die unter den Seiten A, 35, © liegenden 
durch A 2 , 33% (5% so haben die Kreise A 2 und AT, 2 , K 2 und A 2 n B 2 und 
(£% C 2 und 23J je eine neue Tangente D mit dem Kegelsclmitte m 3 ge- 
mein. Und wenn man weiter auch die Kreise in den beiden Dreiseiten 
73316 und C3133 gleicherweise durch K%, B\, 6% 31 2 und C% 31% 
S3® bezeichnet, so haben die je vier Kreise K 2 A\B\C \ , K 2 A 2 h\(&l, 
K 2 $il B 2 <&] , JTg 31^355 U 2 mit dem Kegelschnitt m 2 eine Tangente D ge- 
mein. 

Dabei haben je zwei sich entsprechende Kreise irgend eine der seclis 
gegebenen Geraden J.jBC 3[35S zur gemeinschaftlichen Tangente, und als- 
dann ist D allemal die derselben conjugirte gemeinscliaftliche Tangente 
der Kreise, d. h. sie sind entweder die beiden ausseren oder die beiden 
inneren gemeinschaftlichen Tangenten der letzteren. Daher kann man im 
Einzelnen auch sagen: 

Haben zwei Dreiseite ABC und H33G die Gerade A gemein und sind 
ihre ubrigen Seiten beziehlich parallel, also die Dreiseite ahnlich, und legt 
man an jedes der vier Kreispaare K 2 und A 2 und K 2 , B 2 und 6% 
G 2 und 33% wovon jedes A zur gemeinschaftlichen Tangente hat, die 
dieser Tangente conjugirte gemeinscliaftliche Tangente D, was vier ver- 
schiedene Gerade D giebt, so beriihren diese vier Gerade und die Seiten 
beider Dreiseite zusammen irgend einen Kegelschnitt m 2 , dessen Mittel- 
punct m in derjenigen Geraden liegt, welche die Gegenecken der Seite A 
in beiden Dreiseiten verbindet. 

XI. 

Die Folgerungen aus diesem Satze sind noch zahlreicher als diejenigen 
aus dem Satze in I. , es mogen aber von denselben nur wenige hier Platz 
linden. 

Sieht man den Kegelschnitt m 2 als gegeben an, bezeichnet die Be- 
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riihrungspuncte der <sechs Tangenten ^131525 C'E durch aocbftcy und fasst 
etwa die beiden Dreiseite ABC und B% t(£ ins Auge, deren .Ecken bezieh- 
liclx a 1 b 1 c l und b 2 oc^ heissen sollen, so sind zunachst folgende zwei Grenz- 
falle zu betrachten: 

1) Bleiben die Tangenten A , B fest, also aucli die ilinen parallelen 
§1, S3, wahrend die Tangente C sich A nahert, bis sie auf dieselbe fallt, 
und gleichzeitig auch (5 auf SI, so reduciren sich die Kreise Z 2 , B 2 beide 
auf die Eeke c 19 ebenso Z 2 2 , B\ auf die Ecke y l5 und die Kreise A‘\ C 2 
beriihren beide die Tangente A nebst dem Kegelschnitte m 2 im Puncte 
a 9 und ebenso beriihren die Kreise SI 2 , (S 2 die Tangente SI und den Kegel- 
schnitt im Puncte a. In diesem Falle sind aber die auf einander lie- 
genden Seiten A und C, S t und (£ nicht mehr zu unterscheiden, also aucli 
niclit die unter ihnen liegenden Kreise A 2 und C 2 , St 2 und (£ 2 ; indessen 
sind die letzteren dadurch zu erkennen, dass jenachdem die beiden Be- 
riihrungspuncte a , a auf gleichen oder auf entgegengesetzten Seiten der 
Tangente B liegen, dann auch die sich entsprechenden Kreise A 2 und £ a \ 
C 2 und St 2 beziehlich auf gleicher oder auf entgegengesetzter Seite in 
Riicksicht der parallelen Tangenten A, St liegen; und zwar findet das 
Eine oder das Andere statt, jenachdem der Kegelschnitt Ellipse oder 
Hyperbel ist. 

2) Bleiben dagegen die Tangenten A, C fest, also auch St, (5, wahrend 
die Tangente B sich der A nahert, bis sie mit ihr zusammenfallt, so re- 
ducirt sich jeder der Kreise K 2 , C 2 auf die Ecke b n und die Kreise A\ 
B 2 beriihren beide die Tangente A und den Kegelschnitt im Puncte a; 
zugleich werden andererseits die Kreise 23 2 , St 2 unendlich gross, und die 
Kreise Z 2 , (SJ einander gleich. Auch in diesem Falle sind weder die 
Kreise A 2 und B 2 noch Z 2 und (£ 2 zu unterscheiden, indessen sind die 
sich entsprechenden Kreise B 3 und /T 2 , A 2 und (£ 2 dadurch bestimmt, 
dass sie in Bezug auf die sich kreuzenden Geraden A und C 9 3t und g 
entweder in einander entsprechenden oder nicht entsprechenden Winkeln 
(AC) und (2t@), oder wofern die Winkel nicht gerade Rochte sind, in 
gleichen oder ungleichen Winkeln liegen, jenachdem der Beruhrungspuuct 
a riicksichtlich des Parallelogramms Ad IE beziehlich in der eigentlichen 
Seite A oder in ihrer Vcrlangerung liegt, oder jenachdem der Kegel- 
schnitt m 2 Ellipse oder Hyperbel ist. 

Also auch umgekehrt: 

l a ) Legt man an einen gegebenen Kegelschnitt on 2 irgend zwei parallelc 
Tangenten A, 3t, sowie eine beliebige dritte Tangente B, beriihren ilm die er- 
steren in den Puncten a und a, und beschreibt man diejenigen vier Kreise, A‘ 
und CVS It nnd (5 2 , wovon die zwei ersten die A im Puncte a, die zwei andercii 
die St im Puncte a, und zudem alle vier die B beriihren, so hat bei gelioriger 
Annahnae jedes der beiden Kreispaare A 2 und @ 2 , C 2 und St 2 mit dem 
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Kegelschnitte eine neue Tangente D gemein, wofern jedes Paar, in Ruck- 
si cht der parallelen Tangenten A und 31 entweder gleichliegend oder un- 
gleichliegend ist, jenachdem die Puncte a und a beziehlich auf gleichen 
oder auf verschiedenen Seiten der Tangente B liegen. — Oder: Sind zwei 
parallel© Gerade A und St, in jeder irgend ein Punct a und a, sowie eine 
sie schneidende beliebige dritte Gerade B gegeben, und beschreibt man 
diejenigen vier Kreise, von denen zwei die A im Puncte a , die zwei an- 
tleren die 31 im Puncte a und zudem alle vier die Gerade B beriihren, 
und legt s.odann, jenachdem die Puncte a, a auf gleicher oder auf ver- 
schiedenen Seiten von B liegen, beziehlich an je zwei auf gleicher oder 
auf ungleichen Seiten der Parallelen A, 31 liegende, nicht zusammengeho- 
rige Kreise die der B conjugate gemeinschaftliche Tangente D , -was zwei 
JD giebt, so giebt es allemal irgend einen Kegelschnitt m 2 , welcher A und 
St in den gegebenen Puncten a und a, und nebstdem auch B sowie die 
beiden D beriihrt. — Oder: Legt man an zwei gegebene Kreise (etwa 
gj) ein Paar conjugirte gemeinschaftliche Tangenten B und D, sowie 
irgend ein Paar parallele Tangenten A und St, an jeden eine, die sie in 
den Puncten a und a beriihren, so giebt es jedesmal einen Kegelschnitt, 
welcher die Kreise in diesen Puncten a , a und nebstdem auch die beiden 
gemeinschaftlichen Tangenten beriihrt. 

2 a ) Ist einem gegebenen Kegelschnitte irgend ein Parallelogramm 
^46'31(5 umschrieben, ist a der Berilhrungspunct der Seite A, und be- 
sclireibt man diejenigen zwei Kreise A 2 und J5 2 , welche A im Puncte a und 
zudem auch C beriihren, sowie ferner diejenigen zwei Kreise K\ und E*, 
■welche die drei Seiten 43tS beriihren, so hat jedes der beiden Kreispaare 
-AA und S 2 , B 2 und K\ mit dem Kegelschnitte eine neue Tangente D 
gemein, wofern namlich diese Paare riicksichtlich der sich kreuzenden Ge- 
raden A und C, 31 und (£ in einander entsprechenden oder nicht ent- 
sprechenden Winkeln liegen, d. h. jenachdem der Kegelschnitt beziehlich 
Ellipse oder Hyperbel ist. — Auch dieser Satz kann noch auf zwei Arten 
uixLgekehrt werden, wie der vorige. 


XII. 

Lasst man nun weiter im ersten Falle (1) oder 1")) die Tangente B 
der festen Tangente A sich nahern, bis sie mit ihr zusammenfallt, so re- 
ducirt sich auch noch einer der Kreise A 2 oder C 2 , etwa C 2 auf den 
Punct a, wogegen der andere A 2 den Kegelschnitt in diesem Puncte os- 
culirt; zugleich wird der dem Kreise C 2 entsprechende Kreis SI 2 unendlich 
gross, namlich er zerfallt in die Geraden 31 und G ^ wahrend der Kreis 
<S 2 immerhin, wie zuvor, die Tangente 31 sammt dem Kegelschnitt im 
Puncte a beriihrt; dabei behalten die Kreise* A 2 und @ 2 mit dem Kegel- 

45* 41 
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schnitte die vorgenannte Tangente D gemein. Daraus ergiebt sicli also 
ein dem obigen analoges Verfahren, den Kriimmungskreis des Kegel- 
schnittes in irgend einem gegebenen Puncte a desselben zu linden. Nam- 
lich: man lege im gegebenen Punct a und im anderen Endpunct a des 
durch ihn gehenden Durclimesscrs Tangenten A, 51 an den Kegelsclmitt, 
besclireibe hierauf den Kreis, welcher die Tangente 51 im Puncte a und 
zugleich auch die Tangente A beriihrt, so hat derselbe nocli irgend cine 
vierte Tangente D nr it dem Ivegelsclmitte gemein, und besclireibe sodann 
denjenigen Kreis, welcher die Tangente D und nebstdem die Gera, do A 
im Puncte a beriihrt, so osculirt er hier den Kegelsclmitt und ist dor 
verl an gte Kriimmun gskreis . 

Und umgekehrt: Sind A und D zwei conjugirtc gemeinschaftliclie 
Tangenten zweier gegebenen Kreise A 2 und 5t 2 , beriihrt A den ersten 
Kreis in a, und legt man an den zwciten Kreis die mil: A parallcle Tan- 
gente, welche ihn in a beriihrt, und besclireibt sodann den Kegelsclmitt, 
welcher die Kreise in den genannten Puncten a, a und zudein auch nocli 
die Gerade D beriihrt, so osculirt derselbe den Kreis A‘ J im Puncto a. 
Per Kegelsclmitt ist Ellipse oder Hyperbel, jenachdem A und 1) aussere 
oder innere gemeinschaftliclie Tangenten der Kreise siiid. 

XIII. 

Einem beliebigen Kegelschnitte konnen insbesondere so l die Dreiccke 
umschrieben sein, deren Seiten von Him und von drei deni Droieck eiiige- 
schriebenen Kreiscn in den namlichen Puncten beriihrt warden. Und ist 
umgekehrt ein belie biges Dreiseit gegeben, so giebt es vier ilnn einge- 
schriebene Kegelschnitte, welche seine Seiten mit je drei der ilnn einge- 
schriebenen vier Kreise in den gleichen Puncten beriiliren. Belialten wir 
die vorige Bezeichnung der vier Kreise, die einem beliebigen Dreiseit ABC 
eingeschriebcn sind , in gleichem Sinne ruck si clitl i cli ihrer Page bei und 
nehnicn an, 

es warden die Seiten A B C 
v on l Kreise K' 2 in den Puncten k k A 

A 2 - - - a a { a„ , 

- B 2 - - b b v bl, 

C 2 - - c c , v, beriihrt, 

so beriihrt sie ein Kegelsclmitt E 2 in den Puncten a b { c. J? 

II 2 - - I: 6‘j b 2 , 

E? - - c k t a.,. 

Ill - - - b a, k , , 

und zwar ist von diesen vier Kegelschnitten , wie sc lion durch ilire Be- 
zeichnung angedeutet, der erste Ellipse und die drei anderen sind Ily- 
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perbein. Die Ellipse liegt innerhalb des Dreiseits; von jeder Myperbel 
liegt cin Zwcig in einem Schoitelwinkel des Dreiseits und beriihrt dessen 
Schenkel, also die Vcrlangerungen der betreffenden beiden Seiten, der an- 
dere Zweig liegt imter der jcdesmaligen dritten Seito und beriihrt sic. 
Urn die je drei Puncte, in wclchen die Seiten von einem der vier Kegel- 
schnitte beriihrt werden, leicht und sicher zu erkennen, dient folgendes 
Merkmal: 

Die vier Puncte, in welchen jede Seite beriihrt wird, liegen paarweise 
gleich weit von ihrer Mittc ab. Sind a, p, y die Mitten der Seiten A, B y 
Cy so ist 

a k = a a und ab — a c; = p& t und $a x — peg ; 

yk 2 == yc 2 und yci 2 = yb 2 . 

Gclit man nun von den drei Beriihrungspuncten eines der Kreise a us, 
und nimmt diejenigen Puncte, wclclie mit ihnon gleich weit von den Mitten 
ahstehen, so hat man die drei Beriihrungspuncte eines der vier Kegol- 
schnitte, so dass also in dieser Hinsicht jedem Kreis cin bestimmter Kegel- 
schnitt entspricht, und zwar entsprechen sich 

IP und E\ A 3 und IP, B 2 und A 2 , CP und 11;. 

Aus dieser gogcnscitigcn Lage der Beriihrungspuncte, verbunden mit 
do m Umstande, dass die in den Mitten a, p, y auf die Seiten errichtetcn 
Lotho sich im Mittolpunct N des dem Dreiscito umschriebenen Kreises 
iV‘ J treffon, folgt zugleich, dass auch die Normal en jedes Kegclschnittes in 
dessen drei Bcruhrungspuncten sich in einem Puncte treffen miissen, wclchcr 
allemal mit dem Mittelpunctc des entsprechenden Kreises und mit dem 
Puncte N in eincr Geraden liegt, und zwar jene beiden gleich weit von 
diesem abstchond. Werden die Mittelpunctc der Kreise Ag Mg B g G w 
durch A" 0 , A 0 , B 0 , C 0 und die Treffpuncte der je drei Normalen der 
Kogolschnitto E\ IP, IP;, A 2 durch fl 01 2l 0 , 2S 0 , <5 0 bezeichnet, so 
gehen also die vier Geraden A 0 t 0 , M 0 2f 0 , A 0 23 0 , C 0 ( 5 0 durch den Piinct 
N y und jede wird durch ihn gehalftet. Somit sind die Vierecke A 0 A 0 B 0 C 0 
und <S? 0 3t 0 2S 0 ( S 0 gleich und haben N zum Symmetralpunct. Da jede der 
12 Normalen zugleich auch zu je einem Kreise normal ist, so gehen sic 
zu drei durch die Mittelpunctc der Kreise, oder mit einem Worte: die 
Normalen fallen auf die 12 Geraden, welche die einander nicht ent- 
sprechenden Ecken der Vierecke paarweise verbinden. Diese 12 Geraden 
sind alio gleich king, daher ist jede Eckc des einen Vierecks der Mittel- 
punct des Kreises, welcher durch die drei ilir nicht entsprechenden Ecken 
des anderen Vierecks gelit, und die auf diese Weise bestimmten 8 Kreise 
sind gleich, und zwar ist ihr Radius dem Durchmesser des Kreises A 2 
gleich. 

Man bezeiclino die Ecken des gegebenen Dreiseits ABC durch cibc, 
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namlicli so, class die gleichnamigen Seiteii unci Ecken einaiider go muni ber- 
liegen. Die drei Paar Stralilen, welelie die inneron and ausscrcn Winkel 
des Dreiecks halften, unci wovon jedes Paar sich reehtwinklig sclineiclet, 
sind die drei Paar Gegenseiten des vollstaiidigen Vierocks A 0 B 0 C 0 K Q , 
(lessen Ecken die Mittelpunctc dor vier clem Dreicck eingoschriebeneu 
Kreise sind. Die Stralilen bilden za drei and drei vier Drei coke A 0 B 0 0 . 
A 0 B 0 K 0 , C 0 A 0 K 0 , B q C 0 K 0 , die alle clem Droieck dbc umschriebcn sind, mid 
wovon jedes die Ecken des letzteren zu Eusspuncteii seiner lldlien, sowie 
die jedesmalige viertc Ecke des Vierocks, boziehlich AT 0 , C Q , B 0 , A 0 zurn 
Hohenschnitt hat. Jedem der vier Dreiecke kann demnach cin Kegelsclmitl 
eingeschrieben werden, welcher seine Seiten in den Puncten cibc beriihrt, 
und (lessen Normalen in dicsen Puncten auf die Hohcn des jedesmaligen 
Dreiecks fallen. Wir wollen diese Kegel schnitte, die zugloich alle deni 
Dreicck abc umschrieben sind, bcziehlich mit@ 3 , Jq* bczeiclmen; sie 

sind der Bezciclinung gemiiss eine Ellipse und drei Hyperbola und ont- 
sprechen nacli der Rcihc den obigen Kegolsclmitten E'\ ll'\ Jj_~ Zll _ 
nachst in der Hmsickt, class die beiclerseitigen Treffpuncte der je drei. Nor- 
mal on einander entsprcchende Ecken der sich glcichen Vierecko K 0 A B. C. 
unci K 0 3l 0 23 0 (S 0 sind; so z. B. treffen sich die Normalen von (S‘ J in K () 
und die von E* in $ 0 . 


XIV. 

Aus alien diosen Angaben folgt: das Dreicck a be (= Drei soil; ABC) 
hat in Bezug auf die ihm eingeschriebene Ellipse E* die Eigensehaft, class 
die Normale der Ellipse im Beriihrungspuncte jecler Seite mit den beicl.cn 
Stralilen, welelie die der Seite anliegenclen Aussciiwinkel des Dreiecks 
halften, in oiiiem Puncte zusammcntrifft (resp. in A (n B 0 , 6J } ), so class 
also das Dreicck zufolgc cines friiher publicirteri Satzcs miter alien dor 
Ellipse umschricbenen Dreieckcn zu denen gehort, clercn Umfang cin Mi- 
nimum 1st. Unci in Bezug auf die ihm umschriebene Ellipse 6" hat das 
Dreicck die Eigensehaft, class die Normalen dcrsclbcn in seineu Ecken 
seine Winkel halften, so class es clahcr miter alien clieser Ellipse oingo- 
schriobencn Dreieckcn zu denjenigen gehort, clercn Umfang cin Maximum 
1st. Aus almlichen Griindeii folgt, class das Dreicck abc untcr alien der 
llyperbel umschriebencn Dreieckcn zu denjenigen gehort, box welchcn die 
Differonz der Summe zweier Seiten B-\-C und der dritton Seite A cin 
Maximum 1st, und class classclbe iinter alien der llyperbel eingcsch ri cbenon 
Dreieckcn zu denen gehort, bei denen dioselbe Diilerenz cin Minimum 1st. 
Gleiche Beziehung hat das Dreicck sowohl zu den llyperbel n 11; und sowie 
zu den Hyper belli III und , bei denen boziehlich die Dilferenzcn 
A-jrC — B und A+B—C in Betracht kommen. Namlicli die Dilferenz 
wircl^ so bestimmt: Jede der drei eingeschriebenen Hyperbola IT\ E , 2 , 
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HI berahrt je zwei der Seiton des Dreiecks in ihren Verlangerungen und 
die dritte zwischen iliren Endpuncton, die Summe jener weniger dieser ist 
die zu beaclitende Diffcrcnz. Und bei jeder der drei umschriebenen Hy- 
perbelii ^p 2 , S$l golit der cine Zweig dutch zwei Ecken des Dreiecks, 
and der a tide re Zweig dutch die dritte Ecke; die zwischen jenen zwei. 
Ecken liegendo Seite, von der Summe der beiden anderen Seiten abgezogen, 
giebt die fragliche Difforcnz. 

Wonn nun abet das Drcieck cibc, als der Ellipse E“ unis chrie ben, 
kleinsten Umfang, als der Ellipse (S' eingeschrieben, grossten Umfang hat, 
so miissen die Ellipscn nothwcndig confocal sein, und es giebt cine Schaar 
Dreiecke, die ilinen gloicherweise beziehlich urn- und eingeschrieben sind, 
and wclchc init dem gcgebencn Drcieck gleichcn Umfang liaben, der riick- 
siclitlich der crsten Ellipse cin Minimum, riicksichtlich der zweiten hin- 
gegen cin Maximum ist. A us gleichcn Griinden muss jedes der drei Paar 
Hyperbeln IP und § 3 , IP\ und £)*, IP und confocal sein, und es giebt 
riicksichtlich jedes Paarcs cine Schaar Dreiecke, die ilinen in glciclier Art 
wie das gegebeno urn- und eingeschrieben sind, und deren Seiten, in ent- 
sprechender Ordnung vcrbundcn, dieselbe Diffcrcnz geben, wie die Seiten 
des gcgebencn Dreiecks, und wo diese Difterenz in Betracht der ersten 
Hyperbcl ein Maximum, dagegon in Betracht der zweiten ein Minimum ist. 

Anmcrkung. Man vcrglcichc die Abhandlung: Elemcntare Losiing 
einer geomctrischcn Aufgabe, und iiber einige damit in Bezichung stehende 
Eigenschaften der Kegclschnittc. (Monatsbericht der Berliner Akademio 
vodol April 1847, Grcild s Journal Band 37, Band XL d. Ausg. S. 389.) 


XV. 

Die wesentlichsten Eesultate, welche aus dieser Betrachtung hervor- 
gehen, sind in etwas veranderter Ordnung folgcndc: 

1) 1st ein bcliebiges Drcieck cibc odor Dreiseit ABC gegeben, so gieb es 
allemal vicr Paare confocaler Kegclschnittc, woven der cine dem Drcieck cin- 
geschrieben und der andere um s chrie ben ist ; das cine Paar besteht aus El- 
lipsen, ii- und ($“, die drei anderen Paare aus Hyperbeln, IP und 
H* und <p* , Ip und § 2 . Riicksichtlich jedes Paares giebt cs cine Schaar Drei- 
ecke, zu denen das gegebeno jcdesmal mitgehort, welche demsclben zugleich 
um- und eingeschrieben sind \ bei dem Paar Ellipscn liaben alle Dicieckc 
gleichcn Umfang, und zwar ist derselbe in Bezug aid die eingeschriebene El- 
lipse IP ein Minimum und in Bezug auf die umschriebene 6" ein Maximum, 
bei jedem Paar Hyperbeln haben alle Dreiecke gleiche Differcnz zwischen 
der Summe zweier Seiten und der dritten Seite, und zwar ist diese Diffc- 
renz in Betracht der eingeschriebenen Hyperbel ein Maximum und in Be- 
tracht der umschriebenen ein Minimum. 
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2) Die vior eingeschriebenen Kegelschnitte E'\ H\ JJf, H\ bcruhren 
die Seiten des Droiecks <xbc mit den ihm eingeschriebenen vier Kreisen 
I£ . A , J3 , 0 in den gleichen zwolf Pnncten. Die drei Normalen jedes 
der vier Kegelschnitte in seinen drei Beruhrungspuncten trefen sich in 
einem Puncte, beziehlich in tf 0 , 2l 0 , S3 0 , 6 0 ; alle zwolf Normalen, anders 
comhinirt, trelfen sich auch zu drei und drei in den Mittelpuncten K . A 
B 0 , C 0 der vier Kreise und zwischen den beiderseitigen Trelfpuncten sind 
alle zwolf Normalen gleich lang; daher ist jeder der letzteren vier Puncte 
der Mittelpunct eines neuen Kreises, welcher durch je drei der ersteren vier 
Puncte geht, sowie jeder von diesen Mittelpunct eines Kreises ist, welcher 
durch je drei von jenen geht, und diese acht Kreise sind gleich. Zudem 
sind auch die Vierecke K 0 A 0 B 0 C 0 und £ 0 2I 0 2S 0 (S 0 gleich und haben don 
Mittelpunct -N des dem gegebenen Dreiecke umschriebeneu Kreises iV 3 zuin 
Symmetralpuncte , so dass die ihre entsprechenden Eckon vorbindenden 
vier Geraden K 0 ® 0 , A 0 2t 0 , £ 0 3 3 0 , C 0 (E 0 durch diesen Punct A T gehen 
und durch ihn gehalftet werden; die drei Paar Gegcnseiten jedes der beiden 
Vierecke schneiden einander rechtwinldig, die des ersten schncidon sich in 
den Ecken des gegebenen Dreiecks (ibc, die des anderen in den Eckon 
eines gleichen Dreiecks a, 6, c, , das mit jenem in Bczug auf den Punct 
N symmetrisch liegt; forner schneidet jedc der secli.s Seiten des cinen 
Vierecks je einc Seite des anderen rechtwinldig, und der Schnittpunct b 
und die sechs Ecken der beiden Dreiecke ctbc und a, b, c, liegcn zusammon 
un Kreise N\ dessen Durchmesser dem Radius der genannten acht gleichen 
Kreise gleich ist. 

3) Die vior umschriebeneu Kegelschnitte @ 2 , habon in 

don Ecken des Dreiecks nbc die drei Paar Strahlen, wolche die Winkel 
dorselben hii.lften, zu Tangentcn und Normalen, so da.ss jede zwoi Kegel- 
schnitte sich in je einer Ecke beriihren und in den beiden anderen Eckon 
rechtwinldig schneiden. Die drei Normalen jedes der vior Kegelschnitte 
trellen sich in einem Puncte, beziehlich in don Mittelpuncten A' , A„, 
i? ( „ C 0 der dem Dreieck eingeschriebenen vier Kreise; odor die drei Nor- 
malen eines jeden trelfen sich in einem clieser vior Puncte, und jede Nor- 
male trilft mit den Tangenten in den beiden anderen Eckon in je einem 
der drei ubrigen Puncte zusammen. 

4) Werden fur jedes der vier Paare confocaler Kegelschnitte in 1) die 
Halbaxcn des dem Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitts mit «, p, die 
des umschriebenen mit a, b und die Excentricitiit mit e bezeiclmet, so 
hat man fiir die Ellipsen E 2 und @ 2 folgende zwei Gleichungen: 

a 2 -b 2 = a 2 -p=e 2 und — -| — — 1 

CL 0 

durch welehe jede der beiden Ellipsen bostimmt wird, wenn die andere 
gegeben ist. Fiir den constanten Umfang u der Scliaar Dreiecke, welehe 
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/ Li den Ellipsen gehoren, iindet man 




1 fa r - 




a — a ' b- 

IJnfcer diesen Dreieckon hat dasjenige den grossten Inhalt, welches cine 
Ecke im. Scheitcl dcr grossen Axe dor Ellipse 6 2 hat, hingegon dasjenige 
den kleinsten Inhalt, von welchem eine Ecke im Scheitcl der kleinen Axe 
liegt, und zwar ist das 

b * \-t/~ a — \—d 


Maximum = — (a+a)]/a 2 — a 2 = 


: pi/« 3 - 


Mi n im urn = -y- (& 4- (3) ]/& 3 — (3 3 = U— E - a — P ' • 


and das 

Fur jedes der drei Paare confocaler Ilyperbeln hat man die zwei Gieichungcn 

a 2 +A 2 = a 2 +[3 2 = e 2 und — y- = 1, 

ah 

and far die constante Differ enz d rucksichtlich der Seiten der zugehorigon 
Schaar Drciecke hat man 


d-- 


6-P 


]/a 2 - 




a — a ' ( 3 - 4-6 

5) Yon den beiden gleichen Vicrecken K 0 A 0 B Q C Q und it 0 2l 0 23 0 G n 
(in 2)) soil noch eine Eigenschaft . erwalmt werden: 

Je zwei si eh entsprechende Ecken beider Vicreckc si ml die Brenn- 
puncte cincs Kcgelschnittes, der den beiden Dreieckon eingcschrieben ist, 
welche cliirch die beiderseitigen iibrigen drei Ecken der Vierccke bestimmt 
werden; die Hauptaxe des Kcgelschnittes ist allemal ein Durchmesser des 
Kreises A 72 , so dass alle vier Kegel schnitte mit diesem Kreisc concentrisch 
sind, und jeder von ihm in den Scliciteln seiner Hauptaxe beriihrt wird. 
Namlich die Ecken K 0 und sind die Brennpuncte einer Ellipse, welche 
den Dreieckon A 0 B 0 C 0 und 3t 0 23 0 6 0 eingeschrieben ist, dagogen sind die 
Eckenpaare A 0 und 2l 0 , B 0 und 23 0 , C 0 und 6 0 die Brennpuncte dreier 
Ilyperbeln, welche resp. den betreffenden je zwei Dreiecken eingeschrie- 
ben sind. 

Lasst man eine Ecke des anfanglich gegebenen Dreiecks abc, etwa 
Cl sich in’s Unenclliche entfernen, wahrend die Seite A und ihre Endpuncte 
b und c test bleiben, so werden die Seiten B und C parallel, und von den 
eingeschriebenen vier Kreisen bleiben nur zwei, A 2 und A 2 , und ebenso 
von den vier Paaren confocaler Kegelschnitto nur zwei Paar, namlich E 2 
und (5 2 , IE 2 und iibrig, und zwar sind beide Paare in Parabeln liber- 
gegangen. Und noch mehr: die eingeschriebenen Parabeln E 2 , if 2 haben 
sich auf ihre Axen reducirt; die beiden umschriebenen Parabeln (S 2 , 
schneiden sich in den Ecken b und c rechtwinklig , sie sind gleich, ihre 
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Axen sind parallel, und z\var den Seiten B und C parallel, aber sie liegen 
verkehrt, erstrecken sich nacli entgegengesetzten Soiten Inn, ihre Brennpuncte 
liegen bezielilich in den Beriihrungspuncten a, k der Seite A mit den 
Kreisen A 3 und AT 2 , und ihre Leitlinien gehen durch die Mittelpuncte dieser 
Erase. 

Also: Bei_ alien einer gegebenen Parabel eingeschriebenen Drciecken 
von grosstem Umfange geht die eine Seite A durch den Brennpunct der 
Parabel und die beiden anderen Seiten B und C sind der Axe parallel. — 
Einer eigentlichen, nicht auf ihre’ Axe reducirten Parabel kann kein Dreieck 
umschrieben sein, dessen Umfang ein Minimum ist. 

Bemerkung. Sind zwei ungleichartige Kegelschnitte confoeal, so 
kann niemals ein Dreieck dem einen um- und zugloicli dem anderen eiu- 
geschrieben sein. Hingegen sind Vierecke auf diese Woise mdglich. 

Sind eine Ellipse E 2 und eine Hyperbol confoeal, sind a und b, 
a und (3 bezielilich ihre Halbaxon und e ihre Exccntricitiit, so dass 
a 3 — i 3 = a s +p 2 = e 3 , 

und sollen Vierecke der Ellipse umschrieben werden konnon, welcho zu- 
gleich der Hyperbel eingeschrieben sind, so muss zwischen den Axen fol- 
gende fernere Relation statthaben: 


* i 

Sollen dagegen die Vierecke der Ellipse eingeschrieben und der Hyperbel 
umschrieben sein, so muss sein 

Oder = 6 2 = c[3, 


. _ a^-prO 3 -* 3 ), p = £-. 

In beiden Fallen fmdet eine Schaar Vierecke statt; im ersten Ealle 
smd dieselben convex, im anderen ubersclilagen. Im ersten Fallo ist die 
Differenz d zwischen den Summen der Gegenseiten jedes Vierocks constant, 
und zwar .ist dieselbe in Bezug auf den einen Kegelschnitt ein Maximum 
und in Bezug auf den anderen ein Minimum. Im anderen Fallo ist der 
Umfang der Vierecke constant, und auch riicksichtlich des einen Kegel- 
schmttes ein Maximum und riicksichtlich des anderen ein Minimum. Fur 
jene Differenz und diesen Umfang hat man 

md d = 4(«-S) 
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XVI. 

Gleichwie im erston Thcile der vorliegenden Entwicklungen die an- 
famgliche Betrachtung spa, ter allgemeiner aufgcfasst wurde, so konnen auch 
Mer die unter X. — XIII. onthaltenen Siitze verallgemeinert warden;, auch 
lassen sich aus den beiderseitigen Siitzen durch Polarisation viele neue ab- 
leiten. Aus der grossen Anzahl von Satzen, zu denen man auf diese 
Weise gelangen kann, sollen hier nur folgende hervorgohoben werden. 

Werden einem gegebenen Kegelschnitte m 2 irgend drei Winkel AS l, 
j3sg C& umschrieben, deren Scheitel in einer gegebenen Geradcn M liegen, 
nnd werden in dieser Geradcn zwei beliebige Puncte r, s gowahlt, so giebt 
es vier Gruppen von jo vier Kegelschnitten, welclie beziehlich den vier 
Dreiseiten ABC, A23(£, MS t, C% 133 eingeschrieben sind und sammtlich 
durch die beiden Puncte r und s gehen, und von diesen Kegelschnitten 
liaben vier mal vier, je aus jeder Gruppe einer, mit dem gegebenen Kegel- 
schnitte m 2 zusammen irgend eine Tangente D gemein. Ebenso giebt es 
vier Gruppen von je vier Kegelschnitten, welche den vier Dreiseiten 313BS, 
5X23C, SBAC, (S AB eingeschrieben und sammtlich durch die beiden Puncte 
s gehen, und von denen vier mal vier mit dem Kegelschnitte m 2 zu- 
sammen eine Tangente b gemein haben. Die vier Tangentcn b ent- 
sprechen nach bestimmter Ordnung den vier Tangenten D, und die sich 
entsprechenden schneiden einander auf der Geradcn M. Ferner giebt es 
zu jeder der acht Gruppen von vier Kegelschnitten, welche beziehlich den 
genannten acht Dreiseiten eingeschrieben sind, *allemal noch einen sol che n 
fiinften Kegelschnitt, wclcher alio vier Glieder der Gruppe beriihrt und 
gleichfalls durch die Puncte r,'s geht. 

1st m der Pol der Geradcn M in Bezug auf den gegebenen Kegel- 
schnitt m 2 , und zieht man durch denselben irgend zwei Geradc R und S, 
so haben die vier Kegelschnitte, welche beide Gcrade beruhron und be- 
ziehlich den vier Dreiseiten ABC, A33(S, MSI, Cm eingeschrieben sind, 
mit dem gegebenen Kegelschnitte zusammen cine Tangente T) gemein, und 
gleicherweise haben die vier Kegelschnitte, welche dieselben Geradcn bo- 
riihren und beziehlich den vorgenannten anderon vier Dreiseiten einge- 
schrieben sind, mit dem Kegelschnitte on 2 zusammen eine 1 an gent e b 
gemein, und beide Tangenten D und b schneiden sich auf der Geraden M. 

Gehen drei Sehnen, aa, ip, cy dcs gegebenen Kegelschnittes m 2 durch 
irgend einen Punct nt, und zieht man durch diesen Punct zwei beliebige 
Gerade R und S, so giebt es vier Gruppen von je vier Kegelschnitten, 
•welche beziehlich den vier Drciecken abc, apy, iy a, cap umschrieben und 
sammtlich dem Winkel RS eingeschrieben sind, und von diesen Kegel- 
schnitten haben vier mal vier, je aus jeder Gruppe einer, mit dem ge- 
gebenen Kegelschnitte zusammen einen Punct d gemein; ebenso giebt es 


716 Geometrische Betrachlungen unci Lehrsatze. 

vier Gruppen von je vier Kegelschnitten , welche den vier Dreiecken apy, 
abc, $ca, y ab umschlieben und sammtlich dem Winkel RS eingeschrieben 
sind, nnd von denen vier mal vier mit dem Kegelsclmitte m 2 zusammen 
einen Punct 8 gemein haben; jeder der vier letzteren Puncte 8 entsprioht 
einem der vier ersteren Puncte d derart, dass die sie verbindende Gerade 
durcb den Punct m geht. Auch giebt es zu jeder der acht Gruppen von 
vier Kegelschnitten, die demselben Dreieck umschlieben sind, einen solchon 
funften Kegelschnitt, welcher alle vier Glieder der Gruppe beriihrt und 
gleichfalls dem Winkel RS eingeschrieben ist. 



I 




Construction der durcli neun gegebene Puncte 
gehenden Placlie zweiten Grades. 

Borchardt’s Journal Band LXVIII. S. 191 — 192. 

(Nacli hinterlassenen Manuscripten Steiner ' s dargestellt von C. F. Geiser.) 




mm 



Construction der (lurch neun gegebene Puncte 
gehenden Elache zweiten Grades. 

Die Aufgabe, eine Flache zweiten Grades durch neun im Raurne be- 
liebig gegebene Puncte zu legen, ist bekanntlich durch die Herren Hesse 
(Bd. 24 des Crelle* schen Journals), Seydewitz (Bd. 9 des Grunert' schen 
Archivs) und Schroter (Bd. 62 des Borchardt' schen Journals) gelost worden. 
In den hinterlassenen Manuscripten Steiner's ist nun ein mit kurzen No- 
tizen versehenes Quartblatt vorhanclen, welches zeigt, dass Steiner bereits 
im Jahre 1836 zwei verschiedene Constructionen dieser Flache gefunden 
hatte, die er aber nicht veroffentlichte, weil die zugehorigen Beweise nicht 
vollstandig und einfach genug und die Constructionen nicht linear waren. 
Wahrend, wie es scheint, die yon Steiner als zweite dieser Losungen be- 
zeichnete Construction nicht auf die nothige Einfachheit gebracht werden 
kann und sich deshalb zur Veroffentlichung nicht eignet, ist es gelungen, 
mit einigen Abanderungen und YerYollstandigungen die erste derselben 
in eine Form zu bringen, welche, trotzdem die gesuchte Flache nicht linear 
hergestellt wird, doch mit so geringen Mitteln zum Ziele fiihrt, als man 
tiberhaupt bei der complicirten Aufgabe erwarten darf. Ihrer Darstellung 
ist die nachfolgende kurze Mittheilung gewidmet. 

Wenn den neun . gegebenen Puncten in einpr beliebigen Reihenfolge 
die Zahlen (1) bis (9) zugefiigt werden, so lege man zuerst die Ebenen 
(123), (456), (789), die man resp. mit I, II, III bezeichne; ihr gemein- 
schaftlicher Durchschnittspunct heisse S. Die Schnittgeraden von II und 
III, III und I, I und II, welche A, B , C heissen sollen, stehen nun zu 
der gesuchten Flache f 2 in der nachstehenden Beziehung: Jede der Ebenen 
I, II, III hat mit / 2 einen Kegelschnitt gemein, und fur diese Kegelschnitte, 
zu je zweien genommen, sind die Geraden A, B, C gemeinschaftliche 
(reelle oder ideelle) Sehnen; kann man umgekehrt durch die Puncte 123, 
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456, 789_ drei Kegelschnitte legen, fur welche A\ B, C gemeinschaftliche 
feehnen sind, so liegen diese drei Kegelschnitte auf / 2 . 

. b ? trachte zmiXchst nur die Puncte (1) bis (8). Die Gerade (23) 

™ d C res P' 111 Puncten b und e, von denen c mit (4), (5) U nd 
(6) emen Kegelschnittbiischel bestimmt. Ein willkurlicher Kegelsclmitt des- 
selben schneidet auf C ausser e einen Punct c' aus, ferner ergiebt dieser 
Kege schmtt (456 ed) auf A zwei Puncte a und a', welche mit (7) (8) 
und i e men neuen Kegelsclmitt in der Ebene III bestimmen, der die Ge- 
rade B ausser in b noch in einem Puncte b' schneidet. Der Punct V ist 
durch den Punct c' bestimmt; wenn d auf der Geraden (7 sich bewegt, 

. so duichlauft b die Gerade B, und da zu jedem c' stets ein, aber nur 
em b gehort, und umgekehrt, so sind B und G liinsiclitlich der Puncte 
und c projectiviscb. Aber b' und c' gelien gleichzeitig durch S, d h 
B und C smd zugleich perspectivisch, und alle Verbindungsgeraden ent- 
sprechender b und c' laufen durch einen und denselben in der Ebene I 
gelegenen Punct M. Fassen wir jetzt die • Geraden (23) und (A/1) a ls 
Kegelsclmitt A, auf der ganz in der Ebene I liegt, und welcher einen 
es imm en unct c auf C ergiebt, so erha.lt man in der angegebenen 
Weme zu diesem einen Kegelsclmitt A 2 in der Ebene II und einen Kegel- 
schmtt K in der Ebene III. Diese drei Kegelschnitte haben die Geraden 
A, B, o zu gememschaftlichen Sehnen, und gehoren demzufolge einer 
Flache zweiten Grades F 2 an, welche durch die Puncte (1) bis (8) geht 
Wiederholt man dieses gauze Verfahren, indem man statt von der 
Geraden (23) nun von der Geraden (31) ausgeht, so erhalt man in den 
Kbenen 1 II ,111 drei neue Kegelschnitte A,', A"', AT' , die wieder auf 

™ ^ L “ he 7 ' 2 h . e f en ’ welche die Puncte (1) bis (8) enthii.lt. Die Fliichen 
A 2 und A) schneiden sich in einer durch die Puncte (1) bis (8) gehenden 
Raumcurve, durch welche unendlich viele Fliichen zweiten Grades geken 
unter denen sich auch / 2 befmdet, welche die Puncte (1) bis (9) enthalt. 

Diese Schmttcurve hat mit jeder der Ebenen I, II, III vier Puncte gemein, 
welche resp. die Durchschnitte von A, und A,', A 2 und A', A a und A' 
smd. Schneiden sich nun AT, und A' ausser in (7) und (8) noch in T 
und 7 so gehort der Iiegelschnitt (78 TT '9) der gesuchten Flache /, an, 
von welcher naturlich sofort noch zwei andere Kegelschnitte zu fmden sind. 
Damit darf die gestellte Aufgabe als gelost betrachtet werden, und es ist 
nur noch hinzuzufugen, dass diese Losung zugleich die Construction der- 
jenigen Raumcurve vierten Grades ergiebt, welche der Durchschnitt zweier 
Elachen zweiten Grades ist und durch acht gegebene Puncte im Raume geht. 





Zwei specielle Elaclien vierter Ordnung. 

. 


Nach mundlichen Mittheilun gen * Steiner 


■ 




Steiner’s Werke. II. 
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Zwei specielle Flachen vierter Ordnung, | 

„Zieht man durch einen festen Punct (. A ) einer gegebenen 
Flache zweiter Ordnung (F* 0 ) irgend drei Gerade, welclie drei 1; ; 

conjugirten Durchmessern einer anderen Flache ( F 2 ) zweiter Bi | 

Ordnung parallel sind, und legt clurcli die drei Puncte, in 11,' 1 

denen diese Geraden die erste Flache ausser dem Puncte A It; j! 

schneiden, eine Ebene, so geht dieselbe stets durch einen Punct 
P, dessenLage durch die beiden Flachen und den auf der ersten 
angenommenen Punct vollig bestimmt ist, und welcher der Pol 8 j 

von F 2 inBeziehung auf die Flache F 2 b und den Punct A heissen 

moge.“ M I 

Dieser synthetisch leicht zu beweisende Satz fiihrt zur geometrischen 
Erzeugung einer merkwurdigen Flache vierter Ordnung. 1 J | 

Man betrachte, nachdem eine Flache F* und in derselben ein Punct | 

A beliebig angenommen worden, die Gesammtheit derjenigen Flachen F 2 , : 

die durch sieben feste Puncte gehen, und denke sich zu jeder von ihnen r 

den Pol P in Beziehung auf F~ Q und A construct; der Ort des Punctes 
P ist dann eine Flache vierter Ordnung, welche die charak- - 

teristische Eigenschaft besitzt, dass sie von jeder ihrer Tan- ■ V 

gential-Ebenen in einem Kegelschnittpaare geschnitten wird. f'j 

Untersucht man namlich zunachst eine Schaar solcher Flachen F 3 , 
welche eine gemeinschaftliche Schnittlinie haben, so ergiebt sich, dass 
der Ort ihrer Pole ein Kegelschnitt ist. 

Nun lassen sich aber die Flachen P 2 , die durch sieben gegebene * 

Puncte gehen, den Puncten einer Ebene @ 0 in der Art zuordnen, dass ' ! ; 

je drei Puncten der letzteren, die in einer geraden Linie liegen, drei 
Flachen mit einer gemeinschaftlichen Schnittlinie entsprechen. Dami ent- 
spricht jedem Puncte der Ebene © 0 auch ein Punct P, jeder ihrer Geraden 
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ein Kegelschnitt, nnd jedem in ihr enthaltenen Strahlbnschel die definirte 
Flache, welche also unendlich viele Scliaaren von Kegelschnitten 
enthalt oder — was dasselbe besagt — auf unendlich viele 
Arten durch Bewegung eines veranderlichen Kegelschnittes er- 
zeugt werden kann. 

Fasst man ferner diejenigen Puncte dieser Flache, welche sie mit 
irgend einer Ebene @ gemeinsam hat, in’s Auge, so lasst sich zeigen, 
dass die denselben entsprechenden Puncte in @ 0 eine Curve zweiter Ord- 
nung bilden, woraus sich ergiebt, dass die definirte Flache von jeder Ge- 
raden in vier Puncten geschnitten wird, also von der vierten Ord- 
nung ist. 

In dem Falle, wo Gs einen der angegebenen, die Flache erzeugenden 
Kegelschnitte enthalt, ist die genannte Curve zweiter Ordnung in @ 0 ein 
System zweier geraden Linien, und es besteht demgemass der Durch- 
schnitt von @ und der Flache aus zwei Kegelschnitten. Diese 
Kegelschnitte haben vier gemeinsame Puncte; in einem derselben be- 
riihrt ® die Flache, und die drei anderen liegen in drei festen 
Geraden, welche Doppelpunctslinien der Flache sind und sich 
in einem dreifachen Puncte derselben schneiden. 

Endlich ergiebt sich noch leicht, dass die in Rede stehende 
Flache von der dritten Classe ist. 


n. 

A u f g a b e. 

Unter den Tangenten-Kegeln einer Flache zweiter Ordnung giebt es 
stets Rotationskegel; der Ort ihrer Scheitel ist bekanntlich eine Linie. 

Dem Rotationskegel, welcher von alien Ebenen, die einer von seinen 
Haupt-Diametrakbenen parallel sind, in Kreisen geschnitten wird, steht 
m ahnhcher Weise, wie die gleichseitige Hyperbel dem Kreise, gegemiber 
ein besonderer Kegel zweiter Ordnung, welcher von alien Ebenen, die einer 
von seinen Haupt-Diametralebenen parallel sind, in gleichseitigen Hyperbeln 
geschnitten wird. Unter den Tangential-Kogeln einer Flache zweiter Ord- 
nung giebt es stets auch Kegel dieser Art; der Ort ihrer Scheitel ist aber 
eine liache, und zwar im Allgemeinen eine Flache vierter Ordnung 
Wie wird dieselbe geometrisch construirt? 


Anmerkungen und Zusatze 

clen Abliandlungen des zweiten Bandes. 


zu 




Anmerkungen mid Zusatze 

jzu den Abhandlungen des zweiten Baudes. 


Ein neuer Satz iibcr die Pri mzablen. 

1) S. 12, Z. 7. Ilier ist eingeschaltet: „vom Zeichen abgesehen 44 . 

2) S. 16, Z , 24. Im Original stein 
(2+^)-(2+2/) ( ^ v (2+^)- (g+y) 

— 1 SUtt ^ (2-h^) 2+ y — 1 



Einfacbe Construction der Tangentc an die allgemeine Lemniskate. 

Es musste gesetzt werden 

3) S. 21, Z. 23 ME statt MC, 

4) S. 21, letzte Z. d-\-c statt d-\-b 7 

5) S. 22, Z. 13 h 2 Cc 2 statt h 2 >c *. 

Aufgaben und Lebrsatze. (S. 27.) 

6) Die Aufgaben (2, 3) sind in der Abhandlung No. 12, die Aufgaben (4, 5, 6, 7) 
in der Abhandlung No. 16 dieses Bandes erledigt. 


Aufgaben und Lebrsatze. (S. 35.) 

7) Der Beweis der Lebrsatze (6, 7, 8) findet sieh in den spateren Abhand- 
1 ungen iiber Maximum und Minimum (No. 16 und 17 dieses Bandes). 

Aufgaben und Lehrsatze. (S. 43.) 

8) Auch in Betreff dieser Satze und Aufgaben ist auf die in (7) genannten 

Abhandlungen zu verweisen. . . 

Der auf S. 44 gegebenen, auf das Dreieck sich beziebenden Tabelle bat btemsr 
eine analoge, liandscbriftlich erlialtene und von Herrn Geis&r mir mitgetheille Ta- 
belle fur das ebene Viereck hinzugefiigl: 
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„Im ebenen Viereck ABCD (Taf. XXIII Fig. l) S eien 1 2 q a a - c 

(34) ’ (41) d ‘ e V ° n ilme “ ei 'ngeschlossenen’winkel; manTagt 

™ " ler dcr Si 

i} 1 ’ 2 ’ 3 ’ 4 ' Losung: (12) + (34) = (23)+(41) 


2) 1 — f— 2 — J— 3 — (— 4 

3) (12), (23), (34); [(41)]) 

und 1 — j — 2 — | — 3 — j — 4 ( 

4) 1, 2+3+4 

5) (12), 1+2+3+4 

6) 1, (41), 2 + 3+4 

7) 1, 2, (34), 3+4 


8) 1, 3, (12), 2+4 

9) *1, 4, (12), 2+3 

10) 1, (12)+(41), 2 + 3+4 

11) (14), 2+3+4 


(12)=(23) = (34) = (4i') ; 1 
1 +3 = 2+4 

(12) = (41), (23) = (34); 2 


-2=3=4 


1 =2, 3 = 4; (23) 

2 = 3, (23) = (34) 

(12)+^(34) = 4 


3 = • 
(34) = (41) 


(23) = (34) 

( 34 )= LAGBA-L CAD*) 

(12) = (41), 2 = 4 
(34) + (23) = 2(12), 2=3.“ 
Z n |( A y°i lLe W vors ‘ehender Tabelle fmdet sich nocli folgendes Beiblalt- 
(T-.f XX II R F fe , 10r ' S 7 angeWaudt ergiebt foI « ende Auflosung. Daniil, ein Viereck 

GreLen L’ Sd 2) b > s = ^ *■ ? mdglich sei, muss cp zwischen zw 

Grenzen cp J und <p 3 emgeschlossen sein, d. h. es muss <p, < cp < cp , ein X 

diese von a, b, s, a abhangigen Grenzeu cp. und cp belrifft so eroS-An c ;'.i r 

| leiC Tt l dU1Ch ReClmU “ S als durch constructive Betrachtuugen weshalb 
ich nnch bei der Beslimmimg derselben nicht aufbalte. ° s a j 

Dies vorausgesetzt, kommt bei der Maximumsfrage alles darauf au, ob 
unter cp, , zwischen cp, und cp 2 , oder fiber cp, licgt. 

Im ersten Falle findel das Maximum slati fur cp — cp, . 

» 2Weile “ „ » ■ „ ,, „ „ <p = JL 

„ dritten „ 

” ” ” » •> <p = <p 3 . 

Nimmt man z. B. s = 2«, a — b, a = ~ 
a tu 

unter cp, liegt, so findel das Maximum ffir cp = 


a 

~2 


<Pi = 


da 


a 

T : 

TC 
2 1 


?a — w, und 


= 9i : 


■ stall. w 


„Man ldappe das Dreieck JljBC urn dip r>n . 

El" Vv i 

^ 2 -o 3 6j, ^4 2 i3 2 <7 2 zum Vorschem kommen, von denen ie 7 wpi anfiml, V 1 ; 

Xd?„rr md , ”»«“« t and 

Z, aT r 77r K ‘tT b “» d “ " a " k " 1,|,en 

„ o „'r v’ *■ *•’ “>W 3 > “3^3X4 > a 4 P 4 T< > und zwar liegcn die Puncte 

W eWer GeradeD ’ S ° daSS die Strecke «-«, gleich dm dop- 


*) Man denke sich in der Figur die Diagonal AC gezogen. 
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pelten Um fange des Dreiecks apY ist. Wenn nun abc irgend ein anderes, dem 
Dreieck ABC eingeschriebenes Dreieck isl, das bei den auf einander folgenden Um- 
klappungen successive die Lagen ab l c v ap x c^ a 2 & 2 <? 2 , ap z c v a 3 5 3 6‘ 4 , a 4 $ 4 <? 4 an- 
nimmt , so ist die aus geradlinigen Strecken zusammengesetzte gebrochene Linie 
ab^a^c^ dem doppelten Umfange von abc gleich. Da aber BC und B 2 C 2 pa- 
rallel und die Strecken aa-f-a 4 a 4 einander gleich sind, so ist der doppelte Umfang 
von c ^ er Geraden aa A gleich und demzulolge kleiner als der Zug ab x c 2 ap z c^a v 
oder kleiner als der doppelte Umfang von abc“ 

Maximum und Minimum des Bogens einer beliebigen Curve im Ver- 
haltniss zur Abscisse oder Ordinate. 

9) Hier musste gesetzt werden: 

S. 55, Z. 10 spitz statt stumpf, 

S. 57, Z. 9 v. u. s 1 statt s, 

S. 57, Z. 2 v. u. s 0 statt s l9 

S. 57, Z. 1 v. u. C^is * j statt 

Aufgaben und Lehrsatze. (S. 65.) 

10) In Betreff dieser Aufgaben und Lehrsatze ist auf die Abhandlung No. 12 
d. B. zu verweisen, in der sie grosstenlheils erledigt werden. 

S. 71. Die unter No. 13 gegebenen Satze enthalten w r esenlliche Unrichtig- 
keiten. Vgl. die Schlussbemerkung. 

S. 73, Z. 18 ist in dem Ausdruck von T 

+#(2a — of ) (tc — 2a) statt — %(2a — £G)(jz — 2a) 

gesetzt. 

Einl'ache Beweise der isoper imetrischen Hauptsatze. 

S. 80, Z. 2 ist Inhalt statt Umfang, * 

S. 80, Z. 3 ABAB — A BCD statt BA+AB = BC-+-CD 
gesetzt worden, welche Veriinderungen von Steiner selbst herriihren. 

Ueber den Punct der kleinsten Entfernung. 

11) Zu dieser Abhandlung findet sicli in den hinterlassenen Papieren Steiner 1 s 
die folgende Notiz: 

„Um die Eigenschaften des Punctes dessen Ahstande a, b 7 c von drei ge- 
gebenen Puncten A, B, C zusammen ein Minimum sind, zu erforschen, hat man 
das gleicbseitige Dreieck zu betrachten. 

Es sei (Taf. XXIII Fig. 3) §1236 ein gleiehseiliges Dreieck. Aus einem be- 
liebigen innerhalb desselben liegenden Puncte M Lille man Perpendikel MA = a, 
MB = b, MC=e auf die Seiten, so ist bekanntlieh die Sunnne dieser Perpen- 
dikel constant, jener Punct M. mag sein, welcher er will, so dass also, wenn 
aus irgend einem anderen Puncte N die Perpendikel a, p, y gefallt werden, imrner 

a-hb-hc = aH-p+Y 

ist. Zieht man nun aus N nach den Fusspuncten A, B, C der ersten Perpen- 
dikel die Strahlen a x , b x , c v so sind diese beziehlich grosser als die Perpendikel 
a, p, y> daher i st auch stets 

uA~b~\~c ®iA~b l ~\-c l . 

Daraus wird geschlossen: Sielit man die Puncte A, B y C als gegeben an, 
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so ist M ihrPunct kleinster Entfernung, d. h. so isl die Summe der Eulfernungen 
des Punctes M vou jeuen drei festen Puncten kleiner als die Summe der Absliinde 
jedes anderen Punctes N von denselben. 

Da die Strahlen abc auf den Seiten des gleichseitigen Dreiecks 212SE senk- 
recht stehen, so bilden sie miteinander gleiche Winkel, so dass 

Z. (jib) = (be) === (ccl) = 4fR — J-tt. 

Und da der Punct M innerhalb des Dreiecks ABC liegt, so ist also jeder Winkel 
des lelzteren kleiner als fR. Ans allem folgt der nachstehende Satz: 

Der Punct kleinster Entfernung M von drei gegebenen Puncten 
i 4 T> • den Ecken eines Dreiecks, von dessen Winkeln jeder kleiner 
als ■$. R ist, hat die Eigenschaft, dass die aus ihm nach den drei 
Puncten gezogenen Strahlen a, b, c mit einander gleiche Winkel bilden 

so dass jeder jfR ist. Und umgekehrt: 

Laufen aus einem Puncte M drei Strahlen a, b, c, die mil einander 
gleiche Winkel, jeder $R, bilden, und nimmt man in diesen Strahlen’ 
drei behebige Puncte A, B , C an, so ist jener Punct M allemal Punct 
kleinster Entfernung von diesen drei Puncten. 

Der Beweis folgt indirect aus der vorangehenden Betrachtung, durch Her- 
stellung des gleichseitigen Dreiecks §123(5. Audi ist fur den ersten Theil des 
Salzes der Punct M leicht zu construiren. Beschreibt man fiber den Seiten des 
gegebenen Dreiecks ABC Kreisbogen, deren Periplieriewinkel fiber den resp. Seiten 
= fJi sind, so schneiden sich dieselben im Puncte M. 

kt insbesondere ein Winkel des gegebenen Dreiecks ABC, etwa Winkel A 
$R, so lallt der Punct M mit dessen Scheitel A zusammen, was auch noch 
aus der vorstehenden Betrachtung folgt, wenn namlich der Punct M in der Seile 
. , des gleichseitigen Dreiecks §133(5 angenommen wird. — Wie aber geslaltet 
sich der Satz, wenn ein Winkel des durch die drei gegebenen Puncte ABC 
bestimmten Dreiecks grosser ist als Auch in diesem Falle ist dcr Scheitel 

des stumpfen Winkels zugleich der Punct kleinster Entfernung. Indessen ist der 
Uiarakter des Minimums nicht mehr im strengen Sinne vorhanden. Da dieser Fall 
memes Wissens sich nirgends gehorig erortert fmdet, so mogen liier noch einige 
Kemerkungen folgen, die zu seiner Erlauterung beitragen werden. D 

n ■ T Vl w^' iCl ^ Cht der ° biffen BetracIltUD S d er Punct M ausserhalb des gleichseitigen 
Dreiecks §133(5, z. B. fiber der Seite §133 angenommen und wird ffir diesen Fall der Punct ' 
urch m 2 , werden ferner die aus ihm auf die Seiten. des Dreiecks gefalllen Perpendikcl 
durch a 2 , b r c 2 und deren Fusspuncle durch A.,, B 2 , C 2 hezeichnet, so hat man 
^2 I b, Cq — ^ — | — c. 

Dass unter diesen Umstanden M 2 nicht Punct kleinster Entfernung von den 
t rei Fusspnncten A v B 2 , C 2 sein kann, fallt in die Augen. Ebensowenig hat er 
die Eigenschaft, dass die Differenz a 2 A-b.—o 2 seiner Absliinde von jenen Puncten 
ein Minimum ist, was man nach der Analogic leicht vermulhen moclite. In diesem 
FaHe hat aber das Dreieck A.B.fi., einen Winkel C. v wclcher grosser als 4 R ist. 

Wird ferner der Punct M, in einem der drei Winkelraume ausserhalb des 
gleichseitigen Dreiecks §(33©, etwa im Raume ©j angenommen, so ist 

;<z 2 by ■ — &-\~b-\~Cy 

und der Punct M ? hat die Eigenschaft, dass die Differenz c — a — A ein Minimum 
ist, wenn man die Fusspuncte A 2 B.fi. z als gegehen annimmt. Dabei schneiden die 
strahlen a 6 , c 3 einander ebenfalls unter gleichcn Winkeln von \R oder IR; das 
ureieck A,,B 2 C 2 aber ist spitzwinklig und namentlich ist dessen Winkel C <ZR. 
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Zur Verallgemeinerung des gefundenen Resultates client cler 

Hiilfssatz. Fallt man aus irgend einem Puncte P in der Flache eines be- 
liebigen, aber gleichseitigen Vielecks auf dessen Seiten Lothe, so ist die Suinme der 
letzteren constant, wo man auch jenen Punct annehmen mag; sie ist gleich clem 
Inhalte des Vielecks, dividirt durch eine Seite desselben. 

Man zieht aus ihm die 

Folgerungen: 1) Der Punct P ist in Beziehung auf die Fusspuncte der aus 
ihm gefallten Perpendikel der Punct der kleinsten Entfernungen von cliesen letzteren. 
Denn fiir jeden anderen Punct JP 1 ist die Summe der Lothe gleich gross, mithin die 
Summe der Schragen von P x nach den ersten Fusspuncten grosser, weil jede Schrage 
als Hypotenuse grosser ist als das zugehorige Loth aus P^ 

2) Da ferner die Winkel, welche die Seiten des Vielecks mit einer beliebigen 
Geraden G bilden, so beschaffen sind, class die Summen ihrer Sinus sowohl als der 
Cosinus gleich 0 ist, so fmdet dasselbe fiir die Winkel statt, welche die Gerade G 
mit den Lotlien aus P bildet. Es gilt, also der Satz: 

Sind in einer Ebene n Puncte gegeben, so ist der Punct der klein- 
sten Entfernung von ihnen so beschaffen, dass die Strahlen, welche 
ilm mit jenen n Pune ten verbinden, mit jeder beliebigen G era den solche 
Winkel bilden, von welchen die Summen sowohl der Sinus als der 
Cosinus = 0 ist. 

Der Satz kann auf den Raum ausgedehnt werden (wobei Polyeder mit Seiten- 
flachen gleichen Inhalts auftreten), desgleichen auf die Kugelflache, und ausserdem 
ist es mogiich, ihn von einer scheinbaren Beschrankung der Giiltigkeit zu beireien.“ 

Vom Kriimmungssch werpunct ebener Curven. 

12) S. 127, Formel (61.) rnusste 

;•+ U n ) statt U x - h U 2 - 1 U n 

stehen. 

S. 137 Z. 2 ist 

— |—s^ statt s 


gesetzt worden. 


Ueber Maximum und Minimum u. s. w. 

Erste Abhandlung. 

13) S. 187 Anmerkung. 

Diese Anmerkung findet sich ebenfalls in der im Liouville' schen Journal ver- 
offentlichten franzosischen Uebersetzung der femer’sehen Abhandlung, fehlt aber 
in der spateren Reproduction derselben im Orelle'&d'im Journal, die vielmehr an 
ihrer Stelle die folgende Notiz enthalt, durch welche das Historische iiber den Hiilf- 
satz (9.) des §. 8 richtig gestellt wird: 

„Voyez le Tome II, p. 45 du Journal de Mr. Crelle *)• — L’histoire de ce 
tlnSor^me pr^sente une singularity assez remarquable. Du k Lexell, ce theorems 
n’a et6 gynyralement connu que par les Elements de gdorndtrie de Legendre 
qui , tout en l’attribuant k Lexell ne le donne que d’une manure incomplete et 
parait avoir etd suivi par tous les auteurs qui en ont. parly aprbs lui. Ayant yty 
conduit dans le mymoire city k reconnaitre, que le petit cercle, lieu des sommets 
de tous les triangles equivalents construits sur la meme base, passe 
toujours par les deux points diamytralement opposes aux extremites 



*) Band I, S. 101 4 dieser Ausgabe. 
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de la base, je devais done croire que ce complement indispensable pour les ap- 
plications quej’avais en vue, n’biail pas connu, et je fus eon firm b dans cette erreur 
par tous ceux qui s’oceupbrent plus tard du memo sujet. Ce n’est que rbcemmenl 
que Mr. Lioumlle , qui avait rendu compte du present mdmoire h l’acaddmie des 
sciences de Paris, ayant eu Fidbe de recourir au mdmoire original de Lexell (Acta 
Petropolitana , 1781, I, p. 112) a reconnu que la proposition dont il s’agit y est 
enoncee d’une manure complete, et dbmontrbe de deux manures diffdrentes. On 
ne saurait deviner ce qui a pu porter Legendre k mutiler le thdorfcme donnd par 
Lexell et Ton doit etre d’autant plus surpris que cette circonstance soil reside 
S p 77 f 01 7 ^ tem ^ S ina PP er C ue > c I ue la menie proposition a fait le sujel d’un mdmoire 
d Luler (Nova acta Tom. X.) ou elle se trouve dbrnontrbe d’unc manibrc Lrbs 616- 
gante et purement gbomdtrique. J’ajouterai que la demonstration donnbe par cet 
illustre gbomblre a beaucoup d’analogie avec celle que j’ai indiqube lors de la pre- ‘ 
lmere publication du present mdmoire dans le Journal de Mr. Liouville et qui est 
iondbe sur des considerations qui appartiennent k la gbombtrie k trois dimensions.* 

. 8 * 203 ; Z * 18 v * u * Wenn cler ldeiner vvird als die Kreisllaebe, 

deren Umfang gleich dem gegebenen Cogen ist, so giebt es nur noch ein spitz- 
winkliges Segment, wonach die Bemerkung (I) elwas zu modiliciren ist. 


Ueber Maximum und Minimum u. s. w. 

Zweite Abhandlung. 

15) S. 249, IV, 2. Stau „kleinsten Inhall“ stein sowohl iu Stainer's Manu- 
benpt als in der franzosischen Uebersetzung „grosslen Inhall“. Dies berubt a her 

auf ei “ e “ mhum * mdem ein Dreieck unter den ina Salze angegebenen Bediugungen 
emen behebig grossen Inhalt haben kaun. g 

... , Es s ® ie “ °>, b > c die Seiten des Breiecks, T der gegobeue, der Seile c geiim- 
Dann'ift eilde Wmkel desselben > und d der gegobeue Werlli der Difl'erenz (a-\~b)—<i. 

c'^a'+b'-toAcoi^a+by-Aabcn'Z- = < c -M)*_4«wX , 


(c+d) 2 


(2c~\~ d)d 

T 


a-{-b = c-jrdy (< a — b) 2 - 


c 2 — (c-hd) 2 sin a J 


Hiernach muss 




(c— j— d) sin 




•id J 8i,T“,d» h " mTi k r ■ isi n,so ,tr "» « 
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Inhalt des Dreiecks entspricht, und dass ein Maximum dieses Inhalts gar nicht statt- 
findet. 

Setzt man in clem Ausdrucke von c 2 


so ergiebt sich 
Oder, wenn 


a = a-\-b — d : 


4a5cos 2 -~ = 0, 

JL 




COS 


2 T 


, l — -I- - 


COS* 


gesetzt wird, 

(a — k)(b — k ) = Z 2 . 

Unter den dieser Relation geniigenden Werthsystemen 
in denen a — b ist, namiich 


und 


a — k — f— 1 : b = k — j— Z 


a, 


b 


giebt es nun zwei, 


a — k — lj b = k — l, 

wobei zu beachten, (lass k^>l ist. Hat man nun gefunden, dass unter den in 
Rede stehenden Dreiecken das gleichschenklige den kleinsten Werth von c, also 
auch den kleinsten Werth von a+b giebt, so kann man zu clem Schlusse verleitet 
werden, dass die den Wink el 7 einschliessenden Seiten des genannten Dreiecks 
gleich ( k — Z) seien. Es ist aber 


ah — a 




Pk 

a—k ; 


die erste Ableitung dieses Ausdruckes von ab verschwindet fur a — k — Z L und 
die zweite ist fiir denselben Werth von a negativ, der Werth von ab also fur 
a— l — k , b — l — k ein Maximum. Daraus wiirde dann folgen, dass fiir das 
Dreieck, in welchem a — k — 1, b — k — l, nicht nur die dritte Seite ein Mini- 
mum, sondern zugleich der Inhalt ein Maximum sei, wie im Steiner'schm Texte 
steht. Der Widerspruch zwischen diesem Resultat und dem vorher festgestellten 
klart sicli dadurch auf, dass die beiden Gleichungen 

«+& — c — d, 
c 2 = a 2 +Z> 2 — 2a&cos7, 

wenn man a — k — l, b — k — Z nimmt, nur dann mil einander zu vereinigen sind, 
wenn man der Grbsse c einen negativen Werth giebt. Denn es ist 


2 (k—l) 

und daher 




c — a+b — d 
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durch welchen Werth von c zugleich die zweite der vorstehenden Gleichungen befriedigt 
wird. Das Dreieck, in welchem a = k — l, b—k — l , geniigt also nicht der 
Bedingung, dass die Differenz zwischen der Summe der Seiten a, b und der dritten 
Seite des Dreiecks gleich d sein soli. 

Moglicherweise ist Steiner durch den angegebenen oder einen ahnlichen febler- 
haften Schluss zu der falschen Aussage seines Satzes verleitet worden. 

Uebrigens findet sich diese Aussage bereits an einer fruheren Stelle, S. 44 
d. B. in der Tabelle unter Nr. 19, so dass sie in der That auf einem wirklichen 
Versehen zu beruhen scheint. 

16) S. 253, Z. 20 v. o. Hier hatte Steiner ira Manuscript einen Satz (III.) 
stehen, der folgendermaassen lautet. 

„III. Ist ferner insbesondere C— 2?t, so fallen die Seiten CA und C T auf 
einander und der Satz heisst: 

Sind alle Seiten a> b, c . . . eines Vielecks gegeben , so ist sein Inhalt ein 
Maximum, wenn alle Ecken von einem Puncte C gleich weit abstehen, d. h. wenn 
es einem Kreise eingeschrieben ist. 44 

Steiner hat nachtraglich diesen Satz, obwohl er richtig ist, gestrichen, mil 
der Bemerkung: „Dies folgt, streng genommen, nicht* denn T brauchen nicht . 

auf einander zu fallen/ 4 Mir scheint gleichwohl Steiner's Schlussweise wold be- 
griindet zu sein. 

17) S. 253, Z. 6 v. u. Hier steht in Steiner’s Manuscript noch der von ihm 
aus demselben Grunde, wie der vorstehende, gestrichene Satz: 

■ III. Ist der Umfang s eines m-Ecks gegeben, so ist der Inhalt ein 
Maximum, wenn es gleichseitig und einem Kreise eingeschrieben, d. h. 
wenn es regelmassig ist.“ Dagegen ist 

18) S. 254, Z. 16 v. o. der hieraus abgeleitete Satz (8, III.) stehen geblieben, 
zu dem sich die folgende Randbemerkung Steiner's findet: 

„Da die vorigen Satze gestrichen sind, so fehlt diesem der Grund. Man hilft 
sich aber durch den Satz (L), indem gezeigt wird, dass keine Linie £ = $ die 
Schenkel von C verbinden und so grossen Inhalt begrenzen kann wie der Kreisbogen. 
Oder, wird jn L ein Punct P angenommen, so muss immer 

CP = CA — CT 

sein. Dann folgt der Satz (II.) und weiter der Satz (III.)/* 

19) S. 254, Z 8 v. u. An dieser Stelle findet sich in Steiner 7 s Manuscript 
die spater hinzugefiigte Randbemerkung: 

„Auf diese Weise scheint sich der Hauptsatz durch den Fundamentalsatz vom 
rechtwinkligen Dreieck allein ableiten zu lassen, wofern zunaclist aus ihm der Satz 
fiber das Viereck, dessen Seiten gegeben sind, abgeleitet wird/ 4 (Dabei wird in 
BetrefF des Beweises des letzteren Satzes auf JR,. Simson verwiesen.) 

20) S. 277, Z. 2 v. o. Hier hat Steiner seinem Manuscript die folgende 
(vom 16. Juli*'1847 datirte) Bemerkung hinzugefiigt : 

»Heute erscheint mir diese Darstellung schlecht. Der Satz, dass die Seiten- 
flache o jedes schiefen Prismas gleich a [3.P ist, ist wichtig, muss hervorgehoben 
und unterstrichen werden. Der Beweis ist, wie ich jetzt einsehe, so zu fiihren; 

Sei die Saule auf A senkrecht. Aus den Mitten der Seiten (i b ) von B seien 
Perpendikel gefallt auf A , oder auf die Seiten (a) von A. Dann ist die Seitenflache 

S = 2 (pa). 
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Nun ist a der Schwerpunct der Mitten von a mil Gewichten a . Daher ist die 
aus a mit den Geraden p parallel gezogene Gerade a (3, multiplicirt mit der Summe 
aller a, d. h. mit P, gleich 2 (pa) gleieh S, Oder 

ap . 2 (a) = 2 (pa). 

Mag sich daher B um den festen Punct (3 drehen, wie es will, so ble'ibt S con- 
stant. Und wird B auf einen Augenblick senkrecht zu der Saule angenommen 
und A um a gedreht, so bleibt S wieder constant, daher auch wenn A und 
B beide schief sind.“ 

21) S. 305. Zu der die No. 72 begleitenden Note findet sich in Steiner's 
Nachlass die folgende Ausfiihrung: 

„Zu diesen Ausnahmen gehoren z. B. , wie ich bereits an einem andern Orte 
angegeben babe*), folgende zwei : 1) wenn von den drei Winkeln a, (3, y zwei rechte 

TC TC 

sind, und 2) wenn der eine gleich — und jeder der iibrigen gleich — ist. Ausser 

diesen zwei Fallen hat nun Herr Stud. Clausius noch zwei andere gefunden und 
zugleich gezeigt, dass weiter keine anderen mdglich sind. Seine Falle sind: 3) wenn 

, TC TC TC . TC TT TC 

die Winkel — , — , — , und 4) wenn sie — , — , — betragen. 

2 3 4 zoo 

In diesen vier Fallen ist die Zahl der Symmetralebenen und ihre Beziehung 

zu einander folgende: 

TC 

1) Es seien von den drei Winkeln a, (3, y zwei rechte, etwa oc = [3 = — 

und der dritte y beliebig. Ist dann 1) y mit tc commensurabel, y : tc = 1 : m, 

so finden im Ganzen m-f-1 Symmetralebenen statt, namlich Z und ausserdem m, die 
durch die Gerade z gehen. Und ist 2) y mit tc incommensurabel, so ist jede durch 
Z gehende Ebene eine Symmetralebene, so dass z eine Syrametralaxe ist und Znoch eine 
besondere Symmetralebene. Im Falle 1) ist der Korper in seiner einfachsten Gestalt 
ein regelmassiges m-seitiges Prisma oder eine regelmassige symmetrische ‘m-seitige 
Doppelpyramide, und im Falle 2) ein gerader Cylinder oder ein gerader sym- 

metrischer Doppelkegel. 

2) Wenn die Winkel a, [3, y beziehlieh — , sind, so hat der 

Korper im Ganzen 6 Symmetralebenen, die sich zusammen in einem Puncte C 
• tc 

und einzeln zu zweien in 3 Geraden (r 2 unter Winkeln und zu dreien in 

TC 

4 Geraden Gr z unter Winkeln — schneiden. Die einfachste Gestalt des Korpers ist 

ein regelmassiges Tetraeder. Denkt man sich um den gemeinschaftlichen Punct G 
der sechs Symmetralebenen eine Kugelflache beschrieben, so wird diese von jener 

TC TC TC 

in 24 gleiche Dreiecke zerlegt, deren jedes die gegebenen Winkel — , — , — 

hat; um 6 Puncte P 2 liegen um jeden 4, und um 8 Puncte P 3 liegen um jeden 6 Drei- 
ecke; die Puncte riihren beziehlieh von den 3 Geraden und den 4 Geraden h er - 

3) Wenn die Winkel — , ~ sind, hat der Korper im Ganzen 9 Sym- 

2 3 4 

metralebenen , die sich zu 2 in 6 Geraden (r 2 , zu 3 in 4 Geraden Gr 3 und 


e ) Einfache Beweise der isoperimetrischen Lehrsatze (S. 91 dieses Bandes). 
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zu 4 in 3 Geraden G i schneiden. Die einfachsten Formen des Korpers sind der 
Wiirfel und das regelmassige Oktaeder. Die um den Durchschnittspunct C der 
Ebenen beschriebene Kugelflache wird von denselben in 48 gleiche Dreiecke getheilt, 
welclie die gegebenen Winkel haben. Sie bilden ein Netz von 26 Puncten; um 12 
derselben liegen um jeden 4 Dreiecke, um 8 um jeden 6, und um 6 um jeden 
8 Dreiecke. 

4) Wenn die Winkel sind, so hat der Korper im Ganzen 

15 Symmetralebenen , die sich zu 2 in 15 Geraden A 2 , zu 3 in 10 Geraden A 
und zu 5 in 6 Geraden A s schneiden. In seiner einfachsten Form kann der Korper 
ein regelmassiges Dodekaeder oder ein Ikosaeder sein. Die Kugelflache C wird von 
den 15 Symmetralebenen in 120 gleiche Dreiecke mit den gegebenen Winkeln zer- 
schnitten, die ein Netz von 62 Puncten bilden, welche von den Geraden G 2 , G , G 
herruhren; namlich um 30 Puncte P 2 liegen die Dreiecke zu 4, um 20 J Punct , e p 6 
zu 6, und um 12 Puncte P 5 zu 10. 3 

Ueber die drei Systeme (2), (3) und (4) sind ferner folgende Eigenschaften 
anzugeben : 

System 2. Wird hier irgend ein Punct a angenommen, so entsprechen ihm 
zunachst vermoge der 6 Symmetralebenen 6 Puncte; diesen wieder, vermbge der- 
selben Ebenen, 18 Puncte (mit Einschluss von a), so dass also im Ganzen 24 Puncte 
a in Betracht kommen, welche in Riicksicht der sechs Ebenen einander entsprechen. 
Die 24 Puncte haben solche Lage: 

a) dass sie in einer Kugelflache C liegen und zwar homologe Puncte in den 
oben genannten 24 Dreiecken sind; 

(3) dass 8-mal 6 in einer Ebene liegen; die 8 Ebenen bilden ein regelmassiges 
Oktaeder und zerfallen in zwei Abtheilungen von 4 und 4. Die 4 Ebenen jeder Ab- 
theilung enthalten zusammen alle 24 Puncte und bilden ein reguliires Tetraeder. Ferner 
liegen die Puncte zu 4 und 4 in 6 Ebenen, und diese bilden einen Wiirfel; die 
durch je 4 der Puncte bestimmten Vierecke sind Rechtecke; diese 6 und die vo- 
rigen 8 Ebenen begrenzen einen Korper, der die 24 Puncte zu Ecken hat, und dessen 
Flachen 6 Rechtecke und 8 Sechsecke sind. Die 8 Sechseckebenen sind paarweise 
zu den 4 Geraden G z senkrecht und somit unter sich parallel, die 6 Rechteck- 
ebenen sind paarweise zu den 3 Geraden G 3 senkrecht und mi thin eben falls unter 
sich parallel. 

Eme Ebene schneidet das ganze Symmetralsystem in einem vollslandigen Viereck. 
Die Ecken desselben (P 3 ) stammen von den 4 Axen A z , und die Durchsehnilts- 
puncte der Gegenseiten (P 2 ) von den drei Axen G % her. Die Ebene wird durch 
die Seiten des Vierecks in 18 Theile getheilt, wovon 6 begrenzt sind. Die 24 Puncte 
a liegen in 12 durch C gehenden Strahlen, diese treflen die Ebene in 12 Puncten a* in 
jedem der 6 begrenzten Theile liegt einer, und die andern fallen in 6 der 18 un- 
oegrenzten Theile. Die 12 Puncte a haben bestimmle harmonische Abhangigkeit 
von einander in Riicksicht der 6 Seiten 'des Vierecks, so dass mit dem einen die 
11 anderen gegeben sind; die Construction ergiebt sich z. B. mittelst der 6 Puncte 8, in 
welchen die Ebene von den 6 Strahlen h geschnitten wird, die in 6 Y auf den 6 W 
metralebenen senkrecht stehen. Diese sechs Strahlen sind den Kanten des regel- 
massigen Tetraeders, welches durch das System bestimmt wird, parallel; sie liegen 
also zu 3 m 4 Ebenen (sind deren Durchschnitte) und schneiden sich unter Winkeln 

~ und ausserdem noch paarweise unter Winkeln Im Ferneren sind die Strahlen 

b identisch mit den Kantenaxen des Wurfels und des Oktaedcrs, aucl) sind sie die 
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Polarlinien der 6 Symmetralebenen, auf denen sie senkreeht stehen; ebenso sind die 
6 Punete p (oder das vollstandige Vierseit, dessen Ecken sie sind) die Pole der Seiten 
des vorgenannten Vierecks. Die 4 Ebenen, in welchen die 6 Strahlen i zu 3 liegen, 
stehen auf den obigen 4 Axen oder Geraden Gr z senkreeht; letztere sind beim Wiirfel 
die Eckaxen und beira Tetraeder die Flachenaxen ; die 3 Geraden 6r 3 sind beziehlich 
das Umgekehrte. , ’ 

System 3. Eine Kugel um C wird bier in 48 gleiche Dreiecke mit den 
gegebenen Winkeln getheilt; um 6 Punete P liegen die Dreiecke zu 

2 a 4 

8, um 8 Punete P 3 zu 6 und um 12 Punete P 2 zu 4; diese Punete kommen von 
den Geraden Cr 2 , (r 3 , Cr 4 her. Jeder angenommene Punet a gehort zu einem 
System von 48 Puncten, welche einander in Bezug auf die 9 Symmetralebenen ent- 
sprechen, allemal in einer Kugelflache liegen und homologe Punete in den 48 Drei-. 
ecken sind. Gemass den 26 Puncten P 4 , P 3 , P 3 liegen von den 48 Puncten a: 
a) 6-mal 8, (3) 8-mal 6 und y) 12-mal 4 in einer Ebene. Die 6 Ebenen (a) 
bilden einen Wiirfel, die 8 Ebenen (P) ein Oktaeder und die 12 Ebenen (y) ein 
Bhombendodekaeder. Ferner: die (a) bilden mit den (p) einen 14-Flachner, be- 
grenzt von 6 Quadraten und 8 regelmassigen Dreieeken, die (a) mit den (y) einen 
18-Flachner (6 Quadrate und 12 Secbsecke), die (P) mit den (y) einen 20-Flachner 
(8 Dreiecke und 12 Secbsecke) und endlich die (a), (p), (y) zusammengenommen 
einen 26-Flachner (6 Achtecke, 8 Sechsecke und 12 Vierecke). Damit hat man 7 
verschiedene Polyeder erhalten. 

Die Ebenen (P) und (y) kbnnen abwechselnd und nur zur Ilalfte genommen 
werden (Hemiedrie). 4 Ebenen (P x ) bilden das Tetraeder, 6 Ebenen (y x ) das 
Hexaecler; die 4 Ebenen (P 4 ) mit den 6 Ebenen (a) eine vorkommende Krystall- 
gestalt, ebenso (yj mit (a); (fj mit (0,); (?,), (','J und (a); (ft) mit (y); 
(?) mit (Ti): (?J mu (a) und (y); (yj mit ((3) und (a). 

Die 9 Symmetralebenen zerfallen in 2 Abtheilungen von 3 Ebenen A und 
6 Ebenen B. Wird insbesondere der Punet a in einer Ebene A angenommen, so 
entstehen nur 24 Punete a; gemass den Puncten P 4 , P 3 liegen 6-mal 4 und 8-mal 
6 in einer ifbene a oder p; diese Ebenen bilden einen Korper, begrenzt von 6 Qua- 
draten a und 8 Sechsecken p. Wird a in einer Ebene B angenommen, so kann 
es auf zwei Arten gesehehen: zwischen P 3 und P 3 oder zwischen P 3 und P 4 ; 
in beiden Fallen giebt es 24 Punete a. Im ersten Falle liegen 6-mal 8 in einer 
Ebene a und 8-mal 3 in p, die 12 Ebenen y verschwinden wie vorhin. Im 
zweiten Falle liegen 6-mal 4 in a, 8-mal 3 in p und 12-mal 4 in y. Fallt 
endlich a in P 3 , so giebt es nur 12 Punete a, und sie liegen 6jinal 4 in a und 
8-mal 3 in p ; diese 6+8 Ebenen a, p bilden einen Korper, der ein enteckter 
Wiirfel oder ein entecktes Oktaeder 1st. 

Die unter den 48 spharischen Dreieeken liegenden ebenen Dreiecke bilden den 
48-Flachner (Hexakisoktaeder). An jeder Kante P 3 P 4 liegen zwei Dreiecke, die 
zwei Punete P 2 zu Spitzen haben; lasst man die beiden P 3 sich gleichmassig 
heben, bis die Dreiecke in einer Ebene liegen, so bilden sie ein gleichschenkliges 
Viereck P a P 3 P 4 P 2 ; die kleineren Schenkel liegen an P 3 , die grosseren an P 4 . 
Dadurch entsteht ein Krystall mit 6, 8 und 12 Ecken P 4 , P 3 und P 2 und mit 
24 Flachen g, welche gleichschenklige Vierecke sind ; er ist nicht mehr einer Kugel 
eingeschrieben, wohl aber umschrieben. Das System der 24 Grenzflachen g 7 mit den 
friiheren combinirt, giebt verschiedene vorkommende Krystallformen. 

Lasst man ferner je zwei Dreiecke, die an eine Kante P 3 P 4 stossen, in eine 
Ebene fallen (in ein Dreieck ubergehen), so kommen. die Ecken P 2 in Kanten zu 
Steiner’s Werke. II. 47 
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liegen und verschwind en , so dass der Krystall 6 + 8 Ecken und 24 Dreiecke als 
Flachen hat (Tetrakishexaeder). Fallen je zwei Dreiecke an den Kanten P p in 
eine Ebene (in ein Dreieck), so verschwinden wieder die Ecken P 2 und es entsteht 
das Triakisoktaeder mit 6 sechskantigen und 8 dreikantigen Ecken und 24 drei- 
eckigen Flachen. — Fixirt man von den 8 dreikantigen Ecken 4 abwechselnde und 
halt ihre 12 Flachen fest, so werden diese gleichschenklige Vierecke, und der Krystall 
ist das Trapezo.iddodekaeder mit 14 Ecken (4 und 4 dreikantige und 6 vierkantige). 

System 4. In diesem System sind von den 15 Axen G 2 5-mal 3 zu ein- 
ander senkrecht. Namlich die Kanten des Dodekaeders stehen sich paarweise gegen- 
iiber und sind parallel; dabei giebt es 5-mal 3 Paare, die zu einander rechtwinldig 
sind, und ebenso die ihnen zugehorigen 3 Axen G 2 . Also lassen sich dem Dode- 
kaeder 5 Oktaeder einschreiben, deren Ecken in den Mitten der Kanten liegen. 

An jeder Kante K des Dodekaeders liegen 4 Flachen; zwei haben sie zu Seiten. 
Die der Kante zunachst liegenden Ecken oder Diagonalen in den 4 Flachen bilden 
ein Quadrat; die 6 Quadrate der 3 Paar zugeordneten Kanten bilden einen Wiirfel. 
Folglich lassen sich dem Dodekaeder 5 Wiirfel einschreiben, deren Ecken in den 
seinigen liegen; und folglich bilden die 10 Diagonalen des Dodekaeders 5-mal die 
4 Diagonalen des Wiirfels. 

Jede der 6 Axen G 5 steht auf zwei gegeniiberliegenden parallelen Flachen 
senkrecht; die Mittelebene zwischen den lelzteren geht durch die Mitten von 5 Paar 
Gegenkanten, also durch 5 Axen (? 2 , auf denen somit jene Axe G s senkrecht steht. 
Also liegen die 15 G 2 zu 5 in 6 Ebenen und sind senkrecht zu den 6 Axen (?,. 
(Da das regelmassige 5-Eck keinen eigentlichen Mittelpunct hat, so sind auch die 
G h keine ’eigentlichen Axen. — Sollte hierin vielleicht der Grund liegen, warum 
das Dodekaeder und Ikosaeder keine Krystallformen sind?!). — Wird das ganze 
System von Ebenen und Axen als Biischel von einer Ebene geschnitten, so geben 
die genannten 6 Ebenen 6 Gerade, die sich in 15 Puncten P 3 schneiden, welche 
den 15 Geraden G 2 entsprechen. In Bezug auf ein elliptisches Involutionsnetz sind 
von diesen 15 Puncten P 2 * 5-mal 3 einander polar zugeordnet, so wie die 15 Strahlen 
Gy Die 6 Axen G 5 geben 6 Punctp P 5 , welche die Pole jener 6 Geraden sind. 
In jedem elliptischen Involutionsnetz muss es demnach unendlich viele solcher ge- 
schlossenen Systeme von 5-mal 3 zugeordneten Puncten geben, wovofi jedes mit 
dem Dodekaeder oder Ikosaeder ubereinstimmt, resp. seine Natur andeutet und die 
gegenseitige Lage seiner Axen angiebt. Daher sind auch durch je drei zugeordnete 
Puncte die 4-mal drei iibrigen bestimmt, oder es fmden nur zwei verschiedene 
Systeme statt, was man am Dodekaeder leicht anschauen kann, indem die Kanten 
den Axen <r 2 parallel sind. Die Kante im Endpuncte einer Axe kann also in der 
•That nur zweierlei Richtung haben, die der einen oder anderen zugeordneten Axe 
parallel sein muss. (Wie sind aber die 4-mal drei iibrigen Puncte zu linden? — ) 

Ueber einige stereometrische S atz e. 

22) S. 316, Gl. (14) muss es heissen 

statt JPTy. 

S. 317, Z. 3 v. o. muss der Formel fiir k noeh hinzugefugt werden 

+17J T . 

Geometrische Lehrsatz'e. 

23) -S. 371, Z. 7 v. o. Nach Hesse (Crelle's Journal, XXVI, S. 175) liegen 
von den 27 Puncten P nicht 108-mat drei, sondern nur 81-mal drei in einer 
geraden Linie. 
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Satze iiber Curven zweiter und dritter Ordnung. 

24) S. 377, Z. 12 v. o. ' Die Gruppirung der 9 Osculationspuncte, 3 

ist keine andere wie der neuu Wendepuncte einer Curve dritter Ordnung; die vier 
Systeme K x entspreehen den syzygetischen Dreiecken, und von diesen hat bekanntlich 
eines drei, eines nur eine, und die beiden anderen gar keine reellen Seiten. Hier- 
nach wiirden die Steiner 7 schen Behauplungen einer Berichtigung bedfirfen. Dasselbe 
gilt von den S. 380 unter (III) stehenden Satzen, sovvie von der Behauptung, dass 
der Schlusssatz (2) auch umgekehrt gelte. 

Elementare Losung einer geometrisehen Aufgabe u. s. w. 

25) S. 417, Z. 8 v. u. Die bier angegebene Zahl (7776) von Kegelsclmitten, 
welch e fiinf gegehene Kegelsclmitte beruhren, ist nicht richtig, da uneigentliche Lo- 
sungen mitgezahlt sind ; sie ist vielmehr 3264. (Vgl. Clebsch-Lindemann, Vor- 
lesungen fiber analyt. Geometric, Band 1, S. 403.) 

Zu dieser Abhandlung fmdet sich in Steiner's Nachlass der folgende Zusatz: 

„§. II, 7, a. Mit diesern Satze stehen die nachfolgenden Aufgaben im Zu- 
sammenhange. 

1 ) Der Wink el a an der Spitze eines Dreiecks (Taf. XXIII Fig. 4) ist in fester 
Lage gegeben und ein Puuct a in der Grundlinie be ; letztere so zu bestinnnen, 
dass der Umfang ein Minimum vvird. 

Losung: Die Ilalbirungslinien der Winkel b und c und das Perpen- 
dikel in a auf be rafissen sich in einem Puncte A treffen. 

2) Um ein gegebenes Dreieck apy ein anderes abc vom kleinsten Umfange 
zu beschreiben. 

3) Ist ein beliebiges Dreieck abc gegeben, so giebt es ein bestimniles anderes 
a (3 7 , dem es umschrieben ist, so dass es unter alien demselben umschriebenen den 
kleinsten Umfang hat, und dieses Dreieck oc(3y ist leicht zu linden. 

4 ) Wenn die Grundlinie be eines Dreiecks abc (Taf. XXIII Fig. 5) in einer 
festen Geraden G , die Spitze in einer festen Geraden 11 liegen und die Schenk el 
ab und ae resp. durch zwei feste Puncte 7 und p gehen sollen , unter welchen 
Bedingungen ist dann der Umfang ein Minimum? 

Losung: Die Ilalbirungsstrahlen der Aussen winkel bei a und b iniissen sich 
mit dem Perpendikel in 7 auf ab in einem und demselben Puncte treffen; ebenso 
verhalt es sich fiir die andere Seite ae . Denn dadurch -ist auch in der Grundlinie 
be ein Punct a bestimmt, so dass abc als dem 0^7 umschrieben uberhaupt den 
kleinsten Umfang hat. — (Die Losung ist allerdings nicht allgemein, weil durch 
Annahme von G, II und p der Punct 7 schon bestimmt wird.) u 

Aufgaben und Lehrsatze. 

26) S. 442, Z. 3. llier heisst es in Steiner's Manuscript: „Fielen nur in 
jeden Wendepuhcl 8 der gedachten Puncte, so hlieben noch 132 eigentliche Lo- 
sungen iibrig; fallen aber 9 oder 10 in jeden, so finden nur 108 oder 84 eigent- 
liche Losungen statt.“ 

Neue B es timmungsar ten der Curven zweiter Ordnung. 

27) S. 454, Z. 3 v. 0 . Auch bier waren die beiden Falle zu unterscheiden 
gewesen. Im ersten Falle wird l bestimmt durch die Proportion 

l:AB = $:*(, 
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wahrend man im anderen Falle 


hat. 


l:AB = T :a 


s. 461, §. 6. Die Formeln fur X, X, , X 2 sind niclil richtig; sie miissen lantern 

V = 2ci ^-«« 2 +M 2 — W 3 ). 

Xjl == 2^5 (2ctl6& da 2 — t-bb 2 — be/ 2 ). 

S. 464 (Nr. 3). Diese Proportion muss heissen 

a 2 :|3 2 = yBiyA, 

wonach auch die iibrigen zu berieliligen sind. 

S. 466 Z. 6 V. U. Der Kreis Bf, ist gar nieht reel], da er von alien Geraden 
die durch A gehen, in imaginaren (Brenn-) Puncten gesehnitten wird. 

Allgemeine Betrachtungen iiber einander doppelt beriihrende 

Kegelschnitte. 

2 8 ) „ S -J 73 ’ Z - 5 v - u - Ge S cn das hier Gesagle ist zu bemerken, dass der 
ausserhalb Xj liegende Punct m nick Pol von X, in Bezug auf X sein kann 

weil X, Tangente von X 2 ist (vgl. S. 472, II, 2). Aus ahnlichen Grunden kann 
auch der Satz auf 

S. 475, Z. 19 v. u. nicbt richtig sein. 

S ‘ f 81 ,’ Auch hier § icbt es wie in 3 ) 1,11 r vier Losungen, wenn 

man in beiden Fallen die degenerirenden Kegelschnitte nieht mitzahlt. 

Allgemeine Eigenschaf ten der algebraischen Curven. 

29) S. 495, Formel (3). Hier musste , 

, — 2 ) statt 1 ) 

gesetzt werden. 

Ueber algebraische Curven, die einen Mitlelpunet hahen. 

30) S. 504, Z. 11 v. u. Hier ist 

v (v— j— 1) — 1 slatt v(v— {~-l) 

gesetzt worden, so wie 
S. 505, Z. 13 v. o. 

^ 4' m ( m +4) slatt 

M>— 1] statt b2)+l |. 

(Die unrichOgen Formeln scheinen auf einem hlossen Sclireibfeliler zu beruhen, die 
Ausdrucke m den Zeilen 16 und 17 auf S. 505 sind wieder 
S. 521, Z. 9 v. u., ist 

5ft statt R 

gesetzt. 

S. 537, Z. 15 v. o. musste 

J 9 in J 6 

geandert werden. 









Ueber die Doppel tangenten der Curve vierten Grades. 


31) S. 610, VII. Da durch 20 Puncle slets cine Curve fiinften Grades gelegt 
werdeu kann, so ist der hier aufgestellte Satz nichtssagend. Dasselbe gill von den 
Satzen (VIII, IX) auf S. 611. 

Zwei specielle Flachen vierter Ordnung. 

32) Die unter (I.) besprochene Flache ist diejenige, welche man gegenwartig 
die „Steiner’ sclie Flache 46 zu nennen gewolmt ist. Steiner halte sich mil 
derselben besonders wahrend seines Aufentlialts in Rom (1844) beschaftigt, und 
pfliegte deshalb von ibr als seiner „Romerflache“ zu reden, hat aber niemals etwas 
dariiber verbffentlicht. Es waren ihm namlich Zweifel dariiber geblieben, ob die 
Flache, wie er durch BetrachLungen, die ilnn selbst nichl geniigten, gefunden halte, 
wirklich vom vierten, und nicht etwa vom sechsten Grade sei. Moglicherweise 
namlich, meinte er, konne der Durchsclmitt der Flache mit jeder ihrer Tangential- 
ebenen aus zwei reellen und einem bestandig imaginiir bleibenden Kegelschnitt be- 
stehen, so dass die Flache, wie er sich ausdriickte, von einem „Gespenst“ begleitet 
ware. Dass er iiber diesen Punct mit den ihm gewohnten Betraehtungsweisen nicht 
in’s Klare zu kommen vermochte, verdross ilm so sehr, dass er lange Zeit sich 
nicht entschliessen konnte, einem Analytiker die Sache zur Priifung vorzulegen. 

I Erst etwa ein Jahr vor seinem Tode sprach er mit mir iiber seine Flache und er- 

| suchte micli, was er dariiber gefunden, analytisch zu veriliciren. Dies war nicht 

schwierig. Sind 

cpi = o, 9 a = 0, cp 3 = 0 

die Gleichungen clreier Flachen zweiter Ordnung, die durch sieben gegebene Puncte 
gehen, in gewohnlichen Coordinaten, so hat jede andere, durch dieselben Puncte 
gehende Flache gleicher Ordnung die Glei chung 

^i+^ 2 +v<p 3 = 0, * 

wo p,, v veranderliche Parameter bedeuten. Nach dem Satze, von welchen Steiner 
ausgeht — der iibrigens schon friiher von 0 . Ilesse ( Qrelle's Journal Band 18, 
Seite 110) gefunden und analytisch bewiesen worden war — gehbrt nun zu jeder 
solchen Flache in Beziehung auf eine gegebenen Flache und einen auf dieser- 
angenommenen festen Punct - A ein Pol; fiir die Coordiuaten (x, y , z) desselbeu 
ergeben sich Ausdriicke von der Form 

_ F 1 (K jx, v) _ F 2 (l, a, v) F 3 (X, [x, v) 

F(X, tx.v) ’ y ~ F(\, fx, v) ’ F(k, [x, v) ’ 

wo F \ F x , F 2 , F z ganze und homogene Functionen zweiten Grades von X, pt, v 
bedeuten, und es lassen sich dann aus diesen Ausdriieken die im Text angegebenen 
Eigenschaften der /Stemer’schen Flache mit Leichtigkeit ableiten. 

Steiner hat von dem, was ich damals fur ihn aufschrieb , keinen Gebrauch 
gemacht. Als aber nicht lange nachher mein Freund Rummer bei einer Unter- 
suchung „iiber Flachen vierten Grades, auf welchen Schaaren von Kegelschnitten 
liegen u die in Rede stehende merkwiirdige Flache ebenfalls entdeckt hatte, theilte 
ich ihm mit, was ich von Steiner dariiber erfahren. Hierauf sich beziehend hat 
Herr Rummer , als er (am 16. Juli 1863) die genannte Abhandlung in der Aka- 
demie las, die Flache als eine von Steiner entdeckte bezeichnet, wodurch ich ver- 
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anlasst wurde, was ich von Steiner' s auf dieselbe sich beziehenden Untersuch ungen 
wusste, noch in derselben Akademie-Sitzung vollstandig mitzutheilen. Seildem baben 
sich die Geometer vielfach mil der Steiner' schm Flache beschaftigt, ausser Kummer 
namentlich Schroter, Cremona , , . Clebsch . Die kurze Notiz, welche ich fiber die- 
selbe in diese Ausgabe der Steiner' schen Werke aufnehmen zu mfissen geglaubt 
habe, stimmt im Wesentlichen mil der in dem Monatsbericht der Berliner Akademie 
vom Jahre 1863 (S. 337) von mir gegebenen fib.erein; die geringen Abweichungen 
haben ihren Grand darin, dass ich damals aus der Erinnerung referirte, jetzt aber 
mich genau an die erwahnte, fur Steiner gemachte Aufzeichnung halten konnte. 

Die unter (II.) mitgetheilte Aufgabe wurde mir von Steiner bei Gelegenheit einer 
von ihm unternommenen Untersuchung fiber confocalc Flachen zweiten Grades vor- 
gelegt (1860). Indem ich die Gleichimg der defmirten Flache herleitete, fand ich, 
dass sie in dem Falle, wo sie wirklich vom vierten Grade 1st, namlich, wenn die 
gegebene Flache zweiten Grades einen Mittelpunct hat, ohne eine Kegelflache zu 
sein, mit Ilfilfe einer zweiten Flache desselben Grades, die zu der gegebenen in 
naher Beziehung steht, ebenso geometrisch constrain werden kann wie die Fresnel - 
sclie Wellenflache durch Vermittelung eines Ellipsoides. Hat die gegebene Flache 
zweiten Grades keinen Mittelpunct, oder ist sie eine Kegelflache, so ist die von Steiner 
defmirte Flache von niedrigerem als dem vierten Grade. 

Urn alle Falle zu umfassen, werde die Gleichung der gegebenen Flache, be- 
zogen auf ein orthogonales Axensystem, in der Form 

F'= Ax 2 -j— By“—\— Cz 2 2A X x—j—2B 1 y— J— 2C X z-\-~JD = 0 
angenommen. Setzt man dann 

G = (B -f- C) (Ax 2 -+- 2A 1 x)-j-(C-hA) (By 2 -j~- 2 B 1 ;?/) -]r(A-{-E)( Cz 2 -j-2 G, z) 

'• +(A+JB-hCT)D—'Al—B* — C? 9 

H = B C (Ax 2 ~i— 2 A j x) CA (By 2 -j— 2 B t y) -\~A B (6fe 8 -f - 2 C l z) 

+(J36 y -f- CA H~ AE) D — (B -j— O') A* — ( C - f- A) B 2 — (A -f- B ) C 2 , 

K = ABCD—BCA] — CAB\—ABC 2 ; 

so ist die Gleichung der gesuehten Flache : 

QH—KF = o. 


In dem angegebenen allgemeinen Falle kann man 

A x = B { = C x = 0, D = — 1 

annehmen; setzt man dann 

_ 1 . 1 o 1 . 1 1 

a ~~B + C’ P~C + A’ 

so erhalt die Gleichung der Flache die Form: 


T _ z + 


1 

1 3 9 


(x 2 -f-£ 3 ) (ax 8 -|- $y 2 + yz 2 )— a(fl-hy)x >J — PCH-a)j / 2 — T( a ~l”P)^' J + a PT = A; 




die Flache ist also, wenn A : B, C alle drei positiv sind, cine Fresnel'sche Wellen- 
flache, und lasst sich auch in den fibrigen Fallen in ahnlicher Weise, wie diese, 
cons tru iron: 


Schlussbemerkung. 

In den Abhandlungen des vorliegenden zweiten Bandes findet sich eine solche 
Ueberffille ohne Beweis ausgesprochener Satze, dass bei der Revision, wenn dieselbe 
nicht eine unverhaltnissmassig lange Zek in Anspruch nehmen sollte, von vornherein 
auf eine eingehcnde Prufung ihrer Richtigkeit verzichteL werden musste. Namentlich 
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gilt dies in Betreff der auf die allgemeine Theorie der algebraischen Gurven und 
Flachen sich beziehenden Untersucbungen, von deren Ergebnissen 0. Hesse gesagt 
hat, dass sie gleich den Fermafschen Satzen fiir die Mit- und Nachwelt Rathsel 
seien. Aber selbst in den am sorgfaltigsten ausgearbeiteten Abhandlungen, von denen 
ich die auf den Knimmungsschwerpunct ebener Curven sich beziebende und die 
iiber das Maximum und Minimum handelnden hervorhebe, haben sich an zahlreichen 
Stellen gegen einzelne Satze Bedenken geltend gemacht, die in den vorstehenden 
Anmerkungen, wenn aus denselben nicht ein ausfiihrlicher Commentar werden sollte, 
nicht alle zur Spraclie gebraclit werden konnten. Der Leser moge z. B. aus der 
Note (15) ersehen, welche Erorterungen ein Irrthum bei einem sehr einfacben Satze, 
wenn derselbe vollslandig aufgeklart werden sollte, noting ma elite. Ebenso hatten 
mir die auf S. 71 unter Nr. 13 gegebenen Satze, welche die wesentlichsten Irrthumer 
enthalten, zu einer Note Veranlassung gegeben, die ich zuruckgelegt habe, weil 
daraus ein kleiner Aufsatz iiber Pusspunctencurven geworden war. Welche Arbeit 
aber die Revision der in diesem Bande enthaltenen Abhandlungen trotz der an~ 
gegebenen Beschrankung gemacht hat, moge man daraus entnelunen, dass allein die 
von Ilerrn Kiepert mir zugestellten Notizen 34 Foiio-Seiten umfassen. Von den 
bemerkten Ungenauigkeiten beruhten die meisten allerdings auf blossem Versehen, 
oder waren nur stylistische, und sind deshalb die gemachten Aenderungen in den 
Anmerkungen nicht angegeben worden, was vielmehr, wie im ersten Bande, nur 
da geschelien ist, wo eine Vergleichung des ursprunglichen Textes mit dem Neudruck 
den Grund der Aenderung nicht sofort wiirde erkennen lassen. Konnte ein bemerkter 
Irrthum — wie z. B. der in Note 23) bezeichnete — durch Hinweisung auf eine spatere 
Arbeit eines anderen Geometers berichtigt werden, so ist dies gescheben. 

W. 


Nachtragliche Berichjbigungen zum ersten Bande. 

S. 11, VIII. Hier miisste es heissen: 

„besteht aus drei Gurven zweiten Grades^ statt „ist eine ebene Curve zweiten Grades K . 
Darauf hat schon Magnus (Sammlung von Aufgaben und Lehr satzen aus der analytischen 
Geometrie des Raumes, S. 332 aufmerksam gemacht. 

S. 14, Z. 5. Es ist zu lesen 

S. 271 statt 270. 

S. 103, Z. 6 ist falschlich (nach Legendre ) Nova acta Petropolitana statt Acta 
Petropol. 1781, I, S. 112 citirt worden, wie bereits Baltzer (Elemente der Mathematik, 
II, fiinftes Buch, Spharik) angemerkt hat. 

S. 128, 10. Lehrsatz. Hier hatte auf S. 454 verwiesen werden miissen, wegen der 
dort von Steiner unter (78) angegebenen Correctur des Satzes. 

S. 527, Anmerkung 25) ist zu lesen 

musste statt muss. 
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